AULA 22

SUMARIO. Teoria de Perron para matrizes positivas (cont.).

PROPOSIGAO 22.1. Para qualquer matriz positiva A € R™ ™ p(A) € o unico valor proprio
A€ o(A) que satisfaz |\ =1 e, além disso, m.a.(p(A)) = m.g.(p(A)) 1.

DEMONSTRAGAO. Tal como na demonstragao anterior, podemos admitir (sem perda de gen-
eralidade) que p(A) = 1. Seja X € o(A) tal que |\ = p(A) = 1 e seja 0 # u e C**! tal que
Au = \u. Na demonstragao anterior, provamos que A|u| = |u| > 0, de modo que
0 <l = luli = (Alu]), = >} aijluly = > alwl, 1<i<n
1<j<n 1<j<n

Por outro lado, temos

i = [Afuil = [Aus| = |(Aa)| = |(Aw)i] =

D aigu < aiglugl = Jul

1<j<n 1<j<n
e, portanto,
D aiguy| = Y aislul = ) lagul,  1<i<n
1<j<n 1<j<n 1<j<sn
Fixemos 1 < i < n. Um resultado bésico garante que, para quaisquer z1, ..., z, € C\{0}, tem-se

|21 4+ z| = || -+ 2]

se e s6 se, para qualquer 1 < j < n, existir a; € R* tal que z; = a;2;. Em particular, como

u| > 0, temos |u;| = |u|; > 0 e, portanto, existem «q, ..., a, € RT tais que

Qi U5 = Oéj(ai,l?h), 1<7<n.

Qa1

, concluimos que

Sendo assim, pondo 3; =
szﬂjul, 1<j<n,

logo u = u;v onde
T
v=I[18 - B];
notemos que B; = 1 e que 3; € RT para qualquer 2 < j < n, logo v e R™! e v > 0. Além

disso, como Au = Au, temos Av = \v e, uma vez que v > 0 e Av > 0, concluimos que
v = |Av = |\v| = |Av| = Av,

('Um valor préprio A € o(A) tal que m.a.(A) = m.g.(\) diz-se SEMISIMPLES.
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de modo que A = 1.

Provamos, assim, que 1 = p(A) é o tnico valor préprio A € o(A) tal que |A\| = 1. Provemos
agora que m.a.(1) = m.g.(1). Para isso, recordemos que m.g.(1) é o nimero de blocos de Jordan
associados a 1 em qualquer forma canénica de Jordan J € C**™ de A. Seja J,(1) um destes

blocos de Jordan e suponhamos que r > 1. Ora, é facil verificar que

1 k£ ~ - %
J7”<1) = . . . . )
0 0 0 1

de modo que
|3 (D)% =k, keN,

onde | * |/, denota a norma matricial C**" induzida pela norma || * |, em C"*!. Sendo assim,

temos
130 = 13- (W* ) =k, keN,
e, portanto,
lim [J*|7, = lim k = .
k—o0 k—o0
Por conseguinte, se P € C"*" for uma matriz invertivel tal que J = P~'AP, entdo

[T, = PP AP, < [P AR P,

logo
[T% 5
A" > s
2P )Pl
e, portanto,
: : |I*° 1 gk
lim |A*[/, > lim z = lim [J*|, = oo.
koo 00T ke [P [Py [P [Py, s

(%)

i?j

kyr _ (k)
A", = Z Q5

1<j<n

Para qualquer k € N, ponhamos A*|/ = [a ] e seja 1 < i < n tal que

Como Av = v, temos A*v = v e, portanto,

— (k) (k) : _ Ak :
Wle o = % o= (X alf,) (uin o) = 1AM in o).
Isj<n 1<jsn
de onde resulta que limy,_,o |A*|’, < |v|». Esta contradigdo prova que r = 1 e, portanto, o
nimero de blocos de Jordan associados a 1 é igual a multiplicidade m.a.(1) de 1 como valor

préprio de A. Por outras palavras, temos m.g.(1) = m.a.(1), como se queria. O
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PROPOSICAO 22.2. Para qualquer matriz positiva A € R"*™, m.a.(p(A)) =10,

DEMONSTRAGAO. Tal como nas demonstragoes anteriores, podemos admitir que p(A) = 1.
Suponhamos que m.a.(1) = m > 1. Pela proposigao anterior, temos m.g.(1) = m.a.(1) e,

portanto, existem pelo menos dois vectores linearmente independentes u, v e C**! tais que
Au=u e Av =v.
Seja 1 <1 < n tal que v; # 0 e seja
w=u— (u;/v;)Vv.

E claro que Aw = w e que w # 0 (caso contrario, u = ((u;/v;)v, o que nao pode acontecer),

logo

Alw| = |w]| e |w|>0
(pela demonstracao da Proposigao 21.4). Em particular, temos |w;| = |w|; > 0, o que estd em
contradigao com w; = u; — (u;/v;)v; = 0. Segue-se que m.a.(1) = 1, como se queria. O

> Das proposigoes anteriores resulta que, para qualquer matriz positiva A € R"*", existe um

e um s6 vector p € R™*! tal que:
e p>0;
e Ap = p(A)p;
o |pli=1(istoé pi+--+p,=1).
A este vector p € R”*! chamamos o VECTOR DE PERRON da matriz A.

Dado que, para qualquer matriz positiva A € R"*"  a transposta AT € R™*" também é uma
matriz positiva, podemos considerar o vector de Perron q € R™*! de AT; assim, q € R"*! §

univocamente determinado pelas propriedades:
°q>0;
e q"A = p(A)q" (porque p(AT) = p(A));
o |qfi =1(stoé, g1+ -+ g, =1).

Por este motivo, é usual dizermos que q é o VECTOR DE PERRON A ESQUERDA da matriz A
(e que p é 0 VECTOR DE PERRON A DIREITA de A).

PROPOSICAO 22.3. Seja A € R™™ uma matriz positiva, seja A € C e seja 0 # v € R™" tal

que v=0 e Av = \v. Entdo, A = 1 e existe « € R tal que v = ap onde p € R™! € o vector
de Perron de A.

(*)Um valor préprio A € o(A) tal que m.a.(A) = 1 diz-se SIMPLES; nesta situacio, tem-se m.g.(\) = m.a.(\)
(logo, qualquer valor préprio simples é semisimples).



Aula 22 T22-4

DEMONSTRACAO. Seja q € R™*! o vector de Perron de AT, Comov > 0, v # 0 e q > 0,

temos q"v = quv; + -+ + ¢,v, > 0. Como
q"A = (ATQ)" = (p(A)a)’ = p(A)d",
concluimos que
p(A)d'v =q'Av = q'(A\v) = A\(q'V)
e, portanto, A = p(A) (porque q*v # 0). Segue-se que Av = p(A)v, logo v = ap (porque
m.g.(p(A)) = m.a.(p(A)) =1e Ap = p(A)p). Comov =0, v # 0ep >0, tem de ser a > 0,

como se queria. O



