AULA 23

SuMARIO. Férmula de Collatz-Wielandt para matrizes positivas. Teorema de Perron-Frobenius.

ProPOSIGAO 23.1 (Férmula de Collatz-Wielandt). Para qualquer matriz positiva A € R™ ™,

tem-se

AV),
p(A) = max min (Av),
v; #0

onde NN ={veR":v=>0, v+0}.

DEMONSTRACAO. Seja A e R™" A > 0, seja veN e seja

Av);
§ = min ( )Z;
1<i<n V;
v; #0

recordemos que Av > 0 para qualquer v € N (porque v.=> 0 e v # 0). Para qualquer

1 <j<n,temos 0 < ({v); < &v; < (Av); e, portanto,
0<¢év<Av.

Sejam p e q os vectores de Perron de A e de AT, respectivamente. Como q’v € R™, concluimos

que
£q'v =q'({v) < q'Av = p(A)q'v
e, portanto,
=£<
Sien v, E<p(A), veN.
v; #0
Sendo assim,
Av);
max min ( V) < p(A)
veN 1$i<0n V;
Vi F#E

e o resultado segue-se porque p € N, Ap = p(A)p e
Ap); A)p;
min (Ap); = min PA)p: = p(A)

1<i<n - 1<i<n : '
P70 Di Di |:|

TEOREMA 23.2 (Perron). As propriedades sequintes sao verdadeiras para qualquer matriz pos-
itiva A e R™"™:

(a) O raio espectral p(A) € R{ € estritamente positivo; além disso, p(A) € um valor préprio

de A comm.a.(p(A)) =1 e p(A) € o dnico valor préprio X € o(A) tal que |A| = p(A).
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(b) Eziste um e um sé vector p € R™! tal que

p >0, Ap = p(A)p e Ip|i =1

e, além disso, qualquer vector proprio ve R de A com v = 0 é um maltiplo escalar

positivo de p.

(c) Se N ={veR™:v=>=0, v+#0}, entdo

AV):
p(A) = max min (Av), .
veN 1<i<n V;
v; #0

> Muitos dos resultados anteriores sao verdadeiros para matrizes nao-negativas A € R™*"™.

No entanto, embora o raio espectral p(A) seja real nao-negativo, podemos ter p(A) = 0 para
01
algumas matrizes nao-negativas A € R"*"; por exemplo, para A = 0 ol
PROPOSICAO 23.3. Para qualquer matriz nao-negativa A € R"*":
(a) p(A) € um valor proprio de A.
(b) Existe um vector 0 # v € R™! tal que v.=0 e Av = p(A)v.

(c) Vale a formula de Collatz- Wielandt:

AV),
p(A) = max min (Av),
v; #0

onde N = {veR"™:v>=0 v+#0}.

DEMONSTRAGAO. Seja A € R™" A > 0, seja

1
E-| . |erw

e, para qualquer k € N, seja Ay = A + %E e R™". £ claro que A, > 0, de modo que o
teorema de Perron é verdadeiro para estas matrizes; em particular, para qualquer k£ € N, o raio
espectral pp = p(A}) € o(A}) é ntimero real positivo e existe um e um s6 vector py € R"*! tal

que
P > 0, AxPr = prPk e Pkl =1
(isto é, px é o vector de Perron de Ay). Como py, € {v e R"*!: |v|, = 1} para qualquer k € N,

o conjunto {py: k€ N} é limitado e, portanto, existe uma subsucessao convergente (pks)seN
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(pelo teorema de Bolzano-Weierstrass). Seja v = limg o pg,. Como pg, > 0 e

de (),

keN
IPk. |1 = 1 para qualquer s € N, é ficil justificar que v > 0 e v # 0; de facto,

v; = lim (pyg, )i = 0, 1<i<n,

§—00

(porque (pg,); > 0 para todo 1 <i<n)e
Ivlly = lim [, =1
§—00
(porque || * [[; é uma fungio continua de R"*! em R).

Sejam k, k' € N, k > £/, e ponhamos B = A, e C = Ap. ComoB—C = A;,—Ayp = (%—%)E >
0, temos B > C e, portanto, B" > C" para qualquer » € N. Sendo assim, considerando a norma
matricial || * ||, em C"*" induzida pela norma vectorial || * |, em C™*!, temos |B" |5 > [C" |

e, portanto,

B e > /[C e,  reEN.

Usando o Corolario 10.1, concluimos que
B) = lim /B > lim {/|C"| = p(C)

Por conseguinte, obtemos uma sucessao decrescente

P1L=>pP2>pP3 >0
além disso, como A, — A = %E > 0, temos também
pr > p(A) >0, ke N.
Segue-se que a sucessao (pk) ey € convergente com limite

lim pj, = p* = p(A).
k—0o0

Por outro lado, é claro que a sucessao (Ak)keN é convergente com limite limy,_,, Ay = A, de

modo que as sucessoes (Akspks) e (pkspks)seN também sao convergentes com limites

seN
lim (Ag,pr,) = (lim Ay,)(limpr,) = Av e lim (pr,pr.) = (lim pp,) (lim pr,) = p"v.
Como A;pr = prPr para qualquer k € N, concluimos que

Av =t (Aups) = i (o) = 7

e, portanto, p* € o(A) (porque v # 0). Como p(A) = maxye,(a)|A| € p* > 0, tem de ser
r* < p(A) e, portanto, p* = p(A).

Provdmos, assim, que p(A) € o(A) e que existe 0 # v € R™! tal que

v20, Av=pAN e |vli=1.
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de modo que (a) e (b) sao verdadeiras. Para provar (c), consideremos, para qualquer k € N, o

vector de Perron qj, € R"*! da matriz transposta A}. Temos
qQw > 0, keN, weN.

Para qualquer w € N, seja
fw) = I<ish w;
w; #0

Como A < Ay, temos
0< f(w)w<Aw < Apw, weN, keN,

e, portanto,

fW)apw < qpArw = prqgw,
de onde resulta que

f(w) < pr, welN, keN.
Por conseguinte, concluimos que

f(w) < lim p, = p* = p(A),  weN.
—00

Como f(v) = p(A) onde v e N é como acima, concluimos que

p(A) = max f(w),

como se queria. O



