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4. Monitorizacdo de estruturas
4.1. Introducéo

Uma vez que este capitulo vai tratar da monitorizacdo de estruturas, comecga-se por definir o que é a estrutura de um
objecto de forma a ser possivel identificar no objecto que vai ser sujeito a monotorizagdo as componentes cujo eventual
movimento pode implicar algum risco para a sua estabilidade.

Designa-se por estrutura de uma construcdo a parte dessa construcdo cuja funcéo é assegurar, ao longo do respectivo
tempo de vida, a sua resisténcia em boas condi¢Bes de estabilidade aos esforcos a que estd submetida. Estes esfor¢cos podem
corresponder a solicitacfes permanentes (aquelas que actuam de forma ininterrupta, como o peso préprio das estruturas e do
material de revestimento e de compartimentacdo, assim como da carga transmitida a estrutura pelo equipamento fixo) ou
acidentais, podendo estas Ultimas ser habituais (englobam as sobrecargas como o peso das pessoas, veiculos, equipamento ndo
fixo, efeitos de frenagem, forca centrifuga, ac¢do do vento habitual, accdo da neve, variacBes de temperatura, forcas devidas a
retrac¢do, fluéncia e relaxacdo dos materiais, forgas devidas a assentamento dos apoios, atritos e resisténcias em aparelhos de
apoio, impulsos de terras ou de outros materiais e forcas hidrostaticas e hidrodindmicas) ou excepcionais (ventos
excepcionais, sismos).

As estruturas podem ter diversas concepgdes e ser executadas com varios materiais, cada um com caracteristicas de
resisténcia préprias, devendo a escolha da estrutura mais conveniente fazer-se por forma a que, utilizando os materiais e
técnicas disponiveis, se satisfaca a finalidade da obra em condic¢des de seguranga e dentro das exigéncias de custo e prazo de
construgdo. Os materiais mais correntemente utilizados nas estruturas sdo a madeira, a pedra (blocos com forma regular
assentes uns sobre 0s outros — alvenaria, intercalados com argamassa, isto &, uma mistura em propor¢des adequadas de areia,
agua e um elemento aglomerante, que quando solidifica, garante alguma ligacdo entre as pedras), 0s metais e o betdo armado
ou pré-esforcado.

A pedra, quando de boa qualidade, resiste bem a compressdo e a trac¢do; quando utilizada em alvenaria apenas resiste
bem a compressdo. As estruturas em aco sdo formadas por elementos metalicos (chapas ou perfis laminados com sec¢do
transversal em L ou | reduzida, o que é possivel por as resisténcias do aco a compressdo, a traccdo e ao corte serem
praticamente iguais) ligados entre si por rebites, parafusos ou soldadura; estas estruturas sdo em geral reticuladas, ou seja,
constituidas por um conjunto de elementos alongados ligados uns aos outros pelas extremidades, em pontos que se designam
por nos da estrutura. O betdo, um dos materiais mais utilizados em construcéo civil, é formado por uma mistura de cimento,
pedra, areia e 4gua em proporcGes adequadas. Na altura em que é fabricado, o betdo € fluido e pode ser lancado num molde;
depois de compactado, endurece, adquirindo excelente capacidade de resisténcia a compressdo, embora tenha uma capacidade
de resisténcia a traccdo reduzida. Se no interior do molde existirem alguns varfes de aco, os esforcos de trac¢do sdo
suportados pelos vardes, enquanto que o betdo resiste as compressfes - betdo armado, que beneficia das caracteristicas
préprias do ago e do betdo. Para moldar uma estrutura de betdo armado (por exemplo uma viga) comega-se por construir a
cofragem, um molde em madeira, que se destina a conter o betdo num estado fluido; em seguida montam-se as armaduras
dentro da cofragem; numa betoneira misturam-se 0s varios componentes do betdo que depois se vaza dentro da cofragem;
compacta-se entdo o betdo com vibradores com o objectivo de expulsar o ar da massa de betdo e conseguir uma perfeita

adaptagdo do betdo a forma da cofragem e uma completa penetracdo daquele entre a armadura. Espera-se entre 3 a 28 dias até
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que o betdo tenha endurecido e remove-se a cofragem. Pode também utilizar-se o betdo pré-esforcado que pretende tirar
partido dos acos de alta resisténcia sem provocar a fissuracdo do betdo: sujeita-se a armadura a uma trac¢do (pré-esforco) e
depois torna-se a armadura solidaria com o betéo, tendendo a viga a flectir para cima; quando a viga for sujeita a uma carga, a
deformacéo tende a anular a flecha introduzida pelo pré-esforco.

Para se compreender 0 modo de actuar das estruturas é conveniente considerar as diferentes formas em como os seus
elementos podem ser solicitados: considerando uma peca paralepipédica submetida a um conjunto de cargas axiais de traccao
e compressdo, a rotura da peca ocorre quando em qualquer seccdo for ultrapassada a capacidade resistente do material. A
figura 4.1. ilustra varias possibilidades de rotura: a. corresponde a uma forma de rotura a traccao tipica de materiais frageis
como por exemplo o betdo, b. corresponde a rotura por traccdo de materiais ductéis como por exemplo o0 aco, c. exemplifica
um caso de rotura por compressdao em consequéncia de esmagamento, d. representa um fenémeno de encurvadura ou
deformacdo transversal. A capacidade de resisténcia de um dado material pode corresponder a cargas semelhantes quando
actuam forcas de compressdo ou de trac¢do (ago) ou a cargas diferentes (madeira, betdo); por exemplo no caso do betéo, a
resisténcia a traccdo e cerca de 1/10 da resisténcia a compressao, 0 que deu origem a criacdo de estruturas em betéo armado,

de betdo e aco.
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figura 4.1. Formas de rotura devidas a tracgdo (a, b) e & compressao (c, d)

Danos graves com encurvadura das armaduras dos pilares de
um viaduto (Northridge, 1994) Colapso de um piso intermédio (Kobe, 1995)

figura 4.2. Efeitos de sismos em estruturas
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Para cada material definem-se tensdes de rotura a traccdo, o;, € a compressdo, o, que representam o menor valor da
forca (de traccdo ou compressdo) por unidade de area da seccdo transversal (perpendicular a direccdo da forca) capaz de
provocar a rotura. Se S for a area da seccao transversal, as forcas capazes de provocar a rotura por tracgdo ou compressao sao
F=o:S e Fe=c.S, respectivamente. Para haver uma garantia que ndo ocorra rotura (e para impedir que os elementos da
estrutura fiquem sujeitos a deformagdes plasticas, ndo recuperaveis quando cessa a actuacdo das forgas), define-se um
coeficiente de seguranca n; e nc, em geral préximo de trés, tal que n=cv/cs € Nc=c/cs, Onde 0s indices st e sc representam a
tensdo de seguranca a rotura por tracgdo ou tensdo de seguranca a rotura por compressdo, respectivamente. Assim, as forcas
maximas que a estrutura pode estar submetida quando solicitada a traccdo ou a compressao sdo dadas por F=c«S e Fc=0sS.

Considere-se agora um cubo solicitado da forma indicada na figura 4.3., correspondente a situacéo de corte, que tende a
provocar tensdes méximas de traccdo e compressdo segundo facetas a 45° com a direccdo das cargas: a. se 0 material for
homogéneo e com caracteristicas resistentes semelhantes a tracgdo e a compressao, a linha de rotura podera ser paralela a
direc¢do das forcas; sendo 1 e 15 a tensdo de rotura e a tensdo de seguranga ao corte, n o coeficiente de seguranga ao cortee S a
area da seccdo do elemento paralela & direcgdo do esfor¢o, tem-se F=t/n, S=1sS; b. 0 mesmo tipo de solicita¢des actuando
sobre um material que tenha fraca resisténcia a trac¢do provocard uma rotura por fendilhacdo na direccdo mais traccionada, a
45° com a direccdo do esforgo; c. verifica-se uma situacdo andloga para um material homogéneo solicitado de acordo com a

figura, supondo que as forgas de trac¢do sdo iguais as de compresséo.
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figura 4.3. Formas de rotura devidas ao corte

Existem alguns elementos estruturais comuns a maioria das estruturas; um dos mais importantes € o pilar, cuja missdo €
receber as cargas transmitidas pelos diferentes elementos da construcdo que sobre ele se apoiam e transmiti-las, por sua vez, a
outros elementos da estrutura ou directamente ao terreno em que a construcdo assenta através das fundagfes. Antigamente 0s
pilares eram de madeira ou de pedra, mas actualmente sdo correntes os pilares de betdo de seccdo rectangular, quadrada ou
circular e os pilares metalicos. Os pilares podem ser solicitados apenas a compressdo por intermédio de forgas verticais ou
estar sujeitos a forgas horizontais que os solicitam a flexdo, quase sempre devido a sismos. As paredes podem ter funcdes
resistentes similares as dos pilares, embora modernamente as paredes ndo tenham funges resistentes aos esforcos verticais,
destinando-se a fechar espagos vazios das estruturas. Um tipo diferente de paredes sdo os muros de suporte que se destinam,
fundamentalmente, a suportar cargas horizontais perpendiculares aos muros, transmitidas nos casos mais correntes pela terra
ou pela agua que esses muros retém. Estreitamente relacionadas com os pilares e as paredes estdo as fundagdes, que sao a
parte da estrutura através das quais se transmitem ao terreno as forcas que actuam sobre ela. Um exemplo é dado pelas

sapatas, macicgos destinados a transmitir ao terreno a carga recebida de um pilar. Uma viga € um elemento normalmente
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horizontal em que as cargas actuam em regra perpendicularmente ao eixo longitudinal, provocando esforcos de flexéo,
podendo ser construida em betdo armado ou metal. As vigas, em vez de serem apenas apoiadas nas extremidades, podem ter
diversos apoios intermédios, designando-se entdo por vigas continuas. Podem também estar apenas fixas numa extremidade,
designando-se assim vigas em consola. Uma estrutura do tipo da viga mas mais larga designa-se por laje, normalmente

rectangular, apoiada em vigas, assentes por sua vez em pilares.

Muro de gravidade Muro de contengdo
armado ancorado

Solugao de fundagdes por Solugio de fundacdes por lintéis
arcos apoiados em pegoes sobre estacas de madeira

figura 4.4. Exemplos de pilares, muros de suporte, fundacdes e vigas
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4.2. Redes de monitorizacdo

Uma das funcbes mais importantes de um engenheiro gedgrafo é a implantagéo e monitorizagéo, normalmente através
da utilizacéo de redes geodésicas ou topograficas (a distingdo prende-se sobretudo com a extensdo da rede, sendo as primeiras
calculadas no elipsoide e as segundas no plano), de estruturas naturais ou artificiais susceptiveis de sofrer deformagao, um
processo continuo que afecta a totalidade de um objecto, embora com magnitude e direccdo variavel de ponto para ponto e ao
longo do tempo. A complexidade, extensdo e custos crescentes dos trabalhos de engenharia civil implicam uma maior
exigéncia nos trabalhos de implantacdo e monitorizagdo de estruturas, de forma a garantir que os projectos sejam cumpridos.
O desenvolvimento de instrumentos de observacgdo, registo e processamento automaticos oferece a possibilidade de efectuar
esta monitorizacdo de forma precisa e econémica; para além da utilizacdo destes instrumentos, € necessario dominar os
principios da concepcao, instalacdo, célculo e avaliacdo da qualidade das observacdes de redes de controlo, para que sejam
consistentes e fidedignas. E importante avaliar e controlar a qualidade do resultado, verificando se os requisitos pré-definidos
sdo obtidos e, se por configuracdo deficiente da rede ou por erros de observacdo esses requisitos ndo forem alcancados, devem
estar disponiveis procedimentos para corrigir a situacdo. O resultado final vai depender, basicamente, da precisédo e da
exactiddo com que as observacBes sdo efectuadas (a propagacdo dos erros aleatdrios presentes nas observacBes para as
coordenadas é avaliada em termos de precisdo enquanto que a identificagdo de erros grosseiros e sistematicos nas observagdes
e a sensibilidade das observacdes a estes erros € medida em termos de fiabilidade). O campo dos vectores de deformacéo é
aproximado por modelos concebidos para estimar separadamente o deslocamento do objecto como um corpo rigido e o
movimento relativo entre 0s pontos desse corpo. Por razdes de eficicia e de economia, € necessario conhecer, pelo menos de
forma aproximada, e mesmo antes da concepcao da rede de controlo, a direccdo e ordem de grandeza dos deslocamentos a
medir, pois s6 desta forma a rede pretendida tera uma estrutura geométrica e estocastica que permita detectar as eventuais
deformacdes.

Esquematicamente (figura 4.5), o problema consiste em determinar o deslocamento (horizontal, neste caso) de um
ponto P de uma estrutura relativamente aos pilares I e 1l considerados fixos, a partir de angulos azimutais a e 3 observados em
épocas distintas A e B (entre as quais se deseja obter o valor dos deslocamentos), sendo m uma marca de referéncia fixa; as
diferencgas angulares Aa e AP permitem determinar a nova posi¢ao Pg relativamente a posicao Pa.

Embora sejam suficientes dois pilares, para aumentar a precisdo dos resultados e obter o valor dos erros cometidos na
determinacdo do deslocamento, é conveniente utilizar um terceiro pilar fixo I1l. A metodologia indicada baseia-se na hipétese
de os pilares de observacdoes serem efectivamente fixos pois de outro modo qualquer alteracdo na respectiva posicéo relativa
vai contaminar o valor determinado para 0 movimento do ponto P. Neste Ultimo caso é indispensavel incluir marcas de
verificagdo cujo movimento possa ser considerado desprezavel, ou por estarem localizadas a grande distancia ou por os pilares
serem de betdo, bem encastrados na rocha, envolvidos por tubos de material isolante e dispondo de centragem forcada. A

inclusdo de mais pilares pode igualmente dever-se a configuracdo da estrutura a ser monitorizada.
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figura 4.5. Determinacdo de deslocamentos horizontais
por triangulacdo e/ou trilateracdo: a escolha do método
geodésico para a determinacdo de deformacgdes supe a
instalacdo de uma rede de pontos; a observacdo da rede,

repetida em diversas épocas, deve permitir a

I determinacéo, tdo exacta quanto possivel, da deformacéao

efectiva que afecta um objecto

O valor de uma distancia ou de um angulo obtido por medi¢des de campo nunca traduz o valor verdadeiro da grandeza
que se pretende medir devido a erros que resultam de imperfei¢c@es instrumentais, de limitaces do operador e das condicbes
ambientais, podendo estes erros ser sistematicos ou aleatérios. A exactiddo de uma observacdo é uma indicacdo da
proximidade dessa observacdo do valor verdadeiro da grandeza que se pretende medir; assim, para se obter observacdes
exactas os aparelhos de medida devem ser regularmente calibrados por comparacdo com um padrdo, 0 que permite a
eliminagdo de erros sistematicos. A precisdo de uma observagdo esta relacionada com a “perfei¢do” com que essa observacao
foi obtida, o que depende da qualidade do aparelho utilizado, da respectiva resolu¢do (menor unidade de leitura) e da
repetibilidade dessa observacdo, factores que influenciam os erros aleatdrios que afectam essa observacdo (a repetibilidade
traduz o grau de concordancia entre os resultados de medicGes sucessivas de uma mesma grandeza, efectuadas nas mesmas
condgBes: método de observagdo, observador, instrumento de medida, local, condicdes de utilizacdo e em intervalos de tempo
curtos entre medic@es; a repetibilidade pode ser expressa quantitativamente em termos de dispersao de resultados).

Como ilustracdo da diferenca entre os termos exactiddo e precisdo, considere-se que uma distdncia é medida cinco
vezes utilizando duas fitas métricas: com a primeira obtiveram-se os valores 736.80 m, 736.70 m, 736.75 m, 736.85 m, 736.65
m e com a segunda obtiveram-se os valores 736.42 m, 736.40 m, 736.40 m, 736.42 m, 736.41 m. Analizando a dispersdo dos
resultados pode dizer-se que a segunda série de observaces é mais precisa que a primeira série; admitindo que o valor
“verdadeiro” da distancia (obtido por um método mais rigoroso) é 736.72 m, como os valores da primeira série de
observagdes tendem a agrupar-se em torno do valor verdadeiro, esta série é mais exacta do que a segunda. Manifestamente, a
segunda série foi obtida utilizando uma fita afectada por algum tipo de erro sistematico. Por esta razdo, é fundamental utilizar

aparelhos calibrados ou de alguma forma corrigir a posteriori a existéncia de algum sistematismo nas observagdes.

40

» figura 4.6. Admitindo uma distribuicéo
normal, interpretacdo grafica das duas séries
de observaces, com a indicagdo dos
respectivos valores médios, 736.75 e 736.41
assim como do valor médio “exacto”, 736.72
. (os desvios padréo sdo, respectivamente,

0.0791 e 0.0100)
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Normalmente em monitorizacdo observam-se distancias, angulos e desniveis que sdo utilizados para calcular
coordenadas (posicdes), que podem por sua vez ser utilizadas para obter areas ou volumes. Para o efeito, 0 método dos
minimos quadrados € utilizado como ferramenta para processar observacoes redundantes e respectivas matrizes de variancias-
covariancias e obter valores dos pardmetros e respectivas matrizes de varidncias-covariancias. As grandezas a observar sao
consideradas como variaveis aleatdrias sujeitas as leis estatisticas: os valores numéricos resultantes da medicdo de um dado
elemento de uma rede constituem uma amostra da varidvel aleatoria correspondente a esse elemento. Essa amostra (por vezes
constituida por um Gnico elemento) €é utilizada para deduzir ou estimar o valor esperado p e a varidncia ¢? da variavel
aleatdria respectiva. Os estimadores de p e de 6% sdo a média aritmética e a variancia da amostra de dimensao n:

o1 2 1 & 2

x=HiZ:1:xi, s :miz:l:(x—xi) .

Se uma amostra consistir apenas num dnico elemento, ndo é possivel utilizar a expressdo anterior para o calculo do
desvio padrdo; na pratica isto ndo constitui um problema pois normalmente o aparelho e a metodologia utilizados para obter
essa observacdo ja foram utilizados noutras circunstancias, de onde se obteve uma estimativa para s. Para além disto, os
construtores dos aparelhos indicam para cada aparelho e em condi¢des muito gerais o valor do desvio padrdo de uma medicao.

Em caso de davida, deve ser realizada uma série de testes consistindo em leituras repetidas de forma a determinar o
desvio padrdo das observagdes efectuadas por um determinado aparelho. Antes da concepg¢do da rede é conveniente verificar a
instrumentacdo disponivel e confirmar o desvio padrdo das respectivas observagdes, assim como calibrar regularmente os
aparelhos de forma a evitar erros sistematicos. E muito importante conhecer os requisitos de precisdo impostos pelo dono da
obra, de forma a que a rede seja correctamente concebida: ndo interessa obter uma precisdo para as coordenadas melhor do
gue o pretendido pois isso implica normalmente um custo mais elevado do que o necessario nem interessa obter uma precisao

para as coordenadas pior do que o pretendido pois isso implica um aumento do custo por ser necessario repetir as observagoes.

Note-se que X é um estimador ndo enviesado de u e que a sua variancia é igual a az/n , designando-se o-/\/ﬁ por

erro padrdo de X, normalmente aproximado por s/\/ﬁ . Esta formula indica que quanto maior for a dimenséo da amostra mais
precisa é a determinacdo do pardmetro média da amostra; assim, por exemplo, para duplicar a precisdo de uma dada grandeza
medida (direccdo, distancia) é necessario quadruplicar o nimero de observacdes dessa grandeza. Note-se ainda que s é um

2

estimador ndo enviesado de o“ mas s é um estimador enviesado de o ; no caso de se pretender um estimador ndo enviesado

para o deve utilizar-se o estimador

2
[ V2r()
s = _Z(Xi _)7)2 ,com ¢, = 2 , sendo T'(x) a fungdo gama.
Ch izt F(L_l)
2

n 2 3 4 5 10 15 20 30 90
n-1 1 2 3 4 9 14 19 29 89
c 0.64 1.57 2.55 3.53 8.51 13,51 18.51 28.50 88.50

n

tabela 4.1. Comparacdo dos valores de n, n—1 e ¢, paraa estimacdo néo enviesada de o
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No caso de uma rede de apoio a implantagdo de uma obra, a posicdo das estacBes vai depender ndo s6 de
constrangimentos topograficos que garantam a intervisibilidade entre estacdes (note-se, por exemplo, que uma visada que
pareca livre de refraccédo antes do inicio das obras pode vir a estar afectada por este tipo de erros durante a obra) mas também
da dimensao e localizacdo dos trabalhos de construgdo. As actividades topogréaficas tém frequentemente que dar prioridade
aos trabalhos de construcio que muitas vezes danificam o apoio previamente instalado. E entfo necessario um compromisso
entre a materializacao do apoio topogréafico suficientemente perto do local de implantagdo da obra como garantia de preciséo e
suficientemente afastado de forma a que as actividade da obra ndo danifiquem as estagdes. Deste compromisso vdo depender
as propriedades de precisdo da rede: uma rede que garanta este critério mas cujas estacdes venham a ser destruidas durante as
obras € indtil, assim como é inGtil uma rede concebida para estar imune as obras mas que por estar tdo afastada do local de
implantacdo da estrutura ndo consiga garantir os critérios de precisao da rede.

Uma rede pode ter outros objectivos para alem da precisdo, como a fiabilidade (uma rede é fiavel quando os erros
grosseiros nas observacdes ndo tém influéncia nos resultados do ajustamento pois as observacdes “controlam-se” mutuamente
de tal forma que os erros sdo detectados com facilidade) e o custo: como em qualquer problema de optimizagdo, define-se a
priori uma funcdo ou critério de risco (de ganho) que deve ser minimizada (maximizada) de acordo com o interesse, quer
cientifico quer econémico, da rede. Numa rede fiavel, se existir um erro sistematico ou grosseiro nalguma observacéo, é
possivel detectar esse erro a um dado nivel de confianga (consisténcia interna) e, se esse erro ndo for detectado, o respectivo
efeito nas coordenadas pode ser estimado (consisténcia externa). A fiabilidade de uma rede é importante apenas no caso dessa
rede ser utilizada para monitorizacdo (de deformacdo): é possivel conceber uma rede de tal forma que se um conjunto de
estacOes sofrer uma dada deformacéo, entdo esse movimento pode ser detectado num dado nivel de confianga. Em geral, o
procedimento adoptado para a concep¢do de redes topogréaficas ndo resulta numa concepgao Optima, no sentido em que néo
maximiza ou minimiza um ou mais objectivos da rede, mas apenas garante os requisitos de precisdo.

Se uma rede for concebida para garantir os requisitos de precisdo e for tecnicamente viavel, o respectivo custo é
avaliado; se for demasiado caro, a respectiva redugéo de custo pode obter-se efectuando menos observacgdes ou utilizando uma
instrumentacdo mais barata. Em qualquer dos casos 0s requisitos de precisdo podem ndo vir a ser verificados. Esta relagdo
entre requisitos de precisdo e custos é critica e ilustra a importancia de impor requisitos de precisdo que ndo sejam
desnecessariamente altos.

A teoria da analise de deformacGes tornou-se popular na década de 70 do século XX, embora as primeiras aplicacées
datem dos anos vinte do século passado, com a determinacdo de deslocamentos no caso de grandes barragens na Suica.
Actualmente a andlise de deformacdes é utilizada para o estudo de movimentos da crosta, deslizamentos ou subsidéncia do
terreno e monitorizacdo de estruturas (barragens, pontes, torres, etc.), pretendendo-se com este procedimento o
estabelecimento e verificagdo de hipdteses em ciéncias naturais (geofisica, geologia, etc.) e a avaliagdo da seguranga e
desempenho de estruturas em engenharia civil, tendo em vista a proteccdo das populacdes (prevencgdo) e a determinacgdo de
eventuais responsabilidades em caso de acidentes. Este capitulo inclui métodos de monitorizagdo de deformacéo baseados na
observacdo repetida de redes geodésicas/topogréaficas; outros métodos utilizam outro tipo de instrumentagdo como péndulos,

clindbmetros, extensémetros, termémetros, marégrafos, etc., cuja técnica de analise é similar.
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O objecto ou area em estudo é normalmente representado por um conjunto discreto de pontos, que sao
monumentalizados ou identificados de forma duradoura, sendo estes pontos transformados numa rede através da realizacéo de
observacdes que estabelecem, em diferentes épocas, relagdes de posicédo entre eles. Se ocorrer deformacédo nesses intervalos, a
modificacdo da posic¢éo relativa entre os pontos da rede resulta em observacdes (e portanto coordenadas) diferentes para cada
ponto, sendo estas diferencas tipicamente da mesma ordem de magnitude dos erros de observagéo.

Normalmente consideram-se dois tipos de pontos numa rede de monitorizacdo, os pontos de referéncia e os pontos
objecto (ou pontos-alvo). No caso da figura 4.7a., a rede instalada consiste em pontos de referéncia (pontos estaveis) e pontos
objecto, sendo a determinacdo dos deslocamentos (e das velocidades) dos pontos objecto relativamente aos pontos de
referéncia o objectivo da analise (observagdes absolutas); no caso da figura 4.7b. existem apenas pontos objecto, separados em
dois grupos por uma falha geoldgica, podendo aqui apenas ser determinados 0s deslocamentos relativos entre os dois blocos (é
apenas possivel detectar variacfes na geometria da rede e ndo se a rede como um todo sofreu um deslocamento ou uma
rotacdo). A seleccdo dos pontos da rede €, na maioria dos casos, determinada pela topografia circundante e pela estrutura do
préprio objecto, sendo o seu nimero dependente quer do objecto quer das deformacdes previstas (ndo € possivel estabelecer
uma regra geral para a seleccdo do nimero de pontos, sendo desejavel uma abordagem multidisciplinar na resolugdo deste

problema).

a rede absoluta .
) b) rede relativa

figura 4.7.: Redes de monitorizagdo consistindo em pontos de referéncia (circunferéncias) e pontos objecto (triangulos).

Em teoria, todas as observagdes de uma dada época devem ser efectuadas em simultaneo; uma vez que é impossivel
verificar esta condicdo, devem ser tidas em consideragdo as deformacGes que ocorram durante o periodo de observagdo,
embora em geral a taxa de deformacéo seja suficientemente pequena de forma que o respectivo efeito pode ser desprezado em
comparagdo com o periodo de observacdo. Caso isto ndo se verifique, as observacfes correspondentes a uma dada época
devem ser reduzidas a uma mesma referéncia temporal.

Para estudar as deformacdes que afectam um objecto ou uma area é necessario repetir as observacfes geodésicas em
diferentes épocas, sendo cada conjunto de observacfes ajustado de forma independente. A partir das diferencas de

coordenadas obtidas para 0s mesmos pontos da rede (deslocamentos), deduzem-se os pardmetros do modelo de deformacéo.
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A época inicial define a posicao de referéncia dos pontos da rede relativamente a qual serdo determinados os desvios
acumulados nas épocas de observacao seguintes (para que um deslocamento seja considerado significativo em relacdo a época
anterior, deve ser superior a precisdo obtida, dentro da margem de erro considerada). Apds a primeira repeticdo das
observacdes, existindo dois conjuntos de dados disponiveis, efectua-se uma analise entre essas duas épocas, podendo os
modelos utilizados ser estaticos (adopta-se um ponto de vista estritamente geométrico, sendo os resultados apresentados na
forma de vectores deslocamento) ou dindmicos (relaciona-se os deslocamentos com as forgas que lhes deram origem). O
resultado desta andlise permite verificar a adequacdo da rede observada para a deteccdo da deformacdo e a seleccdo da
frequéncia de futuras campanhas de observacdo. Para cada campanha adicional, é efectuada uma comparagdo com o conjunto
inicial. Como na generalidade dos casos o quociente sinal/ruido é pequeno, é necessario um grande cuidado na avalia¢do da
qualidade das observacdes geodésicas e na especificacdo do modelo matemético adoptado (erros grosseiros ou sistematicos
ndo detectados nas observag6es ou varidncias a priori incorrectamente adoptadas traduzem-se em deformacdes aparentes que
contaminam o resultado). E assim da maior importancia utilizar os métodos e a informagao adequados para o desenvolvimento

de um modelo matematico realista, que descreva de forma verosimil a realidade.

Sendo p o nimero de pontos da rede (3D), para a época k obtém-se apds o processamento, o vector f(k de dimenséo
n=3p que contém as coordenadas estimadas dos pontos da rede, isto &, ?(kT = (%0, Y1,21,%X2,Y2,22, . X0, Yps Zpk » @ matriz de

variancias-covariancias s de dimensdo nxn associada a estimativa das coordenadas e a variancia estimada por unidade de

peso SS que descreve o estado do objecto na época considerada. A diferenca de coordenadas entre as épocas de observagdo k
e ¢ & dada pelo vector A=%y %, =(A Ay - A,)T, cOm A = (R —%,. 9k~ 9.2k =2,); , i=1,..,p representando os

deslocamentos do ponto i. Frequentemente, o calculo de A pode tornar-se mais complexo pois a configuracdo da rede pode
alterar-se de época para época, ou porque alguns pontos sdo danificados, ou porque é necessario instalar mais alguns pontos
para fortalecer a geometria da rede, ou porque sdo disponibilizados novos aparelhos que permitem a realizagdo de observagdes
adicionais, etc.

Para se obter os deslocamentos absolutos dos pontos objecto relativamente aos pontos de referéncia, deve assegurar-se
a estabilidade destes Gltimos pois caso contrario a andlise e interpretacdo da deformacdo pode ter distor¢des significativas. A
figura 4.8. ilustra a situagdo onde os pontos A, B, C e D séo pontos de referéncia e os restantes sdo pontos objecto. Se o ponto
B sofreu um deslocamento que ndo foi identificado entre 2 campanhas de observacdo e se esse ponto for utilizado em ambas
as campanhas, juntamente com o ponto A, para calcular as coordenadas dos pontos restantes, incluindo os pontos C e D, todos

estes vdo apresentar movimentos significativos, mesmo que na realidade possam ter permanecido estaticos.

102

figura 4.8. Influéncia de pontos de referéncia instaveis
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Na fase de projecto, é necessario decidir a configuracdo de uma rede geodésica, ou seja, a localizagdo dos pontos e o
tipo de observacdes a realizar. A anélise dos dados correspondentes a uma dada época € efectuada de acordo com os seguintes
passos, que dependem do padrdo de deformagdo esperado e do tipo de rede geodésica (no caso de existirem apenas pontos

objecto, a andlise tem inicio no segundo passo):

e Triagem dos pontos de referéncia e eliminagdo dos pontos instaveis

e Triagem dos pontos objecto para detec¢do de movimentos individuais, exclusdo desses pontos ou modelacdo do
respectivo movimento

e Planeamento do modelo de deformagao

e Verificagdo do modelo através de testes estatisticos

Recentemente, em diversos projectos de monitorizacdo, tém sido utilizadas estacGes totais motorizadas (TPS) com
reconhecimento automatico de alvos (ATR), eventualmente conjugadas com receptores GPS de alta precisdo, pois as duas
tecnologias sdo complementares: o sistema GPS fornece directamente coordenadas de pontos, enquanto que as estagdes totais

operam em &reas onde o sinal GPS pode n&o ser recebido.

figura 4.9. Rede dindmica instalada para apoio das obras da esta¢cdo de Paddington, Londres
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Um exemplo deste tipo de redes dindmicas, onde as observagdes sdo efectuadas de forma automatica e em tempo real é
a rede instalada para apoio das obras na estacdo de metropolitano de Paddington, em Londres, que inclui 52 estacdes totais
Leica TM 30 S e cerca de 1800 alvos (figura 4.9.), que sdo continuamente observados ao longo do tempo de acordo com um
ciclo de observagdes pré-configurado, gerando um conjunto de observagdes muito extenso que é processado pelo software
GeoMos (software muito flexivel da Leica para monitorizacdo automatica de deformacdes). As estacOes totais sdo instaladas
de forma permanente durante a duracéo da obra em locais estaveis de forma a assegurar que as coordenadas calculadas a partir
desses pontos sdo obtidas num referencial consistente para simplificar a deteccdo de movimento dos alvos.

No entanto, em muitos locais, esta condicdo ndo pode ser completamente verificada pois devido a constrangimentos da
obra, os sensores podem nao ser colocados em zonas estaveis. Para ultrapassar este problema, recorre-se a um conjunto de
pontos de controlo disseminados em torno da zona instavel de forma a monitorizar a estabilidade dos pontos estacdo através
de um procedimento designado por estacdo livre (as estacdes devem dispor de um compensador bi-axial muito rigoroso que
permita a correccdo das direccBes devido & eventual falta de verticalidade do eixo principal do aparelho). Os pontos de
controlo sdo utilizados para controlar cada ciclo completo de medicGes; no caso de se utilizar mais do que um ponto estacéo
na rede, por razdes de cobertura do objecto ou para aumentar a fiabilidade (figura 4.10.), é necessario relacionar todos os
pontos estacdo num referencial comum (o algoritmo de calculo de estagdo livre utiliza as observagfes efectuadas do ponto
estacdo para os pontos de controlo para calcular as coordenadas desse mesmo ponto e para realinhar o indice de origem do
limbo azimutal).

A B C

=

figura 4.10. Os pontos A, B, C sdo pontos de controlo
cujas coordenadas sdo continuamente determinadas por

GPS e nos quais se colocaram alvos (prismas), permitindo

a realizacdo de pontarias a partir dos pontos estagdo ST1,

ST2, ST3, nos quais se encontram estacionadas de forma

permanente estacGes totais robotizadas (as coordenadas

dos pontos estagdo sdo assim  continuamente

[

monitorizadas). Os pontos 1,2,3 sdo pontos objecto

colocados na estrutura que se pretende monitorizar.

A tabela 4.2. indica a precisdo obtida na coordenacdo de um ponto por GNSS no caso de bases curtas (3.3 km de
comprimento, 10 m de desnivel) para o caso de p6s processamento, 0 que permite avaliar se a utilizacdo de redes dindmicas
pode ser uma opg¢do num caso concreto de monitorizagdo (a incerteza nas coordenadas dos pontos de controlo propaga-se
primeiro para 0s pontos estacdo e posteriormente para os pontos objecto, de acordo com as caracteristicas dos aparelhos
utilizados (tabela 4.3.), podendo nalguns casos este procedimento ser incompativel com movimentos milimétricos que se
pretende detectar: nas barragens de betdo, as tolerancias impostas para os erros s&0 1 mm em planimetria e 0.2 mm em

altimetria nos pontos objecto).
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4. Monitorizacdo de estruturas

L1 L1/L2
precisdo 2D | precisdo cota (95%) | precisdo 2D (95%) | precisdo cota (95%)
10 m 7.2mm 12.4 mm 5.2mm 11.8 mm
1h 3.8 mm 7.0 mm 3.8 mm 7.2 mm
24 h 1.8 mm 2.1 mm 1.8 mm 2.0 mm

tabela 4.2 Melhoria na preciséo do posicionamento GNSS com o aumento do intervalo de tempo de observacéo

incerteza em direcgdo (“) | incerteza em distancia (mm)

Leica TS 30 0.5 0.6+1ppm
LeicaTM 30 S 0.5 0.6+1ppm
Leica TCA 2003 0.5 1.0+1ppm
Leica TCA 1800 1.0 1.0+2ppm

Leica TS 09 1.0 1.0+1.5ppm
Leica TCA 2001 M 1.0 2.0+2ppm

Leica TPS 2001+ 1.0 1.0+1.5ppm

Leica TDRA 6000 0.5 0.3+13um/m
Leica TDM 5005 0.5 0.3+1ppm
Leica TDA 5005 0.5 0.3+1ppm
Leica TM 5100? 0.5 1.0+2ppm
Sokkia NET1 1.0 1.1+1ppm
Sokkia NET05 0.5 0.5+1ppm
Trimble S8 1.0 1.0+1ppm

tabela 4.3. Caracteristicas das estacdes totais utilizadas em monitorizacdo de estruturas

4.3. Correccdo e reducdo das observacdes

Os valores observados dos elementos de uma rede de monitorizagdo devem, em geral, ser corrigidos e reduzidos antes

de poderem ser utilizados em conjunto com os modelos funcional e estocastico (estatistico) para estimar os parametros, que

em geral sdo coordenadas. O espaco fisico onde sdo realizadas as observages contém a atmosfera e esta sujeito ao campo

gravitico, ao observador, as diversas componentes do aparelho e a muitos outros factores que influenciam de alguma forma a

medicdo efectuada. Por outro lado, o modelo no qual o ajustamento é efectuado integra apenas elementos matematicos. E

assim necessario aplicar correcgdes para transformar as observacfes efectuadas de forma a poderem ser utilizadas no

ajustamento, correc¢des essas por vezes obtidas de forma empirica, que pretendem representar o melhor possivel os efeitos

dos elementos fisicos: por exemplo, a expressdo da refracgdo vertical pode ser utilizada para corrigir o angulo zenital

observado, removendo o efeito da atmosfera terrestre, obtendo-se o valor que seria observado no vacuo. As expressdes

utilizadas para corrigir as observaces ndo sdo, em geral, exactas, porque o conhecimento do fendmeno associado também

ndo é exacto.
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O calculo de uma correccdo com base numa férmula ndo é a Unica forma de reduzir os erros sistematicos. Como
exemplo, conceptualmente, num teodolito o eixo de colimacédo é perpendicular ao eixo de rotacdo, embora na pratica ndo seja
possivel realizar perfeitamente esta condigdo, ocorrendo portanto um erro de colimagdo. Embora seja possivel formular
expressdes para calcular as correcgdes a aplicar aos valores observados, a forma mais conveniente de ultrapassar este tipo de
erro é utilizar um procedimento de observagdo que implique o cancelamento do erro ao ser efectuada a média das leituras
conjugadas. Devem, portanto, ser seguidos procedimentos de observacéo e de registo que possibilitem a deteccdo de erros.
Devem igualmente ser registados dados auxiliares relativos a temperatura e pressao atmosférica, valores de calibracao, etc.;
apos a eliminacgdo dos erros grosseiros, os dados sdo utilizados em modelos lineares ou linearizados juntamente com a matriz
cofactor a priori ou a matriz dos pesos das observacdes para estimar os parametros e as observacdes ajustadas. A estimacéo
por minimos quadrados dos pardmetros e das observagdes ajustadas permite calcular a varidncia a posteriori, podendo
utilizar-se testes estatisticos para determinar se a estimagdo obtida é satisfatéria, caso em que se aceitam os resultados. Se o
resultado dos testes ndo for satisfatorio deve procurar-se a causa (em geral o teste ndo indica se o problema reside no modelo
funcional ou no modelo estatistico). Algumas observac¢des podem ter residuos (correc¢des) demasiado grandes, indicando que
podem ter sido afectadas por influéncias ndo aleat6rias (por exemplo erros de centragem); nesses casos, pode ou nao ser
possivel aplicar uma correc¢do as observagdes. Caso seja necessario desprezar observagdes, o nimero de graus de liberdade
da estimac&o reduz-se, tornando os resultados menos fiaveis, podendo no limite obrigar & repeticdo dessas observacoes.

A imperfei¢do no conhecimento da realidade fisica significa que os erros sistematicos vao estar sempre presentes nos
dados, sendo necessario garantir que tenham uma magnitude insignificante em cada caso particular. Quando uma grandeza
(correccdo) ¢ € calculada utilizando uma expressdo do tipo c=f(p,q, --,t), onde os parametros p,q,...,t representam as
observagdes e/ou constantes que intervém no célculo, pode calcular-se o efeito em ¢ de erros de pequena magnitude

dp,dq,...,dt em p,q,...,t através do diferencial total

dc = o dp + oa dq+~--+[qjdt.
op q dt

Apobs a remocdo de todos os erros sistematicos devidos a influéncias fisicas, é necessario considerar outro tipo de
procedimentos: por exemplo, apds remover o efeito da refraccdo atmosférica na distdncia medida por um distanciémetro é
necessario para efeitos de posicionamento modificar a distancia inclinada para a correspondente distancia horizontal. Este tipo
de modificacédo é designado por reducdo. As formulas correspondentes as redugdes sdo conhecidas de forma exacta, pelo que a
respectiva aplicacdo ndo introduz erros (embora alguns parametros que intervenham nessas férmulas possam ter incertezas,
cuja influéncia pode ser determinada através da expressdo anterior. Por vezes é necessario 0 conhecimento prévio de forma
suficientemente aproximada da posi¢do dos pontos de forma a ser possivel a aplicagdo das correcgles ou das reducdes as
observacgdes, efectuando-se nestas circunstancias um calculo preliminar das coordenadas utilizando os dados originais,
utilizam-se estas coordenadas para o célculo das correcgdes ou reducdes e recalculam-se as coordenadas definitivas a partir
das observacbes corrigidas. Os métodos normalmente utilizados permitem efectuar correc¢des com precisdo da ordem de
algumas partes por milhdo (ppm) no caso das distancias e de alguns segundos de arco no caso das direc¢Bes, 0 que é adequado
para a maior parte dos levantamentos; no entanto, em trabalhos de alta precisdo, em particular em zonas montanhosas ou
desérticas, onde ocorrem condi¢Ges atmosféricas anormais, a ndo medicdo ou registo dos valores necessarios para o

processamento podem conduzir a erros significativos nas distancias e nas direccdes.
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4.4. Definicdo de datum

A posicdo ndo é uma grandeza absoluta, isto €, a posi¢do de um ponto no espago requer ndo sé a especificacao de 3
parametros independentes (coordenadas) mas também dos elementos do datum (referencial), devendo este Gltimo ser sempre
considerado na discussdo da precisdo e da exactiddo das coordenadas. No caso das redes topograficas, embora a posi¢do
relativa dos pontos seja de grande importancia pratica, as respectivas coordenadas s6 podem ser obtidas num datum (local,
regional ou global) adequadamente definido, que permita o calculo das posicGes em funcdo das observacdes realizadas.
Fisicamente, numa rede 1D de nivelamento (de gravimetria) isto quer dizer que enquanto nao for fixada uma cota (um valor
da gravidade) qualquer translagdo em z mantém os desniveis mas ndo permite a atribuicdo de cota aos pontos da rede; numa
rede 2D, qualquer conjunto de uma translacdo no plano, uma rotacdo em z e um escalamento mantém a posi¢do relativa dos
pontos da rede, ndo permitindo a determinagdo das coordenadas dos pontos da rede. Frequentemente é dificil decidir se os
deslocamentos detectados numa rede sdo o resultado de movimentos reais, podendo dever-se a erros nas observacfes ou a
alteracGes no datum adoptado em diferentes épocas.

Um datum usual no posicionamento espacial é constituido por um sistema de eixos ortogonais e directos (X,Y,Z), que
tem que ser localizado no espago. Associado a definicdo do datum esta a unidade de comprimento utilizada no célculo dos
parametros (coordenadas). Uma forma de o realizar é seleccionar ou materializar uma origem na proximidade da zona de
interesse; a orientacdo dos eixos pode fixar-se alinhando um deles (convencionalmente o eixo Z) segundo a dire¢cdo da forca
da gravidade na origem (utilizando nivelas) e alinhando outro eixo na direc¢do de um outro ponto. Esta definicdo é explicita
na medida em que se baseia em pontos que tém existéncia fisica. A defini¢do do datum pode ser implicita, isto é, ndo pode ser
fisicamente realizado: é o caso de um datum espacial global com origem no centro de massa da Terra, 0 eixo Z alinhado
segundo o eixo médio de rotacdo da Terra e o eixo X definido de tal forma que o plano XZ contenha o meridiano médio de
Greenwich. Outro exemplo é a superficie de um elipsoide, a partir da qual se definem 3 pardmetros independentes necessarios
para definir a posicdo de um ponto: latitude, longitude e altitude elipsoidais. Um referencial espacial tridimensional requer a
definicdo de sete elementos do datum: um elemento de escala, trés elementos de localizacdo da origem do referencial e trés
elementos de rotacdo dos trés eixos; para o posicionamento num plano devem ser definidos quatro elementos: um elemento de
escala, dois elementos de localizacdo da origem do referencial e um elemento de rotagdo dos dois eixos. O nimero necessario
e suficiente e o tipo de elementos do datum pode ser obtido através de uma combinacdo apropriada de observacdes: por
exemplo, em duas dimensoes, define-se um datum fixando as coordenadas de dois pontos da rede, assim como também se
define um datum fixando as coordenadas de um ponto de rede, uma distancia entre dois pontos da rede e o azimute (rumo)

entre dois pontos da rede.

4.5. Modelo funcional e modelo estocéstico

A generalidade das varidveis observadas em topografia (direc¢des, distancias, desniveis, etc.) sdo variaveis aleatorias
que devido a flutuacBes probabilisticas (classicamente conhecidas como erros, actualmente como incertezas) tomariam valores
diferentes se as observacdes fossem repetidas. No caso de existir uma Unica observacdo para cada variavel com interesse para
0 problema em questdo, obtém-se estimativas para as incognitas que sdo consistentes com o modelo utilizado, ndo se

justificando o ajustamento das observagdes. Se, pelo contrario, existirem mais observagdes do que aquelas estritamente
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necessarias para resolver univocamente o problema, é necessario efectuar um ajustamento de forma a garantir estimativas
consistentes (neste Gltimo caso, combinac@es diferentes de observacfes conduzem a estimativas diferentes para as incognitas,
isto &, inconsisténcia nos resultados; uma vez ajustadas, qualquer subconjunto de observagdes de dimensdo no conduz a
mesma solucéo).

Efectuar uma medigdo significa realizar uma operacao fisica, que consiste frequentemente em diversas operagdes
elementares tais como estacionar um aparelho, apontar, registar a leitura; o resultado numérico obtido neste procedimento
designa-se por medicdo, que depende das circunstancias com que foi obtida. Medir significa comparar com um padrdo, sendo
fundamental registar as unidades envolvidas nesta operacdo. Antes da realizacdo do trabalho de campo, é necessario definir o
modelo matematico a utilizar, determinado através de um dado nimero de variaveis e da relacdo entre essas varidveis. O
modelo matematico, por sua vez, tem duas componentes: 0 modelo funcional e 0 modelo estocastico. O modelo funcional é a
componente mais ébvia, pois descreve as caracteristicas geométricas do problema, enquanto que o modelo estocastico
descreve as propriedades estatisticas dos elementos envolvidos no modelo funcional. O modelo funcional exprime uma
simplificacdo da realidade fisica existente, estabelecendo relagbes matematicas entre as observagdes e, eventualmente, com
outras quantidades desconhecidas designadas por parametros, que normalmente ndo podem ser medidos directamente (como é
0 caso de coordenadas planimétricas, altitudes, coeficientes de refraccdo, etc.). Pode acontecer o modelo funcional ser
apropriado mas o(s) aparelho(s) utilizado(s) para efectuar as observagdes ndo garantir(em) precisdo suficiente, assim como
também pode acontecer o(s) aparelho(s) utilizado(s) ser(em) adequado(s) mas a geometria seleccionada nao ser
suficientemente sdlida ou nem sequer relacionar todas as observagdes entre si. Deve portanto existir uma relagdo estreita entre
0s modelos funcional e estocastico de forma a serem obtidos os resultados pretendidos, o que pode ser previsto atraves de uma
simulacdo. Pode ainda acontecer o modelo funcional estar incompleto: por exemplo, o factor de escala para alguma ou para a
totalidade das observacBes de distdncia pode ter sido erradamente omitido, como pode acontecer quando um novo
levantamento é ajustado as estagdes de um levantamento antigo dando origem a uma discrepancia nas coordenadas obtidas.

Naturalmente, o objectivo é definir um modelo matematico (figura 4.11.) que represente o melhor possivel a realidade,
embora a respectiva forma dependa do objectivo do ajustamento. Frequentemente, as observagdes originais sdo corrigidas ou
reduzidas antes de serem utilizadas no ajustamento. Por exemplo, a refraccdo afecta de forma significativa as observacdes de
angulos verticais; se as observacdes originais forem utilizadas directamente, 0 modelo utilizado tem que ser suficientemente
geral para prever a estimacdo dos parametros da refraccdo, quer para cada estacdo quer para a totalidade da rede. Como
alternativa, as observacBes originais podem ser corrigidas do efeito da refraccdo com base num modelo atmosférico,
utilizando-se as observagdes corrigidas no modelo.

As observagdes quase sempre definem quantidades relativas, sendo necessario seleccionar de forma mais ou menos
arbitraria um sistema de referéncia — estabelecimento do datum - no qual os parametros possam ser calculados, devendo
distinguir-se de entre os diversos componentes da rede os que sdo dependentes e independentes do datum, de forma a poder

seleccionar um datum cuja influéncia seja minima nos parametros e respectiva precisdo.
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Modelo funcional Modelo estocastico

£
/

figura 4.11. modelo matematicco

Ajustamento

Por forma a determinar os u pardametros desconhecidos sdo realizadas n observagdes L;, obtendo-se o vector L, .
Supde-se que n >u, de tal forma que o sistema de equagdes que relaciona as observagdes e 0s pardmetros € inconsistente (isto

é, qualquer conjunto minimo de observacdes determina valores diferentes dos pardmetros). Devido a natureza estocastica das

observagdes, estas sdo afectadas por erros aleatorios, tendo-se E(L,.q) = L., representando este Gltimo vector as observagdes
ajustadas. A partir do modelo funcional F,,, as observagdes vdo produzir estimativas X, dos parametros tal que

E(X ) = Xy » €M qUe X, € 0 vector dos parametros ajustados, tal que

Lisa = Fasea Xus) »
sendo este modelo em geral ndo linear. Substituindo L, pelo vector das observaces efectuadas, L, e incluindo o vector
dos residuos v, , obtem-se o sistema de equactes L. = Ly + Vs = Faxu (Xuxt) - Para ser possivel o tratamento matematico

do problema do ajustamento, é necessario linearizar o modelo funcional anterior, na forma

N L OF ey (X N ~
Lnxl = anu (ngl) + (%J (Xu><1 - ngl)
0

uxl

em que X, .q = X% +X,.q, sendo X%, a aproximagdo inicial do valor dos parametros, necessario para inicializar o processo

iterativo de célculo dos parametros e %,,, sendo a actualizagdo em cada iteracdo do valor dos parametros. De forma idéntica
2 -0 2 -0 - R

tem-se Lt = Lt + fnsa = L + s + Vit -

Assim, o modelo funcional linearizado é da forma

A o = - - N
Lt = Lnst = Zht = frsa + Vit = Ayt s

onde A é a matriz dos coeficientes dos parametros.
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O modelo estocastico descreve as caracteristicas estatisticas das observacdes, de tal forma que E(7,.) =A§ux1. A

matriz %,; das variancias-covariancias das observaces, cujos elementos sdo, na diagonal principal as variancias o? das

observagdes /; , i=1,...,n e nas restantes posi¢des as covariancias p;, entre as observacdes /; e ¢, , relaciona-se com a matriz

cofactor Q;; através de ¥ =3 Q;;» sendo % a variancia a priori por unidade de peso, que funciona como um factor de
escala, pois na maior parte dos casos apenas é conhecida informagdo relativa quanto as propriedades estocasticas das

observagdes. Tem-se que Q;l, =P,.,, sendo P,., a matriz dos pesos das observacdes, tal que P, j=o3 Ei'j’l representa o

peso de uma dada observacdo; uma observacdo tem o peso igual & unidade se o? =3, razdo pela qual se designa o
variancia a priori por unidade de peso. A quantidade o3 é originalmante desconhecida, sendo a respectiva estimativa obtida
POr 83 = Vi 1 PoxnVinsa /(N —U) , designada por variancia por unidade de peso a posteriori, tal que E(s3) = o3.

O ajustamento € efectuado acrescentando ao modelo matematico definido pelo sistema de equagdes
T = Tog 49 = Aney Xuny (Modelo funcional) € =y = 62 Qe » Pown = Qnn (Modelo estocéstico) o critério dos minimos

quadrados Vi, Po.n Vi =Minimo, obtendo-se:

o T T v
Nu><u Xyt = Wu><11 Nu><u :Auxn I:’r1><n Anxur Wu><1 :Auxn I:’n><r1 loxt
X = NJL, W,
uxl = Nuxu uxl

Vst = Anxu Xusd — fnxl

|t Bl >
1l I
(o] ~
+ +
<) <l

Xb
Il
X

o
+
x>

L=FX

A solucédo do problema do ajustamento é obtida através de multiplicacfes, adices e subtracfes de matrizes, operaces

que sdo efectuadas sem problemas de maior. Apenas duas excep¢des podem acontecer:

1) A inversdo da matriz cofactor de forma a obter a matriz peso Py, = QnL, implica que a matriz Q,,, (ou a matriz
Zn«n ) Seja definida positiva (seja M uma matriz hermitica nxn; M diz-se definida positiva se verificar alguma das condicGes
seguintes: a) para todos os vectores ndo nulos ZeC tem-se Z MZ >0, onde 7 representa o conjugado transposto de 7 b)
todos os valores proprios A;de M sdo positivos; uma matriz hermitica € uma matriz quadrada de elementos complexos que

tem a propriedade de ser igual a respectiva transposta conjugada que, no caso particular de os elementos dessa matriz terem

apenas parte real, se reduz a uma matriz simétrica tal que M=MT).
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2)  Alinversdo da matriz normal Ny., = Al Pon Anxy S0 € possivel se C(A,,,) = C = caracteristica da matriz A for
igual a u (nesse caso N é uma matriz regular); caso contrério, isto €, se a caracteristica da matriz A, for inferior a u, a

matriz N, é singular, ndo tendo inversa.

Num ajustamento classico de uma rede geodésica tem-se C=u, donde d = 0 e portanto a inversdo pode efectuar-se
sem dificuldade. Em geral, passa despercebido que a condi¢do C =u é forcada por imposi¢cGes mais ou menos arbitrarias, que

permitem remover o deficit de caracteristica d=u-C da matriz A,,,, 0 que constitui o problema do datum geodésico.

Nestas condicdes Ngi, é nica e a estimativa dos parametros

Rt = (AL PrxnAncs) ™ (AdnPrcn fxt)

é ndo enviesada pois
ER) = (ATPA) T (AT PE(7) = (ATPAY L (AT PAX) = (ATPA) L (AT PA) X = I X = X.
Tem-se ainda

Qﬂirlzja\nftros _ (ATPATI ’

id b T 1T
e 0% = ﬂX%—A(A PAT A",

obs ajustadas _ ~obs _ ~residuos
nxn = Nnxn nxn .

Quando numa rede se tem C <u (situagcdo mais geral), ou seja, d >0, a rede diz-se livre, no sentido em que qualquer

alteracdo de posicao dos pontos da rede que mantenha as observaces, através de translacdes, rota¢cdes ou escalamentos, néo é

detectada; neste caso N, é singular e Njl, ndo existe. Torna-se entdo Gtil a definicdo de inversa generalizada, Ny, da

matriz Ny, tal que Ny, NjuNuxu = Nyxy - N0 caso em que Ny, ésingular, Ny, ndo é Unica e portanto Ny, Ny, # 1, - OS
pardmetros sdo obtidos de

ol _ T -
Xuxt = Nuquuannxn/nxl )
cujo valor esperado é
3 — AT - _ = =
E (Xux1) = NusuAuxnE (Cnxt) = Nyseu NusuXut # Xuxa »

0 que mostra que a estimativa dos pardmetros no caso de um sistema singular é enviesada e portanto os parametros ndo sao

quantidades estimaveis.
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O método classico de ajustamento de uma rede livre bidimensional consiste em estabelecer o datum fixando, no caso
de se medirem direc¢des e distancias, um ponto e uma direccdo para um segundo ponto e no caso de se medirem apenas
direcgdes, dois pontos, deixando desta forma a rede de ser livre para translacOes, rotagdes e escalamentos, ou seja, fixam-se,
no méaximo quatro parametros. Numa rede tridimensional estabele-se o datum fixando, no maximo, sete parametros e numa
rede a uma dimensdo (rede de nivelamento) fixa-se um parédmetro.

Analizando o eventual deficit d de caracteristica da matriz A, , podem ser distinguidas causas externas, relacionadas

com o estabelecimento do datum e internas, relacionadas com deficiéncias de configuracdo da rede. O deficit de caracteristica

relacionado com o datum é identificado através do deficit de caracteristica Cgyy,m da matriz A, , isto é, da diferenca entre o

namero de pardmetros e o numero de colunas linearmente independentes de Ap.y : dgatum = U — Ceatum -

O deficit de caracteristica relacionado com a configuracdo tem como consequéncia que nem todos o0s pontos da rede

podem ser determinados: designando por C a caracteristica de configuragdo, definida como o nimero n‘de linhas

configuragéo
linearmente independentes da matriz A, , tem-se n‘ =u—dgm, O que significa que sdo necessarias e suficientes n‘

observacdes independentes entre si para determinar a rede. Se existirem n observagdes independentes com n<n’, hd um
deficit de caracteristica deynfiguragao = n‘—n, com Ceonfiguragao = n’ —deonfiguragzo - OS exemplos seguintes ilustram os dois tipos

de deficit de caracteristica:

1) Rede com deficit externo de caracteristica relacionado com a defini¢éo do datum:

S2
= P Tﬁ > figura 4.12. Rede
Ss com deficit
~1 >3 interno de
| caracteristica
I‘ 4 relacionado com
S Su a definicdo do

datum

Tendo sido efectuadas as 5 observac6es de distancia indicadas na figura 4.12., para obter as coordenadas dos 4 pontos
da rede é necessario definir um datum; supondo que se fixam arbitrariamente as coordenadas do ponto 1 e que se se fixa a
direcgdo do ponto 1 para o ponto 3 (3 pardmetros no total), obtém-se as coordenadas do ponto 3 a partir da distncia S; como
interseccdo da direcgdo fixada com uma circunferéncia de centro no ponto 1 e raio S;; conhecidas as coordenadas dos pontos 1
e 3, obtém-se as coordenadas do ponto 4 como sendo a interseccdo da circunferéncia com centro no ponto 1 e raio Ss com a
circunferéncia com centro no ponto 3 e raio Ss; as coordenadas do ponto 2 sdo obtidas como sendo a interseccdo da
circunferéncia com centro no ponto 1 e raio S, com a circunferéncia com centro no ponto 4 e raio Ss3. Resumindo, n=5, ng=>5,

r=n-ne=0, u=5, c=r+u=>5.
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Posto o problema de outra forma, pretende-se obter as coordenadas planas dos quatro pontos que constituem a rede,

pelo que u =8 ; tendo sido efectuadas 5 observagdes de distancia Si, Sy, Ss, Sa, Ss, 0U seja, n=5, tem-se dysum =8-5=3, pelo

que a rede é livre, sendo necessario fixar as coordenadas de um ponto (2 parametros correspondentes a uma translagdo no
plano) e uma direccdo (1 pardmetro correspondente a uma rotagéo no plano), o suficiente para que d =0, pois a escala da rede

é fixada pelas prdprias observacGes de distancia.

2) Rede com deficit interno de caracteristica relacionado com a configuragao da rede:

el

N
1
3 so !
6 8

figura 4.13. Rede com deficit interno de caracteristica relacionado com a configuracdo da rede

Tendo sido efectuadas as 13 observagBes de distancia indicadas na figura 4.13., para se obter as coordenadas dos 8
pontos da rede € necessario definir um datum; supondo que se fixam arbitrariamente as coordenadas do ponto 1 e que se fixa a
direccdo do ponto 1 para o ponto 2 (3 pardmetros no total), obtém-se em primeiro lugar as coordenadas do ponto 2 (com S3) e
em seguida as coordenadas dos pontos 3 e 4, podendo ser utilizadas diversas combinages de Si, Sy, Ss4, S5 € Ss (com
redundancia, portanto). Para passar das coordenadas dos pontos 3 e 4 para os pontos 5 e 6 verifica-se que falta uma
observagdo (de 3 para 6 ou de 4 para 5), pelo que a figura ndo pode ser completamente calculada. Resumindo, n=13, no=13,
r=n-no=0, u=13, c=r+u=13.

Posto o problema de outra forma, pretende-se obter as coordenadas planas dos oito pontos que constituem a rede, pelo
que u=16; tendo sido efectuadas 13 observacfes de distancia ou seja, n=13, tem-se d =16-13 =3, pelo que a rede é livre,

sendo necessario fixar as coordenadas de um ponto (2 parametros correspondentes a uma translacdo no plano) e uma direccéo
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(1 parametro correspondente a uma rotacdo no plano), o suficiente para que d =0, pois a escala da rede é fixada pelas
préprias observagdes de distancia. Tem-se, no entanto, que nem todas as 13 observagdes sdo independentes, pelo que, mesmo
fixando o datum, o deficit de caracteristica é igual a 1.

A fixacdo de um datum numa rede é uma imposicdo externa da posicdo, da orientacdo e da escala da rede. As
guantidades ndo enviesadas que podem ser estimadas no processo de ajustamento da rede tém que ser independentes de uma
(eventual) mudanga de datum (como é o caso do vector dos residuos). Uma mudanca de datum consiste numa transformacéo
afim (ou de afinidade), caso particular de uma transformagéo linear ¥ = 4x + b, em que a matriz A é quadrada e néo singular
(det A= 0). Ha seis tipos elementares de transformac@es afins, podendo uma transformacéo afim geral ser factorizada numa

sequéncia destas transformacGes elementares.

Uma transformacdo afim corresponde a uma translagdo afectuada pelo vector b se A=1. As restantes cinco
transformagdes sdo casos especiais da transformacdo homogénea y = AX; as rotagdes em torno da origem e as reflexes

segundo cada um dos eixos ndo alteram o comprimento dos vectores posicdo de cada um dos veértices da figura a transformar,
sendo neste casa a matriz A ortogonal (isto &, a respectiva inversa coincide com a transposta); uma transformacéo de escala k
deixa a direccéo dos vectores posicdo de cada um dos vértices da figura a transformar inalterada, aplicando a mesma variagao
de escala a cada um dos eixos (a transformacédo inversa é obtida utilizando o factor 1/k); uma elongagdo ou compresséo
segundo um determinado eixo altera a escala segundo essa direccdo, mantendo as coordenadas dos vectores posi¢do de cada
um dos vértices da figura a transformar segundo os restantes eixos (a matriz A é diagonal sendo todos os elementos iguais a
um com excep¢do do elemento correspondente a direccdo da elongacdo, neste caso >1, ou correspondente a direccdo da
compressdo, neste caso <1; num cisalhamento sdo aplicados factores de escala diferentes a cada eixo.

Resumindo, as translagdes, rotacdes e reflexdes preservam a forma e a dimensdo mas podem alterar a orientacdo da
figura original, sendo assim designadas por transformagdes de um corpo rigido; as translacfes, rotacoes, reflexdes e
escalamentos preservam a forma (isto é, preservam os angulos), sendo designadas por transformagdes isogonais; todas as
transformacdes afins transformam linhas paralelas em linhas paralelas. As matrizes seguintes sdo exemplo de transformacdes

afins elementares:

{ c0s30° sin 30°

= i : rotacdo de 30° em torno da origem do referencial no sentido retrégado
—sin 30° cos30°

1 0
RefY,, = {O } : reflex@o em relacéo ao eixo X
Esc,, = {\f 0 } : escalamento com factor de escala \/§

10
ElonY,, = [0 } : elongamento segundo o eixo Y com factor de escala 2

2

: 1 3] . .
CisX,, = {O J : cisalhamento segundo o eixo X com factor de escala 3
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Como exemplos de transformacdes afins gerais tem-se:

R A P

4. Monitorizacdo de estruturas

que corresponde a um escalamento com factor de escala 3, um cisalhamento segundo Y com factor de escala — %@ uma

reflexdo segundo Y e um cisalhamento segundo X com factor de escala — %5 e

s Sl S S S 4

que corresponde a um escalamento com factor de escala 3, um cisalhamento segundo Y com factor de escala V3 , uma

reflexdo segundo X e uma compressao segundo Y com factor de escala % .

Yi
- R=T()
yi .p P o *
>
X
- ; ~,f” i
0 X X /O'\
transformacao de Helmert ou de similaridade, Ts homotetia, Trs
Y
8 o
o YR +R=0(P)
y P e
ry"-\\ // )
ST ==
7
i I o
0 X b o
semelhanca, Trc isometria, Tc

figura 4.14. Representacao grafica das transformacdes afins compativeis com uma mudanga de datum
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A expressdo geral de uma transformacéo afim para o caso de uma rede bidimensional, é da forma T, (A,u,H,t), onde

A,n 80 os factores de escala em cada um dos eixos x e y, H é a matriz rotagdo de um angulo 6 em torno do eixo ze té o

vector translacdo, num total de cinco parametros (recorde-se que no caso bidimensional sdo necessarios, no maximo, quatro
parametros para fixar o datum, razdo pela qual a transformacdo afim geral ndo é adequada). Um caso particular desta

transformag8o afim é a transformacéo de similaridade ou transformacdo de Helmert, dada por Tg(A =p,H=2R,t), com
RTR =1 (ou seja R é uma matriz ortogonal), que mantém os angulos e a proporcionalidade de distancias; outro caso particular
é a transformagdo dada por To(A=p=LH=R,t), designada por isometria, transformacdo na qual as distancias séo
igualmente conservadas; a transformagdo Trg(A =p,H=Al,1), designada por homotetia, mantém os rumos inalterados
(ampliacdo ou reducdo da configuracdo original); finalmente, a transformagdo T;c(A=p=LH=1,t), designada por

semelhanga, mantém as distancias e os rumos invariantes. Resumindo:

Ts | Tc | Trs | Trc tabela 4.4.: As distancia relativamente a translacBes e
Distancias - X - X rotacBes, 0s rumos relativamente a translagBes e
Razdo de distancias X X X X escalamentos e os angulos e razBes de distancias
RuUmMos - - X X relativamente a translagGes, rotacfes e escalamentos
Angulos X X X X permanecem invariantes

Para ser possivel a estimagdo dos parametros no caso mais geral em que o sistema é singular, é necessario transformar
o problema num sistema regular; as transformacgdes apresentadas atrds possuem as caracteristicas adequadas de forma a
manter as observaces invariantes e permitir a estimacéo ndo enviesada dos parametros.

Uma possibilidade de resolver o problema do ajustamento no caso da matriz A ser singular é através da factorizacéo da

matriz A, na forma seguinte:
Anxu = Bnxr Crxu
em que C,.y = (BLy Bor) (Bl Anyy . O Vector resultante €4 = C,.y Xy CONtEM as (restantes) estimativas ndo enviesadas

dos parametros, de acordo com ¢+v=AX=B¢ . Esta solugio apenas pode ser concretizada incluindo informagéo adicional,

através do estabelecimento de um datum.
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Uma forma completamente diferente de resolver o modelo E(L,4) =L, € através da utilizagdo de inversas

generalizadas, que verificam as seguintes caracteristicas, sendo N~ a inversa generalizada da matriz N :

NN N=N
2)N'"NN™ =N~
3) (NN7)T = NN~

4)(N"N)" =NN

(uma inversa generalizada que verifique estas quatro condices é designada por inversa Moore-Penrose ou N*). Para o

sistema x = N*AT7, a inversa generalizada N* ((inica) conduz & solugdo v'v = minimo , assim como & solugdo norma minima

XX = minimo

O problema do datum (problema de ordem zero) é a seleccdo do datum ou referencial local éptimo. Este problema
resulta do facto de que as coordenadas dos pontos de uma rede ndo sdo determinadas de forma univoca a partir de quantidades
relativas como angulos ou distancias. O problema de ordem um é um problema de configuragdo, onde as posi¢fes dos pontos
e as observagdes efectuadas sdo optimizadas. O problema dos pesos das observa¢des numa configuracao fixa é designado por
problema de ordem dois, de tal forma que as estimativas das coordenadas exibam propriedades estatisticas previamente
fixadas, como por exemplo, varidncia igual para todas as coordenadas ou estimativas ndo correlacionadas para as
coordenadas. O problema de ordem trés consiste na optimizacdo de uma rede através da inclusdo de novos pontos ou

observagdes. Tem-se, assim:

Pardmetros fixos | Parametros livres
Problema de ordem zero AP X, Qx
Problema de ordem um P, Qx A
Problema de ordem dois A, Qx P
Problema de ordem trés Qx AP

tabela 4.5. Tipos de problemas envolvidos na concepcédo de redes de monitorizacao

Como exemplo de um problema de ordem trés, considere-se o caso da densificacdo de uma rede através da inclusdo do
ponto P, utilizando para o efeito observacdes de distancia, a partir das quais se coordena 0 novo ponto por trilateracao (figura
4.15.). Tendo obtido as coordenadas do novo ponto, é possivel calcular os rumos de P, para cada um dos pontos visados, por

hipotese: Rp,p =27°, Rpp, =126°, Rpp, =225°.
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figura 4.15. densificacdo de uma rede

Impondo como precisdo pré-definida para as coordenadas de P4 uma circunferéncia de raiolcm (elipse de erro), isto €,

[10
QX_0 1|’

. . . Xp, | .
tem-se que as equagdes que relacionam as observagdes com os pardmetros X = {5 “} séo do tipo
P4
2 2 2 _ .
1 —(Xp4 —xpi) +(Yp4 —Ypi) =0 parai=123
ou, na forma linearizada, considerando os pontos 1,2,3 fixos,
Xg4 - XPi Y}% - YPi .
Z—EO +Vv-— 7 SXP4— , 6Yp4 =0 & £—€0+V—S|n Rp4pi8Xp4—COSRp4piSYp4:0
0 0
ou seja,
—sinRp,p  —COSRp,p, -0.454 -0.891
A=| -sinRp,p, —COSRpp, |=|-0.809 +0.588].
—sinRp,p,  —COSRp,p, +0.707 +0.707
Sendo
p 00
P=| 0 ps 0
0 0 ps

a matriz dos pesos das observacdes, consideradas néo correlacionadas, a matriz N tem a forma N=ATPA =Q;!, ou

~ {0.206 p, +0.654 p, +0.5p; 0.404 p; —0.476 p, + 0.5 pﬂ B {1 o}

710404 p —0.476 p, +0.5p3 0.794p; +0.346 p, +05ps| |0 1

de onde se obtém  p, =0.511, p, =0.974, p; =0.515.
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Em seguida é necessario concretizar este design 6ptimo nas observacdes realizadas: supondo que o distanciémetro
utilizado tem um desvio padrdo op =0.5cm+1ppm=0.5cm+1x10°xDg,, 0 desvio padrio associado a cada uma das

distancias medidas é o; =1.86.,, o, =1.42¢cm, o3=1.19 cm. Admitindo que observagdes repetidas da mesma distancia séo
ndo correlacionadas, o desvio padrio da média aritmética de n medicdes é o=op/v/n , cujo peso é p=ocd/c?=noi/ch.
Tomando oy =1cm, 0 nimero de repeticOes de cada distancia é, respectivamente, 1.76, 1.96, 0.73 ou, arredondando para

nUmeros inteiros, 2, 2, 1. Estas repeticdes conduzem ao desvio padrdo para os valores médios das distancias: 1.32 cm, 1.01 cm

e 1.19 cm, a que correspondem os pesos 0.57, 1.00 e 0.71. Com estes pesos recalculam-se as matrizes N e Q:

113 0.11 o 089 -0.08
N = e N1=Q= .
011 1.15 ~008 0.8

A partir dos elementos da matriz Q obtém-se os parametros da elipse: a=0.96 cm, b=0.80 cm, o =133.2°:

figura 4.16. A elipse de erro da rede com observagdes com pesos

cm modificados fica completamente contida no circulo de raio 1 cm

4.6. Tipos de ajustamento

Sendo ¢ o vector das observages ajustadas e X! o vector dos pardmetros ajustados, 0 modelo matematico geral,

misto ou condicionado traduz-se pela expresséo

'Ecxl(zgxl’)—(gxl) =0

onde F™? representa ¢ equagdes, em geral ndo lineares, que relacionam as n observacdes e 0s u parametros ajustados.

Exemplo: considere-se a distancia horizontal (ajustada) /entre os pontos A e B; sendo (Mp,Ps) € (Mg,Pg) as
coordenadas rectangulares (ajustadas) desses pontos, a relagéo funcional F(7,%) =0 entre observagdes e parametros é:

02=(Mg-Mp) %+ (Pg —Pa)? oU F({,Ma,PA,Mg,Pg) = (Mg —Mp)2+(Pg—Pa) %=1 2=0 .
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No caso de as equacOes serem ndo lineares, como no caso do exemplo anterior, é necessario efectuar a respectiva
linearizagdo: sendo x§* uma aproximacao inicial para os parametros, 5%t =1 —x*? representa a correcgdo ao valor dos

parametros obtida em cada iteracdo (enquanto que no caso de equagOes lineares, a solucdo do sistema é obtida de forma

imediata, no caso de equacdes linearizadas € necessario recorrer a um processo iterativo que, sendo convergente, va atenuando

onxl _

a eliminago dos termos de ordem superior a um). Definindo o vector dos residuos das observagées como v =711 o

modelo geral tem a forma
'—:Cxl(zglxll )—(gXl) _ l—:CXl(ZEXl + \—/nxl,)—(ouﬂ + 6)~(U><l) =0 |
ou, apos a linearizacgdo, retendo apenas os termos de ordem zero e um:

poagmd gwdy ,  OF” L oF

ox

S =0,
Znxl guxl
[

©cxl
Pondo B = aF_

, W= [TZCXl(?gXl,)”(gXl) , 0 modelo geral linearizado pode representar-se

ﬁgxl’igxl

por

WC><1 + chn VnXI + Acxu SXUXl -0

O modelo tem solucdo quando forem obtidos valores para todas as varidveis; isto é possivel (determinado ou
indeterminado) quando existir um nimero suficiente de observagdes (e de constantes) e impossivel quando o datum ndo
estiver convenientemente definido. A indeterminacdo surge quando r > 0 : de ¢c =r + u, tem-Se ¢ > u, 0 que significa que ndo

existe solucdo Unica para os u parametros (por outro lado, se r >0, de r = n —ng tem-se n > ng, e de 0<u<ngvem n > u).

Desta forma, as n observacGes tém que ser ajustadas para tornar as ¢ equagdes consistentes, de forma a satisfazerem o modelo.

O método de estimacdo designado por ajustamento por minimos quadrados, que remonta ao inicio do século XIX,
tendo sido desenvolvido de forma independente por Gauss e Legendre, consiste na minimizagdo da funcdo ¢=v'P v. Nalguns

casos ndo é possivel substituir na fungdo ¢ a expressao dos residuos, v =771 71 na medida em que hé n residuos e ¢ =

r + u < n equagdes no modelo. Assim, os minimos de ¢ sdo determinados impondo constrangimentos sobre as equagdes do
modelo (problema de minimos condicionados); para o efeito acrescentam-se & fungo ¢ as equacbes do modelo multiplicadas
pelos factores A =—2k , designados por multiplicadores de Lagrange, de tal que a fung&o a minimizar é

¢'(V,k,8%) =V P V—2k(BV+A 8% +W) =0. Como apds o0 ajustamento se tem BV+ASX+W=0, a minimizacdo de ¢'

corresponde a minimizacgdo de ¢ ,obtendo-se entdo as seguintes derivadas parciais de ¢':
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1—43 =Pv-BT k=0

2\ ov

= %} =-M(A8X+W)=0comM=BP!BT
1—4[ =-ATk=0

2\ 0 &X

cuja solucdo é dada por:

v=pP!BT k
R:—Ml(Ax+W)
=—(ATMTAIATMIW = xUToxgdaxtd

sendo as matrizes cofactor das quantidades ajustadas dadas por:

Qj =BP'B" =M

Qsx = (ATMA)

Qy =P BMIM-AATM A TAT)M BT
Qj, = T-qy

Uma simplificacdo (caso particular) do modelo de ajustamento geral consiste no modelo paramétrico, onde as

observagdes sdo explicitamente relacionadas com os parametros através de ¢ = r + u = n equacdes da forma:

chl(auxl) ngl -0

O(F(Xq) — (5)
aly

Neste caso, como cada uma das ¢ equacdes contém apenas uma observacdo, tem-se B =|: :‘: |, e portanto

o0 modelo linearizado é:

wnxl + vnxl + An><u 6)—(u><l =0

O método de estimacdo de coordenadas utilizando equagdes de observacédo linearizadas é por vezes designado por

método de variagdo de coordenadas, no sentido em que em cada iteracéo as coordenadas dos pontos da rede (parametros) vdo

variando até se obterem valores que satisfacam a condicdo V'P V = minimo.
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Outro caso particular do modelo de ajustamento geral consiste no modelo condicional, definido através da eliminacdo
dos parametros, obtendo-se ¢ = r + u = r (pois u=0) equacdes da forma:

I”:rxl(fegxl) -0

Tem-se neste caso A = [ag(éf)} =0, sendo o modelo linearizado dado por:

WCxl + chnvnxl -0

A decisdo de qual dos modelos a utilizar num determinado problema depende da complexidade da formulacéo
matema@tica associada a cada modelo.

Modelo geral Modelo paramétrico ~ Modelo condicional
Modelo nao linear l“:cxl(zgxl,)—(gxl) -0 '“:cxlo—(gxl) _22x1 -0 l‘:rxl(?gxl) -0
Casos particulares B=lc=n/=W A=0,c=r
Modelo linear BV+ASX+W =0 V+ASX+W=0 BV+W =0
Equaces normais M=pBp1BT M=p1 M = Bp 18T
N=ATM 1A N=ATPA
u=ATMwW U=ATPW
N &% =-U N &% =-U
Minimizacdo de ¢=v'PV ~U'NTu+w'Mw ~U™NtU+LTPy wTMw
Parametros estimados §% = _N~1U s% = -N~U
Residuos estimados v=p BTk V=ASX+W v =p1BTk
s3 estimado $2 - VTP% o $2 - VTP\”%_ ) s VTP%
Matriz cofactor dos Qg =N Qg =N
parémetros
Matriz cofactor dos Q; =P BTMAM-ANTATMtBPL | Q; =(P-ANAT) Q; =P B"™™M'Bpt
residuos
Matriz cofactor das Qr, =Qy, -Qy Qr, =Qq, - Qv Qr, =Qy, -Qy
observac6es ajustadas

tabela 4.6. Modelos de ajustamento
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Apresentam-se de seguida as equacBes de observacdo mais comuns no caso de observacdo de redes geodésicas ou
topogréaficas, assim como a respectiva versdo linearizada:

figura 4.17. Representagdo grafica das medigdes de distincia inclinada s, rumo a, 4ngulo azimutal 6 e 4ngulo zenital {

1. Equacdo de observacdo para a distancia inclinada s:

Se a distancia inclinada s entre os pontos A(Xa,Ya,Za) € B(Xg, Yg,Zg) for medida, o modelo funcional é

%7 =[ (X -XaJ + (Ya - Yo + Za - ZaF] 2 -5 =0

Sendo [XOA v§ zh xB ové ZEP valores aproximados para as coordenadas dos 2 pontos,

AXgq =[5X A 8Yp 6Z5 8Xg 8Yg 6Zg]" as correcgdes introduzidas nas coordenadas durante as sucessivas iteragdes do

ajustamento, entéo
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I Xa - Xg T
_i_T [(XA_XB)2+(YA_YB)2+(ZA_ZB)2]%
OXa oy
oF [(XA_XB)Z+(YA_YB)2+(ZA_ZB)2]%
oYa 20 2,
L1 |l -xaP s (va-voF +(2a-2o I
Fro oF ) Xp~Xa oF
Xg [(XA_XB)2+(YA_YB)2+(ZA_ZB)2]% B:[g}:[_l]
oF Yg—Ya
g [(XA_XB)Z+(YA_YB)2+(ZA_ZB)2]%
il Zg-Za
L) xamxeP o (va Yo +(za -2 [

e a equacdo linearizada tem a forma

AAX+Bv—-s+sy5 =0

ou

0 0 0 /0 ) 0 0 0 0 0 -0
XAS Xg 6XA+YAS e 5\(A+ZAS Zg zszA+XBS Xa st+YBS YA 8YB+ZBS ZA 8Zg =s—Sg+V
0 0 0 0 0 0

com sg = [(XOA - XS‘)2 + (YOA - YOB)Z + (ZOA - Zg’ﬂ sendo a distancia espacial calculada entre os dois pontos a partir dos valores

aproximados das coordenadas.

2.Equacéo de observacgdo para o rumo o

Se o rumo o entre os pontos A(X,Ya,Za)e B(Xg,Yg,Zg) for medido, o modelo funcional é

X —Xa _

F(X, /) =atan
B—Ya

a=0
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T . -
Sendo (X% Y2 X% Y2| valores aproximados para as coordenadas dos 2 pontos e A, =[6X 5Ya 8Xg 8Yg] as

correcgles introduzidas nas coordenadas durante as sucessivas iteracbes do ajustamento e, lembrando que

0 1 au

—atanu= — , tem-se
ox 1+u
- _ r a7
oF 1T | Yg—Ya
- 2 2
Xa (Xg =Xaf +(Yg - Ya) o ~[-1]
oF Xp =Xa da
N 2 2
A=A _ (Xg =Xaf +(Yg - Ya)
b4 oF Yg — Ya
0Xg (Xg =Xl +(Ya - YaF
_oF _ Xg —Xa
LOYe ) | (Xg=XaP+(Yg-YaF
e a equacdo linearizada tem a forma
AA+Bv—a+ay=0
ou
0 0 0 0 0 _\0 0 0
-YBZ—YAésxAJrXB2 XA 5\(A+YB2 YA axB—XBZ—XAaYB = (a—og) +V
hoas 0AB 0AB 0AB

com hiag = (X@ —XF})2 +(Y(§* —YOB)2 sendo a distancia horizontal entre os dois pontos A e B calculada a partir dos valores

aproximados das coordenadas.

3. Equacédo de observacéo para o angulo azimutal 6:

Se o angulo azimutal 6 for medido no ponto A, no sentido retrogrado, de B para C, entdo 6 = 3 - o, onde a e B sdo os

rumos de AC e AB, respectivamente. O modelo funcional é:

c—Xa
c—Ya Yg—Ya

= X
F(X, /) =atan
(X, ) S

Onde X:[XA YA XB YB XC Yc]T, ?:[_e]
T .
Sendo [XOA v x4 v2 x2 YS] valores  aproximados para as coordenadas dos 3  pontos e

Mgy = [6Xa 5Y, 8Xg 8Yg 8Xc 8Yc]' as correcgdes introduzidas nas coordenadas durante as sucessivas iteragdes do

ajustamento:
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r GF ) __ YC_YA 4 YB_YA 1"
Xa (Xc=XaP+(Ye-YaP  (Xg-Xaf +(Yg - Ya)
i XC_XA _ XB_XA
oYa (Xc=XaP+(Yc=YaP (Xg=XaF +(Ys-Yal
o L %ev,

A 9Xg _ (Xg=Xaf +(Ya - Ya) B:{ﬁ}:[—l]
1x6 00

ok Xg —Xa
oYp (Xg =Xaf +(Ya = Ya )
oF Yo - Ya
Xe (Xc=Xa P +(Yc = Ya )
oF ~ Xc —Xa

| e | (Xc=Xa P +(Yc = Ya )

a equacdo linearizada tem a forma

AA+Bv-0+0,=0
ou

Ye-Y2 Y2-YR XE-XX  Xg-XA _(YS—YR) (x%—on) (YCO—Y2) _!XOC—XOA! 3
SX 5 + 5Ya 8Xg + 8Yg + X 8Yc =

2 2 2 2 2 2 2 2
hoas hoac hoac hoas hoas hoas hoac hoac

9_60+V

com h3pg = (XOA - XE‘)2 + (YOA 7YOB)2 e h3ac = (XOA 7XOC)2 + (Yé* fY(‘,:)z sendo a distancia horizontal entre os dois pontos A e B

e entre 0s pontos A e C calculada a partir dos valores aproximados das coordenadas.

4. Equacdo de observacdo para o dngulo zenital

Sendo £ o angulo zenital medido entre A e B, o modelo funcional é:

- Zg—Z
F(X, ¢) =acos B A

-£=0
(Xa—X5 )2 +(Yo Va2 +(Z5 2 2] 2
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onde X=[Xa Ya Za Xg Yg Zg]' e 7=[-¢];sendo (XOA,YX,Z%,XO,YQ,Z%) valores aproximados para as coordenadas

dos 2 pontos e BM:[SXA 8Yp 8Zp 8Xg 8YR éSZB]r as correcgOes introduzidas nas coordenadas durante as sucessivas

iteracdes do ajustamento, tem-se, lembrando que iacos u=- ! a—u:
OX 1-y2 OX
[ Zg—Zp Xa—Xp T
\/(XA—XB)2+(YA—YB)2 (Xa—XgF +(Ya-YeF +(Za-2Z5)
T o 1" Zg—2Zp Ya-Yg
XA JXa—Xg P+ (Ya—Yg )2 Xa-Xef +(Ya-Yef +(2za-2Z5)
oF
5(;? B \/(XA*XB)ZJF(YA*YB)Z
7. (Xa =X +(Ya-YaF +(Za-2Zg)
Ape=| A =
b6~ oF
Xg _ Zg—Za Xa—Xp
oF JXa —Xg P+ (Ya - Vg Xa—Xef +(Ya-Yef +(Za-Z5)
Yg
% B Zg—Zp Ya-Yp
=R \/(XA—XB)2+(YA—YB)2 (Xa=XgP+(Ya-Ysf +(2a-Zs)
\/(XA—XB)2+(YA—YB)2
(Xa=XgF +(Ya - YgF +(Za - ZgF
a equacdo linearizada tem a forma
AA+Bv—(+Co=0
ou
0 _ 0 0_\0 0 _ 0 0_\0
- X25 —Xa A= EB —Ya 3Ya +h—§szA +XZB_—XA5xB +EB_—YA6YB —h—gazB =C—Cog+v
So tan CO Sg tan C.aO So So tan C.:O So tan C,sO So

5. Equacao de observacao para a direcgdo azimutal 7 :

Se ¢ for a direccdo azimutal observada no ponto A para o ponto B, tem-se:

0 0 0 0 0 0 0 0

i Yg-Y, Xg-X Yg-Y, Xg—-X

R?léﬂado _ R(';Aachulado_ 82 A X + 82 A 8Ya + 82 A 8Xg - 82 A 8Yg,
0AB 0AB 0AB 0AB
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correspondendo estes Gltimos termos a variagdo do rumo de A para B para pequenos deslocamentos de A e B. Tem-se, por

outro lado:
RaAjléstado —/+ R%

onde RS é o rumo do zero da graduacéo azimutal na estacdo A. Assim:

0 0 0 0 0 0 0 0
Rié‘,'gc“'a“——YBz YA e‘>xA+xB2 XA 5YA+Y*32 YA 5xB—XB2 XA 8Yg = +RQ.
0AB 0AB 0AB 0AB
Pondo R4 =RQ +8RY , tem-se:
0 0 0 0 0 0 0 0
o YS-Y X9 - X YS-Y X% - X — laulad
-8R - ';—:2 A 5Xp + ';2 A 5Yp + 2B 8Xg - BB 5V = (+RA —REg"*°
0AB 0AB 0AB 0AB

em que a incognita SRQ é a mesma para todas as direccdes definidas a partir da estacdo A.

Exemplo: considere a rede de nivelamento representada na figura 4.18., que contém a marca de nivelamento BM, de

cota conhecida (102.251 m) e os pontos 1, 2, 3 cujas cotas X;, X,, X5 Se pretende determinar, observando-se para o efeito os

desniveis ndo correlacionados de igual precisdo ¢; =5.011m, ¢, =2.989m, (5 =8.018m, ¢, =1.009 m, /5 =8.992m.

figura 4.18. Rede de nivelamento

Neste caso 0 modelo é linear, pelo que ndo é necessario utilizar um processo iterativo para a determinagao da solugdo a
partir de aproximagdes iniciais dos parametros, tendo-se ny=3,n=5,r=2,u =3, ¢ =r+u, P=I. O datum (altimétrico) ficou

estabelecido quando se atribuiu ao ponto BM a cota 102.251 m, tratando-se portanto de uma rede de constrangimento minimo:
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a) Modelo geral: é possivel estabelecer ¢ = 2 + 3 = 5 equagfes independentes entre os 3 parametros e as 5

observagdes, como por exemplo:

BM+/1+vi+/l+vy—X, =0
BM+/l3+v3+l4+v,—X3=0
BM+/(lg+vg—L4—vy—%X,=0
BM+/3+v3—{y—Vvy—X; =0

BM+V€5 +V5-€4-V4—€2—V2 —X1 =0

ou, na forma matricial BV+AX+W =0(ou BV+W =-AX):

1 0 0 0][wv 0 -1 0 110.251
0 1 1 0f|v, 0 0 -1||*t| |111.278
0 0 0 -1 1||vg|+| 0 -1 0]|x,[+]|110.234|=0
0 -1 1 0 Offvg| (-1 0 0|, | [107.280
0 -1 0 -1 1f|vs| |-1 0 © 107.245
cuja solugdo ¢ dada por:
1 1 0 o[ 1 o0 0o 0 0 2 0 0 -1 -1
0 0 1 o 1 0 0 -1 -1 0 2 -1 1 -1
M=BPBT=l 0 0 0 -1 1//0 1 0 1 0= 0 -1 2 0 2
0 -1 1 0 0|//0 1 -1 0-1] |-1 1 0 2
0 -1 0 -1 10 0 1 0 1] |-1 -1 2 1
0 -1 0 1
2 -1 -2 2
Mt=l-1 -1 4 2 -4
-2 2 3 -3
2 -4 -3 5

1 0 -1 0 1/ 0 -1 O

0 0 0-1-1fj 0 2 -1-2 2|0 0 -1

N=ATMTAa=|-1 0 -1 o0
0 -1 0 O

of|-1 -1 4 2 -4|l 0 -1 o0f=
offl 0 =2 2 3 -3||-1 0 o0

0 -1 0
-1 0 2 0 -2{|]0 0 -1 2 -1 0
o 1 -3 -2 3/|l0-1 0|=-1 3 -1
0 -2 1 2 -2(|]-1 0 O 0 -1 2
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0.625 0.250 0.125
N1=|0250 0500 0.250
0.125 0.250 0.625

110.251
-1 0 2 0 -2]|111.278| [-104.273
U=A"TM?*W=| 0 1 -3 -2 3|[110.234|=|-112.249
0 -2 1 2 -2|[107.280| |-112.252

107.245

0.625 0.250 0.125]|104.273 107.264375
X=-N71U={0.250 0.500 0.250||112.249 |=|110.255750 | -> cotas dos pontos 1,2 e 3
0.125 0.250 0.625||112.252 111.253875

b) Modelo paramétrico: é possivel estabelecer ¢ = 2 + 3 = 5 equagbes independentes entre os 3 pardmetros € as 5

observagdes, contendo cada equagdo uma Unica observagdo, como por exemplo:

BM+/1+v; =%, =0
Xy =Xy +Ly+vy =0
BM X, +03+v3=0
Xg—=Xg+ls4+vy =0
BM —X3+/(5+v5=0

ou, na forma matricial, V+AX+W =0

1000 0||vg -1 0 O 107.262
0100 0f|v 1 -1 of|™ 2.989
0010 0||vg|+| 0 -1 0]|x,|+|110.269 |=0
0 00 1 0f|vy 0 1 -1}, 1.009
3
0 0 0 0 1||vs 0 0 -1 111.243
cuja solugdo ¢ dada por:
-1 0 0

1
N=A"PA=| 0 -1 -1 1 of 0
0 0 0 -1 -1l 0 1 -1 0 -1 2
0

0.625 0.250 0.125
N1=]|0.250 0500 0.250
0.125 0.250 0.625
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107.262
-1 1 0 0 O 2.989 —-104.273
U=ATPW=| 0 -1 -1 1 0]|110.269 |=|-112.249
0 0 0 -1 -1 1.009 -112.252

111.243

0.625 0.250 0.125|| -104.273 107.264375
X =-N1U=-/0250 0500 0.250 || —112.249 |=110.255750 | = cotas dos pontos1,2e3
0.125 0.250 0.625||-112.252 111.253875

c) Modelo condicional: é possivel estabelecer ¢ = 2 + 0 = 2 equagdes independentes entre as 5 observagdes, como por

exemplo:

fl+Vl+f2+V2—f3—V3 =0
Z3+V3+Z4+V4—€5—V5 =0

ou, na forma matricial, BV+W =0

Vi
V2
1 1 -1 0 O —-0.018
V3 |+ =0
0 0 1 1 -1 0.035
Va4
Vs
cuja solugdo ¢é dada por:
1 0
1 0
a1 [ 1 -1 0 0 3 -1
M=BP BT = -1 1|=
0O 0 1 1 -1 -1 3
0 1
0 -1

vi_i[3 1
8|1 3

T 1[3 1][-0.018
VPV=W'M?W=[-0018 0.035]= = 0.000423375
8|1 3|| 0035

F -y 1[3 T][-0018]_[ 0002375
- ~ 8|1 3|| 0.035| |-0.010875

10 0.002375
1 0 0.002375
I 0.002375
v=P'BTk=|-1 1 =|-0.013250
~0.010875
0 1 ~0.010875
0 -1 0.010875
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5.013375
2.991375
ly = U +V =|8.004750
0.998125
9.002875

102.251+5.013375 107.264375
X =|102.251+8.004750 | ={110.255750 | = cotas dos pontos 1, 2 e 3
102.251+9.002875 111.253875

Como era de esperar, obtiveram-se os mesmos valores para 0s parametros (cotas dos pontos 1, 2 e 3),

independentemente do modelo utilizado.

Exemplo: afigura 4.19. indica as observagdes de direccdo efectuadas, tendo em vista a obtengdo dos angulos utilizados
na coordenacdo do ponto V por interseccdo directa a partir dos pontos E1, E2 e E3, cujas coordenadas também estdo
indicadas. Supondo que o desvio padrdo das observacfes de direc¢do é igual a 2”’, obtenha a estimativa por minimos

quadrados das coordenadas do ponto V.

M3=3047.954 m
P3=3048.344 m

ED de

q E 2 M2=3300.259 m
5 P2=3082.183 m

E W M1=3369.287 m

P1=2830.836 m

figura 4.19. Coordenacdo do ponto V por interseccéo directa

Neste caso tem-se n=4 (ndmero de angulos observados), n, =2 (nimero minimo de angulos para calcular uma
interseccdo directa, correspondente ao estacionamento em dois pontos de coordenadas conhecidas), r=n-ng =2, u=2
(nimero de parametros desconhecidos: My,,P,), c=r+u=4 (nimero de equagBes de condicdo que relacionam os angulos

observados e os parametros). As equacdes de observacdo (modelo paramétrico) sdo entéo:

DEGGE - Engenharia Geoespacial - jmrodrigues@fc.ul.pt — 2023/2024 40 /147



TOPOGRAFIA APLICADA 4. Monitorizacdo de estruturas

Mg, - M My - M
€1+01_RE1,E2+RE1,V =0c>€1+01—atan E2 El+atan v El:OQUl+F1(Mv,Pv):—€1C>Ul+Fl=—€1
Pe2 —Pe Py —Pe
My - M Mg —M
r€2+l)2—RE2]V+RE2‘E1:0C>EZ+U2—atanV—EZ+atanEl—EZ:0<:>Uz+F2(Mv,Pv)=—€2C>1)2+F2:—€2
v —Pe2 Per —Pe2
Mgz;—M My —M
,€3+o3—RE2’E3+RE2’V:0<:>€3+03—atan E3 E2+atan v E2 :0<2>03+F3(Mv,Pv):—€3®U3+F3=—€3
3 —Pe2 Py —Pez
My - M -M
€4+U4—RE3‘V+RE3’E2=0<:>f4+l)4—atanv—E3+atan E2 E3 =0<:>U4+F4(Mv,Pv)=—f4CU4+F4=—€4
v —Pes Pe2 —Pes

Como estas equagdes sdo ndo linearesem My, e Py , € necessario efectuar uma linearizagdo para formar um sistema da

forma U4y + A4, 8%p1 =W,y ; sendo MY e P§ valores aproximados dos pardmetros a estimar (calculados na intersecio

directa sem ajustamento), tem-se:

R = F1°+(aiﬂ—ﬁv)°(MV—M%)+<§%)°(Pv—P8)

K

0., R o 0 0 0
F, =R+ (<22)%(My - M%) + Py — P
»=F (aMV)( v—My) (GPV)(V V)

R =R+ (aiA—FBV)O(MV - M%)+(5TF3)°(PV ~pQ)

oF, oF
F =R+ (—2)° My = MY) + (=2)°(Py, — P
4=Fy (aMV)( v —My) (6PV)(V V)

com
R =t;—-Rg g +R
1 E1E2 ELV°
F=¢,-R_, 0+R
2 TE2 " Rgp\o E2,EL
F)=l3-Rgye3 +R
3 E2,E3 E2,V°
FY=l4—R_.. 0 +R
4 4 E3,V° E3,E2
e
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ok _ Pv —Pe1
My (My ~Mg)? +(Py —Pg)?

oF My —Mg

Py (My ~Mgq)? +(Py —Pgyp)?

ok Pv —Peo

My (My —Mgp)? +(Py - Pep)?

ok My —Mg»
Py (My —Mgp)? +(Py —Pep)?

ok Py —Pe2
oMy (M, - MEz)2 +(Py — PEz)2

OF3 My —Mg,

Py (My —Mgz)? +(Py —Pg3)?

oFs Pv —Pes
My (My ~Mg3)? +(Py —Pg3)?

OFy4 My —Mg3

Py (My —Mg3)? +(Py —Pg3)?

Considerando MY =3048.388 m e PJ =2827.699 m, calculados por interseccdo directa apenas com os pontos E; e Ej,

tem-se 0s seguintes valores para os termos de ordem zero e para 0s coeficientes dos termos de ordem um:

':10 — 81°293889 — atan 3300.259 — 3369.287 +atan 3048.388 — 3369.287 _ 81°293889 —a tan —69.028 +atan -320.899

3082.183 - 2890.836 2827.699 — 2890.836 191.347 -63.137
81°.293889 — 340°. 163205 + 258°.869207 = —0°.000109 = —1.902409 x10 ~° rad

3048.388 —3300.259 atan 3369.287 —3300.259 _ 649541111 — a tan —251.871 atan 69.028

+ + =
2827.699 —3082.183 2890.836 —3082.183 —254.484 —191.347
64°.541111 — 224°.704333 +160°. 163205 = —0°.000017 = —2.967060 x10 " rad

F,° =64°541111—atan

3047.954 —3300.259 N 3048.388 —3300.259 _ 379 657778 —a tan —252.305 +atan —251.871

atan =
3048.344 —3082.183 2827.699 —3082.183 —33.839 —254.484
37°.657778 — 262°.361109 + 224°.704333 = 0°.001002 = 1.748820 x10 ° rad

F,0 =37°.657778 —atan

F40 979525078 —a tan 3048.388 —3047.954 +atan 3300.259 —3047.954 _ 970 505278 —a tan 0.434 +atan 252.305 _

2827.699 —3048.344 3082.183-3048.344 —220.645 33.839
97°,525278 —179°.887302 +82°.361109 = —0°.000915 = —1.596976 x10 ™ rad

(estes termos independentes passam para 0 2° membro das equacdes de condicao, trocando de sinal),
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N 2827.699 —2890.836 5002717 x10~*

oMy~ (3048.388 —3369.287)2 + (2827.699 — 2890.836)2

F —

oF o _ 3048.3828 3369.287 : —3.000108x10-3
Py (3048.388 —3369.287) * + (2827.699 — 2890.836)

oF .699 —3082. _
Fayo__ 2827 6929 3082.183 1985037 10 3
My (3048.388 —3300.259) % + (2827.699 —3082.183)

Fa o _ 3048.699 —3300.259 1064654 x10-3

Py’ (3048.388—3300.259)2 +(2827.699 — 3082.183)2

oF3 o 2827.699 —3082.183
oMy " (3048.388-3300.259) + (2827.699 —3082.183)>

=-1.985037 x10~3

oF 388 —3300. _
3v0 3048 38;3 3300.259 1964645510

Py (3048.388 — 3300.259) ? -+ (2827.699 — 3082.183)

oF 699 —3048. _
Fayo__ 2827 6929 3048.344 4532149107
My, (3048.388 —3047.954) 2 + (2827.699 — 3048.344)

F —

Fy 0 _ 3048.388 —3047.954 8911228 x10-°

Py (3048.388 —3047.954) 2 + (2827.699 — 3048.344) 2

Com as aproximagdes anteriores, as matrizes Ae W s3o:

~0.590273  3.000109 -0.190083

5| 1985037 -1.964655 | [ -0.029303
A=10 mt ., W=10

~1.985037  1.964655 1.748993

4532150  0.008915 ~1.597517

Sendo ¢, =81°17" 38", (,=64°32" 28", (3 =37°39" 28"',¢,=97°31 31" e sendo d; a direccdo E1 >V, d, a
direccdo E1 —E2, d; a direc¢io E2—E1, d, a direcgdo E2—V, dg a direccdo E2—E3, dg a direccdo E3—E2, d; a
direccdo E3 >V, tem-se ¢, =d, —-dy, ¢, =d, —d3, f3=d5-d,, ¢, =d; —dg. Na forma matricial, estas relagdes tomam a

forma
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i,
dp
n] 11 0 00 0 0],
|00 1 10 0o o
(30700 0-11 00 d4 41 =S4T
4 00 0 00 -11][7°
de
Ld7 ]

Sendo o desvio padrdo associado a observacdo de uma direcgdo igual a 2°’, a matriz da variancia das direcg8es igual a
Taq =4 1772 = (4n"/(360 x60x 60")) 1, 7 rad” = 9.401772x10 11, ; rad®; pela lei de propagacdo dos erros, a matriz de

covariancia associada aos angulos é dada por

2 0 00
0 2 -10

Y,y =4 73qgd) 4 = 9.401772 x107H rad? .
00 = Y4,7%4ddV7.4 x 0 -1 2 0
0 0 0 2

As equag@es normais sdo (A-2|—142;}4'4A4’2)8)A(211 = A-2|—’4ZZ}4'4\7V411 = N2'25)?2’1 = fz,l = 6)4(211 = NE,]-ZEZ,]. s em que

&% = (8M,5P) , donde

1 _3| 3.792248
ox =10 m.
0.624771

Estas correccBes sdo entfio somadas & aproximagao inicial das coordenadas do ponto V, isto é, X' =x°+8%*, o que d4
MY, =3048.392 m e Py =2827.700 m; em funcéo da tolerancia seleccionada a priori, repete-se 0 processo com estas novas
aproximagdes, até se obter, na iteragio i, sM = ‘M'V - Mi\jl‘ < tolerancia , 5P :‘P\i, —P\i,‘l‘ < tolerancia . Admitindo, neste caso, que
tolerdncia = 1 mm, tem-se logo na 22 iteracdo que as correccdes sao inferiores a tolerancia:

o . 42077621
ox“ =10 m
—3.752259

e portanto as coordenadas finais para o ponto V sdo % = x!+8%?, ou seja, M% =3048.392 m e PZ =2827.700 m. A partir

destas coordenadas ajustadas, sdo calculados os residuos das observagdes, as observagdes ajustadas a a precisao associada a

cada quantidade estimada.
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Exemplo: considerando o quadrilatero plano representado na figura 4.20., tendo sido efectuadas observacdes de
direccdo azimutal em cada um dos vértices visando os vértices restantes, efectue o ajustamento das observacdes. No
ajustamento tera naturalmente que ser utilizado o modelo condicional, onde ndo intervéem parametros (coordenadas dos

vértices). SupGem-se as observacdes de direc¢do nao correlacionadas e de igual precisao.

Ajustamento das direccdes:

direccdes, d valor
10 00° 00’ 00°°.00
11 22°01°42”°.51
12 38°46° 1371
13 00° 00’ 00°°.00
14 57°08° 57°°.10
15 76°42° 117°.23
16 00° 00’ 00°°.00
17 86°33°137°.45
18 145°19° 49°°.38
19 00° 00’ 00°°.00
20 15°06° 52°°.28
21 99°11° 42°°.94

figura 4.20. Quadrilatero

tabela 4.7. DireccOes azimutais observadas

Os valores observados das direc¢fes azimutais estdo indicados na tabela 4.7.; para analizar esta informagdo, composta
de quatro conjuntos de trés direccdes, é conveniente determinar o nimero minimo de observagdes necessérias para definir o
quadrilatero: como a dimensdo da figura é irrelevante (ndo foi definido um datum!), uma vez que o problema envolve apenas
a respectiva forma, considerem-se no ponto A, as direc¢des 10, 11 e 12; seleccionando o ponto C num ponto sobre a direccao
11, as direcgdes 16, 17 e 18 definem o quadrilatero. Utilizaram-se assim 6 observacfes (direccdes), das 12 efectuadas; no
entanto, estdo implicitas mais duas direcgoes, as direc¢bes do zero da graduagdo do limbo azimutal em cada um dos pontos A
e C (estas direcgdes representam o valor de Ro, desconhecido, em cada ponto A e C), obtendo-se portanto como nimero
minimo de variaveis que determina o modelo o valor no=6+2=8, sendo entéo a redundancia r=n-no=12-8=4, correspondente ao
nimero de equacdes de condicdo independentes. Podem definir-se 3 equagdes angulares e uma equacdo linear, esta Ultima
garantindo que uma diagonal calculada a partir de tridngulos adjacentes é a mesma, de forma a que se obtenha um quadrilatero

e ndo triangulos adjacentes. Podem entdo estabelecer-se as seguintes quatro equagdes entre as 12 observagdes:
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—dig+dip —dig+dyy—dyg+dp =0

—dpq+dj5—dyg+dig—dyg+dpp =0

—dig+dyg—0y7 +dig—dig+dy; =0

sin (dyq — dyo)sin (dpg —dyg Jsin (dy7 —dyg )sin (dyg — dy3) _1-0
sin (dyp —dyq)sin (dpg — dpg )sin (dyg — dy7 )sin (dys — dyg)

Designando as quatro equacdes por fi, f, fs, fs, a respectiva forma linearizada tem a forma B*'? y121 =f4! ou

Vi
V2
V3

Va

0
-1
1 -1

ba10

-1
1
0

b1

1
0
1

b1z

Vs
Ve
V7

Vg

—-1".4700

4".2100
—1".3800
—6".2670

Vg
V1o
Vi1

V12 ]

em que

_sin (dy3 —dyp )sin (d 5o —dye )sin (di7 —die )sin (dyg —dys) cot(dy; —dyg ) = ~2.47162
sin (dyp —dy)sin (d 3 —d g )sin (dyg —dg7 )sin (dis5 —dyg)

41—

sin (dy3 — o )sin (dg —dyo)sin (dy7 —dye )sin (dys —dys)
= t(d;, —d t(d;, —d =5.79604
%27 sin (dyp —dyy)sin (dpy — dap)sin (dyg —cy7)sin (dys - d14)(cO (b1~ dio)+cot(dz ~d)

UL (d1y —dlo)S!” (d2o —dlg)s!n (d17 _dlﬁ)s!n (d1s ~di3) cot(dyp —dy; )= ~3.32242
sin (dyp —dy )sin (dp; —d g )sin (dyg —dy7 )sin (dys —di4)

- sin (dyg —dlo)sfn (d2o —d19)5'_n (dy7 —dle)S!” (d14 —di3) cot(dy4 —dys ) = ~0.64573
sin (dyp —dyyq )sin (d g —d g )sin (dgg —dy7 )sin (dys —dyg)

_ sin (dyy — dyp)sin (dpo —dyg )sin (dy7 —dye )sin (dyg —di3) t(d . —d t(die —de ) = 3.46131
5 sin (dlz _dll)Sin (d21—d20)sin (d18 —d17)5i” (d15 —dl4)(c0 ( 14 13)+C0 ( o 14))_ .
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o= sin (dy —dlo)sﬁn (d2o _d19)5?n (dy7 —dle)s?” (dyq —d3) cot(dys —dyy )= —2.81557
sin (d;p —dyy )sin (dy —d g )sin (dig —di7 )sin (dys —dys)

bay=- sin (dy3 —dip )sin (d 5o —dyg )sin (di7 —die )sin (dyg —dy3) cot(dyy —dyg )= ~0.06022

sin (dgp —dyq )sin (dp; —d g )sin (dyg —dy7 )sin (ds —di4)

sin (dy; —dy0)sin (dgo —dy)sin (dy7 —dye)sin (dy, —dys)
=— - cot(d;; —d,g )+ cotld,;g —d;7))=0.66642
" sin (0y, —dy)sin (d; —dyo )sin (dgg —dy7 )sin (dys _d14)( (b7 =dso) (g =)

sin (d 5o —dyg )sin (dy7 —de )sin (dg4 —dy3)

sin (dyq —dyg )sin (i )sin
sin (d 3 —d g )sin (dyg —ds7 )sin (di5 —dyg)

__ )
)

49 = sin (d12 _dll

cot(dyg —d;7)=—0.60620

s10=— sin (dyg — dyp)sin (do —dyg)sin (dy7 —dye )sin (dyg — dl3)cot(d20—dlg):—3.70255
sin (d12 dll) (d21 dzo) (d18 d17) (dls d14)

sin (dyq —dyg )sin (d g —dyg)sin (d7 —dye )sin (di4 —dy3)
cot(d,g —dqg )+cot(dyy —d =-3.80623
sin (dyp —dyy )sin (dp; —d g )sin (dyg —dy7 )sin (dgs —d14)( (G20 ~da )+ ot(dor ~d0)

411 =

sin (dgq —dyo)sin (d o —dyg)sin (di7 —dy )sin (dys —dyg )cot(le—dzo):—O.10368
sin (d1p —dyy)sin (d2y —d o )sin (d1g —dy7 )sin (dys —di4)

412 =~

Sendo as observacGes ndo correlacionadas e de igual precisdo, W=I, tem-se:

6.0 2.0 2.0 -0.6557 0.2773 01490 -0.1765  0.0195
N - -20 6.0 20 06859 |, N - 0.1490 02712 -0.1703 00171} ,
2.0 2.0 6.01 10.5939| ' -0.1765 -0.1703 03471 -0.0367| '
—0.6557  0.6859 10.5939 100.1021 0.0195 0.3471 -0.0367 0.0139
[ 0.3474 i Q° 00" 0".3474]
-0.6648 220 01' 41".8452
0.3174 380 46' 14".0274
—0.3460 3590 59' 59".6540
0.3414 -0.6838 57° 08' 56".4162
P | 10502 |y o _ 1.0299 |, i 76° 42" 12".2599
—0.7066 ' -1.0506 | 3590 59' 58".9494
0.0072 0.7114 86° 33 14".1614
0.3392 145° 19" 49".7192
-0.3703 3590 59' 59".6297
0.7362 15° 06' 53'.0162
| -0.3660 | | 990 11 42".5740 |
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A partir das direcces ajustadas, podem obter-se os 8 angulos ajustados do quadrilatero:

1=dy; —dgo = 22°1 41".4978

2 =dj, —dy; =16° 44 32".1822
3=d;y —dyg =57°8 56".7622
4=d;; —dy, =19° 33 15,8437
5=d;; —d;g =86° 33 15".2120
6=d;g —d;; =58°46 35" 5578
7=d,o —dyg =15° 6 53".3865

8=d,; —dpy =84° 4 49" 5578

Ajustamento dos angulos:

angulos, a valor

1 22°01° 42”.51
2 16°44° 317.20
3 57° 08’ 57°.10
4 19°33° 14”.13
5 86°33° 137.45
6
7
8

58°46° 357.93
15°06° 527.28
84° 04’ 50”.66

tabela 4.8. Angulos azimutais observados

Neste caso, embora as direc¢des sejam as observacfes originais ndo correlacionadas, os angulos obtidos por diferenca

das direcgBes sdo correlacionados pois sendo @=Jd, a matriz cofactor dos angulos é dada por Qj =JQaJ‘1=JJ‘l pois
Q, = 1. Este pormenor € importante na defini¢do de um modelo estocastico correcto.

Para obter o nimero de equacBes de condicdo basta verificar que para definir a forma de um quadrilatero sao
suficientes quatro angulos (ng=4), pelo quer =8 -4 = 4:
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onde

fi=a;+a,+az+ag—-n=0

f,=a,+ag+ag+a;—n=0

f3=al+a6+a7+ag—ﬂ:20

_sin ay sin ag sin ag sin a;

fy=— . - -
sin a, sin a4 sin ag sin ag

~1=0

Linearizando as equacGes anteriores, tem-se:

Vi
V2
1 1 1 0 0 0 0 1]| vq -f 0.3414
0 0 0 1 1 1 1 01| vy -f, 1.0502 | 4
1 0 0 0 0 1 1 1l{vg| |-f3| |-0.7066
g1 A4 843 844 845 Asp Aa7 Ag||ve| |—T4 0.0072
v7
Vs
sin aq sin a5 sinag sin a
a4y = b3 52 1 cota, =2.4716
sina, sina, sin ag sin ag
sin aq sinag sinag sina
a4 =—— 13577 "7 cot q, = -3.3244
sina, sin a4 sin ag sin ag
sin a; sinaz sin ag sin a
ag3=——=t-—32 952 "7 cota, =0.6457
”  sina,sinay sinag sin ag
sin aq sin a5 sinag sina
a44=—t—3 22" cota, =-28156
sin a, sin a4 sin ag sin ag
sin a; sin a5 sin ag sin a
45 =t 3557 "7 ot ag =0.0602

sin a, sin a, sin ag sin ag

sin a; sin a5 sinag sina
agg=— i3> %5 %7 cotag =—0.6062
sin a, sina, sin ag sin ag

sin a, sin a3 sin ag sin a;
sin a, sin a4 sin ag sin ag

ag7 = cot a; =3.7025

sin aq sin az sin ag sin a;
sina, sina, sin ag sin ag

agg = cot ag =0.1037
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6.0 -2.0 2.0 -0.6557 0.2773 01490 -0.1765  0.0195
N -20 6.0 20 0.6859 ERNE 0.1490 02712 -0.1703 0.0171 2
2.0 2.0 6.01 10.5939 -0.1765 -0.1703  0.3471 —0.0367
—0.6557 0.6859 10.5939 100.1021 0.0195 0.3471 -0.0367 0.0139
[ -1.0122] i 220 01 41".4978]
0.9822 16° 44' 321822
0.3414 -0.3378 570 08' 56".7622
" 1.0502 2 G 1.7137 - 19° 33" 15".8437 |
—0.7066 1.7620 86° 33 15".2120
0.0072 -0.3722 580 46' 35".5578
1.1065 15° 06' 533865
| -1.1022 | | 840 04' 49"5578 |

Ajustando primeiro as direc¢des e calculando em seguida os angulos ou calculando primeiro os angulos e ajustando-0s
em seguida conduziu ao mesmo resultado. Note-se, uma vez mais, que do conjunto dado ndo podem ser obtidas as

coordenadas dos vértices do quadrilatero por ndo ter sido definido um datum.

4.7. Solugéo sequencial

Supondo agora que as observagdes sdo processadas em dois conjuntos 7, e /,, (sem observagdes em comum), o

segundo contendo uma ou mais observacbes mas de forma a que os pardmetros sejam comuns, os dois modelos de

ajustamento geral sdo dados por:

E(?al,ia) =0

Fa(la2.%,) =0

Os dois conjuntos de observacBes devem ser ndo correlacionados e a variancia a priori por unidade de peso deve ser

igual para ambos os conjuntos, isto é

Pb O _
R D
0 P, 0 =3

O numero de observagbes em 7, e em /,, € n; e n,, respectivamente, sendo o nimero de equagdes em cada

modelo igual a c; e c,, respectivamente.
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A forma linearizada dos dois modelos é dada por

Bl\71+A1 5)?+\7Vl=0

Bzv2+A2 8)_{+W2 =0

onde

oF e o
=—2 » W =R (4, Xg) » Wo =Fy(fa4,%0) -

z1bx)<(0 552 zZb')‘(o
A funcdo a ser minimizada neste caso é:

¢(VI,VZ,R1,R2,8X) = VJT P \71 +\7-2|- P Vz _ZR]T(BlVl +A1 67("‘\7\/1) - ZR-ZI-(Bsz +A2 X +W2)

cujas derivadas parciais sao:

.
%{5—\%) — P~ Bk, =0
1( a9 )
E[E] =PV, —-BJk, =0

T
%{%] =-Alk -AJk, =0

.
l(ﬂj =By + A 8%+ W, =0
2\ ok,

.
l(a—ﬂ =ByVy+ A, 85X+ W, =0
2| ok,

Das duas primeiras equacdes obtém-se 0s residuos:

v, =P 'Blk;

v, = Py'Bjk,
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Combinando PV;—-BJk; =0 e BV, +A; 5x+W, =0 obtém-se Mk, +A; 8%+W, =0, onde M;=B;P; !B é uma
matriz simétrica c;xc;. O vector dos multiplicadores de Lagrange ¢ dado pela expressdo k; = —M; A 8% - MW, . As
equagdes —Ajk;-Alk, =0 e B,V,+A,8%+W, =0, apés combinacdo com as equagdes k; =—-M;A;8%—MW, e
vV, =P;'BJk, , permitem obter

ATMIA 5%+ ATMIIW, - ATk, =0

B,P;1BIk, + Ay 8%+ W, =0

Utilizando M, =B,P,'BJ , as expressdes anteriores tém a forma

Almia Al 8% | _ ~-A! Ml‘l\ZV1
A -Mz || -kp - W,

que mostra a forma como a matriz normal do primeiro conjunto de observacdes ( A] M*A;) tem que ser ampliada de forma a

ser possivel obter a solugdo para os dois conjuntos. Invertendo essa matriz ampliada, obtém-se a solugéo para 5% e para k.

Exemplo: utilizando a mesma rede de nivelamento do caso ja estudado, considerem-se os dois conjuntos de

observagdes {¢;,05,¢3,04} € {¢5}, com os quais se podem definir os seguintes dois modelos, respectivamente com n; =4,

rn=4-3=1, ¢; =r,+u=1+3=4 (com o qual se pode obter uma solugdo) e n, =1, r, =1-3=-2, ¢y =r, +u=-2+3=1:

BM+ /{1 +vi+l+Vvy =X, =0
BM+/l3+va+l4+vy—X%X3=0
BM+/3+v3—X,=0

BM+/l3+v3—ly—vy,—X; =0

{BM+/,5 +V5—X3 =0
ou, na forma matricial,

Bl\71 + A1)~( + \7\/1 = 0

Bz\72 +A2Y( + \7\/2 =0

em que
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L

V2
V3
V4

B, =[1]=1, v, =[vs]=vs, A =[ 0

1 0
0 -1| -
-1 o] *?
0 0

4. Monitorizacdo de estruturas

BM+ 0 +(,] [110.251
BM+(y+/,| |111.278
BM+/3 | |110.269
BM—(,+/(y| |107.280

0 -1], W, =[BM+/5]|=[111.243]=111.243 .

O primeiro conjunto de observagdes pode ser utilizado para obter uma solugdo para os pardmetros:

11
0 0
M, =B,P['B] =
1 1M1 P1 0 0
0 -1
1 0 -1 1
L0 1 -1 o0
Ml:
-1 -1 4 -2
1 0-2 2
[0 o0
N, =A/M!A; =[-1 0
|0 1
2
-1 3
|0 1
211
3 3 3
o122
3 3 3
125
3 3 3
-1 0
U =AIM*W;=| 0 1
0 -1
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2
-3

O O R O

-2

O O Kk
_ = O O

0
1
-1

1 0

110.251
111.278
110.269
107.280

O - O O

-1
-1
4
-2

1
0
-2

2|1

—-104.273
=|-112.249
—-1.009

0 0 -1

2 1 1

1 1 1

1 1 2

-1 0 0 -1 0
-1 0 2 -2

0 -1 0 0 -1

= 0 1 -3 1 =

-1 0 0 -1 0
0 -1 1 O

0 0 -1 0 O
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—104.273 107.268
-112.249 | =|110.263 | > cotas dos pontos 1,2 e 3
—-1.009 111.272

X1
Il
|
zZ
=
AN
[
=
|
wWlFRrwlFRPw|N
wliDwWINW| -
wlow|NDwW| -

O resultado ¢é naturalmente diferente do exemplo anterior pois agora ndo se utilizou a totalidade da informacéao entdo

disponivel (os 5 desniveis); incluindo nesta solugdo a informagdo correspondente ao segundo conjunto de dados, recorrendo a

AT MA Al x| |-AfMW
A, -M, ||k, - W,

com M, =B,P;'BJ =[1]=1, tem-se:

-1

. 2 -1 0 0|7 104.273
x| [ATMA, AT [-AfMW | [-1 3 -1 0| | 112249
K, A, M, W,| |0 -1 1 -1 1.009

0 0 -1 -1] |-111.243

0.625 0250 0.125 -0.125|| 104.273| |107.264375

0.250 0.500 0.250 -0.250 112.249 110.255750
= = - cotas dos pontos 1,2 e 3 e kz,
0.125 0.250 0.625 -0.625 1.009 111.253875

-0.125 -0.250 -0.625 -0.375]||-111.243 —0.010875

obtendo-se a mesma solu¢do que no caso anterior.
Pode igualmente utilizar-se um procedimento de particionamento para se obter a solucdo pretendida; de

{57( = —QuA M "W, - Qi W,
Ko = QA MI'W, + Qo W,
onde
Qu1 =(ATMT'A) ™ ~(ATM{'A) A (M, + A5 (AT MI'A) T A) A, (ATMTTA)
Quz = (A{ M A AT (M + Ay (AT M A AT
Q2 =Qf,
Qa2 =—(Mz + Az (A{ M A TA]) ™
tem-se, por substituicio de Q;; e Qp em &% =-QuA{ MW, -Q;,W, a solugdo sequencial para os parametros:

representando a solugdo do primeiro conjunto por 5%~ e a contribuicio do segundo conjunto por A%, tal que &% =% +AX,

entao:
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{87(* = -N7IU; = ~(AT M) AT MW,
AX = ~(A{MI'A) AT (Mg + A (AT MTTA) AT (AR 8% + W)
e, de forma idéntica

ky = ~(Mj +Ag(AT M A) AT HA, X + W) .
Exemplo: como ja se viu, a solugdo do primeiro conjunto de observagoes é
—104.273 107.268

—-112.249 | =|110.263 |.
—-1.009 111.272

X1

Il

|

P4

=

[

=

1]
WlrwlFPw|N
wlirdwINDW| -
wlow|dwl -

A contribui¢do do segundo conjunto de dados para a solugéo €:

A% = ~(AT M A) TAT (M, + Ap(ATMTA) A AR + W, =

2 1 1 2 1 1
3 3 3[[o0 3 3 3[[o0 107.268
- % % % of1+[0 O —1]% % % of| [0 0 -1]|110.263|+111.243 |=
1 2 5]||-1 1 2 5|1 111.272
33 3 3 3 3

(1] 1

3 Nt 3 .

2 1{—3 2 —E} 0|| (-111.272+111.243)= 2 [1+§j (-0.029)=

3 3 3 3 3 3

5 -1 5

3] 3

=

3 ~0.003625

% g(—o.ozg)z —0.007250

5 -0.018125

3]

de tal forma que a solugdo completa é dada por
107.268 —0.003625 107.264375

%=X +AX =|110.263 |+| —0.007250 | =|110.255750 | > cotas dos pontos 1, 2 e 3
111.272 —0.018125 111.253875
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Uma forma alternativa para a solucdo de

Almiia Al &% | _ ~-A! Ml—l\fv1
Ay -Ma || -kp -W,

consiste em utilizar a expressao
8% = —(A] MTIA; + ATMZTA) HAT MW, + ATMSIW,) |

que se designa por método de adi¢do de equagdes normais, uma vez que a contribui¢do de novas observacgdes € adicionada de

forma simples.

Exemplo: utilizando a ultima expresséo, mais uma vez com a mesma rede de nivelamento:

2 -1 0] [0 ([-104.273 0
X=—[-1 3 -1|+| o|[0 0 -1]| ||-112.249 |+ 0l|=
0 -1 1| |-1 ~1.009| |-111.243
2 -1 0] [0 o o]) [104.273 2 -1 0] '[104.273
-I|-1 3 -1{+|0 0 0| |112249|=--1 3 -1| |112.249|=
0 -1 1] |0 0 1|} |112.252 0 -1 2| [112252

0.625 0.250 0.125|104.273| |107.264375
0.250 0.500 0.250 ||112.249 |=|110.255750 | - cotas dos pontos 1,2 e 3
0.125 0.250 0.625||112.252 111.253875

Relacionando a expressdo 5% = —(A] M;*A; + AJMZMAL) (A MW, + AJMZW,) com Q. ;, obtém-se:

Qsx = Qu1 = (ATM{'A + AIMSIA,) L =
(ATMTA) ™ = (ATMTTA) AT (M + Ay (AT MTTA) T AD) LA (AT MTTA) ™ =
T Ty\-1
Q5§(* - Qg)‘(*AZ (MZ + A2Q5)‘(*A2) AZQEQ* = QS)‘(* + AQSX

onde Q- € a matriz cofactor do primeiro conjunto de observages e AQ&«(:—Q&*A;(M2 +A2Q8).(*A;)‘1A2Q5f é a

contribuicdo do segundo conjunto de observacdes para a matriz cofactor do primeiro grupo de observac6es, podendo verificar-

se que AQsz pode ser calculado sem dispor do segundo conjunto de observagdes, 0 que é uma grande vantagem em estudos de
simulagéo.

Atendendo a que VTPV =V PV, + V1PV, = —k] W, —kJ W, utilizando os resultados obtidos anteriormente, tem-se:
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VTPV = 8% TAT MW, + AXTAT MW, + W MW, — kI W, = VTRV + AXTAT MW, — kI W, =
=VTPV + (A, 8% + W) T (M, + Ay (AT MEA) TAD) (A, 5% + W) = VTPV + AVTPY

A variancia a posteriori por unidade de peso é calculada de forma usual: s3 =

De

Vp = Vp + AV = —PIBIMTH(AL (X + AX) + Wy) = —P 1B M H (AKX +Wh) — PriBI M 1A A% |
tem-se que

V, =Py IBIT(ASK +W,),

onde T=(M,+A,N*AN)™? e N;=AMIA;, contribuindo 0 segundo conjunto de observagdes para a totalidade dos

residuos.
Note-se que as diversas matrizes devem ser calculadas para os mesmos pardmetros aproximados, isto é, se se obtiver a

solucdo do primeiro sistema através de um processo iterativo, os parametros aproximados da Gltima iteracdo tém que ser
utilizados na resolug¢do do segundo sistema (como ndo hé& observagdes comuns aos dois conjuntos, 0s processos iterativos
podem ser efectuados individualmente em cada conjunto).

Ocasionalmente, pode ser desejavel remover um conjunto de observacfes de um dado ajustamento. Considerando o
caso de observaces ndo correlacionadas, a solugdo obtém-se de &% = —(A{M{IA; + AIMZIA) AT MW, + ATMZIW,) |
expressdo que mostra a forma como é possivel acrescentar equag¢fes normais quando um novo conjunto de observagdes é

incluido. Quando se trata de remover observagdes, as partes correspondentes da matriz normal e do segundo membro tém que
ser subtraidas.

4.8. Seleccdo convencional do datum

O problema de ordem zero ou problema do datum pode ser considerado como o resultado de uma modelacdo
imperfeita que resulta num problema impossivel: quando se utiliza 0 modelo 7,,; +5,; = A, ,8%,1, € necessario seleccionar

parametros que possam ser obtidos das observacdes, em geral direc¢des, angulos, distancias ou desniveis. No caso das redes
geodésicas, os parametros (desconhecidos) sdo normalmente altitudes e/ou coordenadas dos pontos da rede ndo s6 porque as
equacdes de observagdo que relacionam observacdes e pardmetros sdo simples, mas também porque a matriz de variancias-
covariancias dos parametros é obtida durante o calculo dos préprios parametros e porque o resultado é facilmente visualizado.
Considerem-se os seguintes dois exemplos que ilustram o problema do datum, o primeiro numa rede a uma dimenséo e o
segundo numa rede a duas dimensdes. Em ambos o0s casos, as observagdes determinam a geometria da rede mas se se
pretenderem as coordenadas ou altitudes dos pontos da rede, é necessario fornecer informagdo adicional, de forma a obter-se

uma rede com constrangimento minimo, através da fixacdo do datum.
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Exemplo: foram observados os 6 desniveis ¢,, ¢, {3, £4, {5, {5 COM Psg =1g¢ (figura4.21.), sendo os parametros

as altitudes Cc,, C,, C; e C, dos 4 pontos Pi, P,, P3 e Ps. Podem estabelecer-se as seguintes 6 equacles entre as 6

observacdes e 0s 4 pardmetros (no=4, n=6, r=n-ny=2, u=4, c=r+u=6):

l1+v=-C1+Cy
ly+v,y,=Cy—-Cy
l3+v3=C,—-C3
ly+v4=C3-Cy4
l5+v5=C; -C3
lg+vg=C1—Cy

figura 4.21.: Problema do datum geodésico a 1-d

ou, na forma matricial, /g, + Vg1 = Ag 4%41 , COM

(<11 0 0]
01 0 -1 C
01 -1 0 . .. . _ |Gy o
A= 00 1 1 = matriz dos coeficientes dos pardmetros, x = \ = vector dos parametros
1 0 -1 O Cy
|1 0 0 -1

A caracteristica C(A) da matriz A é igual ao nimero méaximo de linhas ou colunas linearmente independentes, sendo

igual a 3 (por exemplo, a 12 coluna é igual & soma dos simétricos das 3 restantes colunas), isto é, existe um vector
A=(A.%9,h3,h4)" em que pelo menos um dos 2;=0 e tal que AL=0. Designa-se por nicleo da aplicacéo
f: R®*— R* definida pela matriz A no subespago N(A) = {)‘( eR*:AX=0 } cuja dimensdo d tem o nome de nulidade ou deficit
de caracteristica de A, de tal forma que d =dim(A) - C(A)=4-3=1.

A matriz 4x4 das equacBes normais N = (ATPA), dada por

3 -1 -1 -1
-1 3 -1 -1
N =
-1 -1 3 -1
-1 -1 -1 3
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tem caracteristica igual a 3 e portanto é singular, ndo tendo inversa, pelo que é impossivel estimar as altitudes a partir da

equacéo Xz(ATPATlATP?, 0 que traduz o facto de qualquer translacdo em altitude dos 4 pontos manter os desniveis
observados, ndo sendo no entanto possivel calcular as cotas dos pontos de forma univoca. O deficit de caracteristica é
eliminado definindo um datum, isto é, introduzindo uma quantidade independente fixando a altitude de (qualquer) um dos
pontos, 0 que permite a inversdo da matriz normal (imp&e-se portanto um constrangimento minimo para a rede).

Um datum com significado fisico é um elemento fundamental no processo de determinagdo dos vectores posic¢éo ou
vectores deslocamentos: para além de eliminar o deficit de caracteristica da rede de monitorizacdo, um datum deve fornecer

uma estimativa razodvel para o vector dos parametros e para a respectiva matriz cofactor.

Exemplo: considerando o quadrilatero da figura 4.22., se forem observados os 8 angulos «; (i=1,..,8), sendo as

coordenadas planimétricas dos 4 pontos os pardmetros (u=8), a matriz A dos coeficientes das equagdes de observagdo do tipo
vi —Rjj+Ryj=—oy, k=1,...8, i, ], £=1,.,4, i=j=¢, que relacionam os 8 angulos observados com as 8 coordenadas
(x;,Yi), i=1,...,4 é 8x8, tendo-se C(A)=4, pelo que d = 8 — 4 = 4 (deficit de caracteristica de A), correspondendo a
possibilidade de qualquer conjugacdo de duas translagdes (em X e em Y), uma rotacdo em torno de Z e a aplicacdo de um
factor de escala manter os angulos observados. O deficit de caracteristica é eliminado definindo um datum, isto é introduzindo
4 quantidades independente, por exemplo fixando as coordenadas de dois dos pontos ou fixando as coordenadas de um dos
pontos e definindo um rumo e uma distancia para outro ponto, 0 que permite a inversao da matriz normal.

Caso sejam medidas as 6 distancias djj (i=1,...4, j=1,...,4, i #]) entre os pontos da rede, a matriz A dos coeficientes das

equacOes de observagdo do tipo v; ; +(x; —xj)2 +(Y; —yj)2 =dﬁj , i,j=1..,6,i= j, que relacionam as 6 distancias observadas

com as 8 coordenadas (x;,y;), i=1,...,4 é 6x8, tendo-se C(A)=5, pelo que d=8-5=3, correspondendo & possibilidade de
qualquer conjugacéo de duas translacdes em X e em Y e uma rotacdo em torno de Z manter a configuragdo da rede, definindo

as distancias medidas a escala (isto é, neste caso, as proprias observacdes definiram o factor de escala).

np=28
n==8
r=n-ng=0
u=28
c=r+tu=38

figura 4.22.: Problema do datum geodésico a 2-d
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Na generalizacdo para uma rede a 3 dimensdes, o deficit de caracteristica maximo da matriz A é igual a 7, sendo neste
caso necessarias 7 quantidades de forma a definir o datum (este nimero é reduzido para 6 se a escala for obtida a partir de
medicBes de distancia e para 5 se a orientagdo do eixo z for obtida a partir de observacGes da distancia zenital), permitindo
entdo a inversdo da matriz normal.

Nas redes geodésicas de 1% ordem a nivel europeu seguiu-se este procedimento quando estas foram observadas e
processadas hd mais de um século, definindo-se um ponto origem da rede — datum geodésico, no qual foram arbitradas
coordenadas geodésicas (em geral iguais as coordenadas astrondmicas), ondulacdo do getide nula (altitude elipsoidal igual a
altitude ortométrica), desvios da vertical nulos (normal ao elipséide coincidente com a vertical do lugar) e rumo (azimute
geodésico) para outro ponto da rede coincidente com o azimute astrondmico, convenientemente reduzido.

Como exemplo, cite-se o0 caso do datum Lisboa, tendo sido adoptado o elips6ide de Hayford, o primitivo vértice
Castelo de S. Jorge como ponto origem das coordenadas geodeésicas, tendo as observacdes astrondmicas sido ai efectuadas
cerca de 1890; a orientacdo da rede era dada pelo azimute Lisboa-Serves e a escala da rede era dada pela base da Chamusca
(decAmetro de Repsold); as observacfes angulares foram efectuadas entre 1863 e 1888 utilizando teodolitos Troughton e
Repsold, utilizando-se para efeitos de calculo o método das equacdes de condicdo, no caso da triangulagdo fundamental com
um Unico bloco e no caso da restante 1% ordem com varios blocos. Como outro exemplo, cite-se 0 caso do datum 73, tendo
sido adoptado o elipsdide de Hayford, o vértice Melriga T.F. n°® 4 como ponto origem das coordenadas geodésicas, tendo as
observagdes astrondmicas sido ai efectuadas em 1964; a orientagdo da rede foi obtida através de varias estagdes de Laplace; a
escala da rede era dada através da base de invar de Vilar Formoso juntamente com a medi¢do de vérios lados utilizando
geodimetros AGA e Electrotape e telurémetros; as observaces angulares foram efectuadas nos anos 60 com teodolitos T3 e
T4; foi utilizado o método da variacdo de coordenadas no célculo da triangulacdo fundamental em bloco. A alteracdo do
datum Lisboa para datum 73 deveu-se ao facto de o ponto origem no primeiro caso ser muito excéntrico relativamente a
configuracdo do pais, o que se traduzia numa acumulacdo de erros provocando distor¢Bes nas regifes mais afastadas da
origem; assim, a adopgdo de uma origem na zona central de Portugal permitiu uma distribuicdo mais equilibrada das
distorcbes (note-se que as coordenadas dos vértices comuns aos dois data seriam diferentes devido a alteragdo da origem,
mesmo se tivessem sido utilizadas as mesmas observagGes para recalcular o transporte de coordenadas geodésicas, 0 que
significa que a selec¢do do datum ndo é irrelevante no resultado final do ajustamento, isto é, uma mudanca de datum traduz-se
numa alteracdo das coordenadas dos pontos da rede). Todas as observagBes subsequentes tendo em vista a densificagdo da
rede estdo relacionadas com a rede de 12 ordem através de observagdes ligando pontos novos aos ja existentes. Uma vez que
as coordenadas dos pontos da rede de 1% ordem ndo entram no calculo das redes seguintes (sédo consideradas fixas), 0 modelo
ndo sofre do problema do datum. Quando se observa uma rede local para efeitos de analise de deformagéo, a precisao
necessaria € muito superior a da rede geodésica existente, pelo que a adopgcdo do datum nacional degrada os resultados.
Instalam-se por esta razdo redes locais independentes, sendo o datum seleccionado de uma forma optimizada para essa
aplicacdo particular. O ETRS89 é um sistema global de referéncia recomendado pela EUREF (European Reference Frame,
subcomissdo da IAG - Associacdo Internacional de Geodesia) estabelecido através de técnicas espaciais de observacdo. No
simpésio da EUREF realizado em Italia em 1990 foi adoptada a seguinte resolucdo: "A Sub-comissdo da IAG para 0
Referencial Geodésico Europeu (EUREF) recomenda que o sistema a ser adoptado pela EUREF seja coincidente com o ITRS
na época de 1989.0 e fixado a parte estavel da Placa Euro-Asiatica, sendo designado por Sistema de Referéncia Terrestre

Europeu 1989 (European Terrestrial Reference System — ETRS89)".
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O estabelecimento do ETRS89 em Portugal Continental foi efectuado com base em campanhas internacionais
(realizadas em 1989, 1995 e 1997), que tiveram como objectivo ligar convenientemente a rede portuguesa a rede europeia.
Nos anos subsequentes, toda a Rede Geodésica de 12 e 22 ordens do Continente foi observada com GPS (em cada sesséo foram
utilizados 5 receptores de dupla frequéncia estacionados em 5 pilares). A primeira fase do processamento consistiu no
ajustamento livre da rede fixando o vértice Melrica-TF4, de forma a detectar eventuais erros; como resultado do ajustamento
da rede constrangida aos 11 pontos (fixos) da solugdo IBERIA95, num total de 126 pilares geodésicos (560 vectores), 0s
valores maximos das elipses de confianca foram 5.5 cm para ambas as componentes, dentro dos valores esperados para este
tipo de redes. O sistema PT-TMO6/ETRS89 devera substituir completamente os anteriormente usados, que se consideram
obsoletos.

Para definir um sistema de referéncia (datum) é necessario fixar pardmetros do datum, em nimero igual ao deficit de
caracteristica da matriz dos coeficientes das equacbes de observagdo (isto é, elimina-se a indeterminacdo do sistema de
equacdes de condicdo fixando alguns pardmetros). Uma condi¢do importante na definicdo de um datum é que este ndo deve
afectar a geometria da rede, sendo a posicédo relativa dos pontos definida exclusivamente a partir das observacfes geodésicas
efectuadas, isto é, o datum ndo deve impor restricbes ou constrangimentos as observagdes (no sentido em que se forem
incluidas mais equaces de constrangimento do que o minimo indispensavel, o problema de ajustamento torna-se constrangido
e nesse caso as observacdes tém que se adaptar a esses constrangimentos, podendo acontecer, num caso limite, as observacdes
serem de grande qualidade mas, por terem de adaptar-se a uma rede constrangida cujas estacdes tém as coordenadas mal

calculadas (rede distorcida), virem a sofrer grandes correccfes ap6s 0 ajustamento). Convencionalmente tem-se:

= Rede a uma dimensdo: define-se uma superficie de igual potencial como referéncia, fixando a altitude de um ponto
da rede, no caso de linhas de nivelamento (ou o valor da gravidade, no caso de linhas de gravimetria). Na maior parte
dos casos a escala da rede é obtida dos desniveis (diferengas de gravidade) observados; se a escala também for
considerada como um parametro do datum, € necessario fixar um desnivel entre dois pontos da rede (diferenca de

gravidade) para além da altitude (gravidade) de um dos pontos da rede.

= Rede a duas dimensdes: define-se um sistema de coordenadas cartesiano fixando duas coordenadas de um ponto e o
rumo (azimute) para um segundo ponto. Se ndo forem observadas distancias, é necessério fixar uma distancia entre

dois pontos da rede. Neste Ultimo caso, como alternativa é possivel fixar as coordenadas de dois pontos da rede.
= Rede a trés dimens@es: define-se um sistema de coordenadas cartesiano fixando trés coordenadas de um ponto, um

rumo (azimute) e dois angulos zenitais. Sendo a escala um pardmetro do datum, entdo é necessario fixar uma

distancia. Como alternativa podem fixar-se as coordenadas de dois dos pontos da rede e um outro elemento adicional.
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Observaveis tx ty r; S

Distancias X

Angulos azimutais

Azimutes X
Posicdes X X X X
Diferencas de posicoes X X

tabela 4.9. Informacéo contida nas observacdes geodésicas Uteis para a definigdo dos parametros do datum 2D: t, e t, definem

a translacdo em relacdo ao referencial (x,y) adoptado, r, define a rotacdo em relagéo ao eixo z e s define a escala

4.9. Equacdes de observagdo e equacdes de constrangimento no posicionamento

Uma equagdo de constrangimento define-se como aquela que relaciona parametros entre si (ou seja, as observagdes ndo
entram nas equacdes de constrangimento), de tal forma que a sua presenga no modelo funcional implica que os parametros
sejam linearmente dependentes. Os constrangimentos podem ocorrer quando varios pardmetros (ou a totalidade) tém que
verificar alguma relagdo fisica ou geométrica (como por exemplo os pontos de regolfo de uma albufeira serem obrigados a ter
a mesma cota, pontos que definem um arco circular do tragado em planta de uma estrada serem constrangidos a pertencer a
uma mesma circunferéncia, etc.). O seu objectivo é regularizar o sistema de equagdes, eliminando o respectivo deficit de
caracteristica.

A dependéncia funcional dos parédmetros obriga a ter tantos pardmetros dependentes quantas equacOes de

constrangimento existirem. Como j4 foi visto, de n observagdes e de ny, nimero minimo de variaveis que definem o modelo,

determina-se a redundéancia r, podendo ser formuladas ¢ = r equacGes (de observacdo) independentes contendo apenas as n
observagdes (isto €, ndo entram 0s parametros); no caso de serem incluidos u’ pardmetros funcionalmente independentes, o
namero de equagdes (de condi¢do) aumenta parac = r + u’, até a0 maximo de n. Em geral, existindo u > u’ pardmetros, alguns
deles serdo funcionalmente dependentes, devendo definir-se s = u - u’ equagdes de constrangimento, sendo s 0 nimero de
parametros dependentes (s tem que ser menor que u, caso contrario os constrangimentos tornam-se um conjunto inconsistente

de equacBes). Tem-se assim que

c+s=r+u

isto &, 0o nimero de equagdes de condicdo mais o nimero de equacBes de constrangimento é igual a redundancia mais o

namero total de parametros dependentes. Deve continuar a verificar-se r <c¢ <n; no entanto, a limitagdo colocada aoc nimero
de pardmetros 0<u <n,, valida para o caso de pardmetros funcionalmente independentes, deixa de ter de se verificar, ou

seja, nao ha limite superior para o nimero de parametros.
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O caso geral representa-se pelas equacdes:

chn\—/nxl +Ac><u8)“(u><l +WC><1 =0

RS 8)”(u><1 _ésxl =0

em que C(B)=c, C(A)=u, C(R)=s, onde Crepresenta a caracteristica de uma matriz. Existindo constrangimentos, pode
acontecer que u>c, o que significa que C(A)=c; nesta situagdo, a solugdo por particionamento ja estudada ndo funciona.

Nas redes com constrangimento minimo as observag@es ndo sdo constrangidas pelas coordenadas consideradas fixas.
Como resumo, tem-se:

sem constrangi mento minimo (livres) :d >0

com pontos fixos
redes com constrangi mento minimo d =0,s=0

sem pontos fixos

com constrangi mentos (redes constrangidas):d =0,s>0

Em geral, as redes de monitorizacdo de deformacédo séo redes livres, que ndo contém informacdo suficiente para serem

fixadas no espago, onde o deficit de caracteristica é eliminado utilizando alguma das técnicas que vdo ser introduzidas de
seguida.

4.10. Defini¢do de um datum através de uma base com variancia nula

Um datum fisicamente realizado consiste nos seguintes principios:

1) um referencial que se identifica com a realidade fisica (que se materializa) através da ligacdo a um conjunto de
pontos convenientemente monumentalizados

2) a matriz de variancias-covariancias dos pardmetros depende de uma base com variancia nula convenientemente

identificada, definida como um subconjunto dos pontos da rede

Considerando uma rede geodésica representada pelo modelo ¢™®+5™® = A™U %4 onde a matriz A tem deficit de

caracteristica igual a d, a forma convencional de definir o datum consiste em eliminar a(s) coluna(s) da matriz A dos
coeficientes dos parametros que se refere(m) ao(s) parametro(s) considerado(s) fixo(s) e portanto cuja variancia é nula, isto &,

no decorrer do processo iterativo ndo ha alteracdo do valor desse(s) parametro(s).

DEGGE - Engenharia Geoespacial - jmrodrigues@fc.ul.pt —2023/2024 63 /147



TOPOGRAFIA APLICADA 4. Monitorizacdo de estruturas

Se o modelo anterior sofrer uma particio segundo este conceito, ou seja, [X] "=[%; %,]T, em que se sup@e para

simplificar a escrita que os parametros que se fixam ocupam as Gltimas d posi¢des do vector dos parametros, (o que significa

que as coordenadas aproximadas de X, permanecem inalteradas durante o processo iterativo) :

clu—dx1
o)

‘l}nxl_’_{')nxl — AU )—(uxl _ A{‘Ix(u—d) Agxd] _ A:?X(u_d) )—(:(Lu—d)x1+A2xd )—zczixl

igXl

onde as d componentes de X, definem o datum. As colunas da matriz A,, em nimero d, sdo uma combinacédo linear das

colunas da matriz A, , ou seja, existe uma matriz L tal que
A{nx(u—d) L(u—d)xd _ Agxd
isto é,

u—d xd
Ai]x(u—d)l_(u_d)Xd _Agxd _ A{]x(u—d) Agxd]|:L( ) :|

_ |d><d

com 14 sendo a matriz identidade de dimensdo d, o que é uma generalizacdo da relacdo Ax=0. Utilizando a expressio
anterior, tem-se:

?nxl+6nxl _ A{‘X(u_d) Xgu—d)xl+A£1x(u—d) L(u—d)xd XgXl,

ou

?’nxl+l—)nxl_Ai1x(u—d) L(u—d)xd ngl _ A:rfx(u—d) )»(gu—d)xl

que é um modelo de caracteristica completa ou regular (ndo singular, portanto) cuja solucdo é dada por:

5%31 =0 (parametros fixos ao longo do ajustamento)

Q) = (variancia zero para os parametros considerados fixos)
2
il(u—d)xl _ (AI (u=d)xn p nxn Afx(u_d)) —1Ail' (u=d)xn p nxnnd _AL%,)

oW
Qx, =\A1 PA

Qx,x, =0

No caso de um modelo com equagdes lineares, considerando X, =0, a solucéo é dada por

)»(Ol(U—d)Xl :(AI (u=dn pnxn A?x(ufd))’lAI(u—d)xn prxnynid.
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No caso de um modelo com equacdes linearizadas, em cada iteracdo calcula-se o acréscimo aos parametros com

—d)x1 - -
6;(01(11 ) :(AI (u=d)xn pnxn A{]x(u—d)) —lAiI'(u—d)xn prxnyynd W=r,-0,

seguido por
S _ g0 -
X, =0X"1—LX;.
Fixados o(s) ponto(s) do datum, as matrizes cofactor Qz e Qg 5, S30 independentes da seleccdo dos valores numéricos

de X,; no entanto, estas matrizes dependem fortemente de que ponto(s) se tomou como datum. Esta abordagem tem a

vantagem de conduzir a uma matriz normal de dimensédo baixa, economizando tempo de calculo mas esta restringida ao caso

especial da defini¢do do datum por fixacdo de d componentes do vector X .

Exemplo de rede 1D: considere-se a seguinte rede local de nivelamento constituida pelos pontos P;,P,,P3,P,, de
altitudes respectivamente C;,C,,C5,C, , sendo as linhas de nivelamento aproximadamente do mesmo comprimento (figura

4.23.). As equacdes de observagdo sdo (modelo paramétrico):

P /Q Z1+01=C2—C1:1.2mm
fz + V) :C3—C1 =1.6 mm

€3+03:C4—C1:1.7 mm

’ r€4+l)4:C3—C2 =1.2 mm
/QZ{ £5+05=C4—C2:2.1mm
lg+vg=C4—C3=13mm

a P3 6 6 4 3

figura 4.23. Rede de nivelamento

-1 1 0 0 ) .
0.0012

oo 0.0016

_ . S , -1 0 0 1) . 0.0017

O modelo aplicado é representado por: fgq1+ Vg1 =AgaXa1, Agg = , lg1=

' ' o ’ 0 -1 1 0 : 0.0012

o 1 0 1 0.0021

0.0013

|0 0 -1 1| i} i
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Supondo que as observacdes sdo nio correlacionadas e de precisio igual a #1 mm, o3 =1, tem-se:

(1.0000 0 0 0 0 0 [1.0000 0 0 0 0 0
0 1.0000 0 0 0 0 0 1.0000 O 0 0 0
6 0 0 1.0000 0 0 0 ) 6 0 0 1.0000 O 0 0
Yops =1.0x10 m?, Qups =1.0x10
0 0 0 1.0000 O 0 0 0 0 1.0000 O 0
0 0 0 0 1.0000 0 0 0 0 0 1.0000 O
| 0 0 0 0 0 1.0000 | | 0 0 0 0 0 1.0000 |

(10000 0 0 0 0 0 |
0 1.0000 O 0 0 0
0 0 10000 O 0 0
Pyps =1.0x10°
0 0 0 1.0000 O 0
0 0 0 0 1.0000 O
| 0 0 0 0 0 1.0000]
sendo a matriz normal é dada por
3.0000 -1.0000 -1.0000 -—1.0000
- 6 —-1.0000 3.0000 -1.0000 -—1.0000 . Lo ;
Nga=Asg PssAg4 =1.0x10 gue sendo singular, néo é invertivel (d=4-3=1).
’ o -1.0000 -1.0000 3.0000 -1.0000
-1.0000 -1.0000 -1.0000  3.0000

a) Mantendo a altitude do ponto P, fixa ao longo do ajustamento, por exemplo 101.0000 m (utilizando um valor

arbitrario ou ligando a rede local a rede nacional através de nivelamento geométrico a partir de uma marca de nivelamento),
este ponto é escolhido como datum numa rede de constrangimento minimo. Isto traduz-se em que a 42 coluna da matriz A,

referente a x,, é eliminada, obtendo-se a seguinte matriz A; com deficit de caracteristica d=0:

T -1 0] [o]]
-1 1| |0 [xf'l Cy
-1 0 01 C
A6'4:[Af’3 Agvl]: S =/l *||, C4=101.0000m .
0 -1 1||0 el LG
0 -1 0|1 [Xz' [C,]
| 0 0 -1 |1

Para obter a estimativa do vector dos pardmetros utiliza-se a expressao
juntamente com a informacé&o estatistica seguinte, isto é:

T T —
g3l 3,6 6,3y-1 53,6 6,1 6x151,1
X1™ = (A" g A" ) TAY” Peg(£7 —AX3Y)
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[ -1 1 0]
-1 01
-1
. -1 00
%, =[101.0000], L=|-1|, A = ,
0 -1 1
-1
0 -1 0
| 0 0 -1
100.9976 0.5000 0.2500 0.2500
X1 =|100.9982 | = cotas dos pontos Py, P2 e Ps, Qpar:1.0><10_6 0.2500 0.5000 0.2500 |,
100.9991 0.2500 0.2500 0.5000
[-0.6000 | [ 05000 -0.2500 -0.2500 0.2500 0.2500 0
-0.1000 -0.2500 0.5000 -0.2500 -0.2500 0 0.2500
3| 0.7000 _6/-0.2500 -0.2500 0.5000 0 -0.2500 -0.2500
5 =1.0x10 , Qres =1.0x10 ,
-0.3000 0.2500 -0.2500 0 0.5000 -0.2500 0.2500
-0.3000 0.2500 0 -0.2500 -0.2500 0.5000 -0.2500
| -0.4000 | | 0 02500 -0.2500 0.2500 -0.2500 0.5000 |
[10.0006 | [ 05000 0.2500 0.2500 -0.2500 -0.2500 0o
0.0015 0.2500 0.5000 0.2500 0.2500 0 -0.2500
; 0.0024 o L0105 0.2500 0.2500 0.5000 0 0.2500  0.2500
i = s f =1.0x .
4us =1 0.0009 obs ajust -0.2500 0.2500 0 0.5000 0.2500 -0.2500
0.0018 -0.2500 0 0.2500 0.2500 0.5000  0.2500
0.0009 | | 0 -0.2500 0.2500 -0.2500 0.2500  0.5000 |

-
v'v 12 mm?

n-u+d 6-4+1

2

vTv=12mm?,s = = 0.4mm?, tr(Qpy )= 1.5x10°%, T =53 Qpar
b) Caso se considere que as observagdes sdo ndo correlacionadas mas de precisdo diferente, uma situacdo mais comum,

tem-se, por exemplo para a seguinte matriz de variancias-covariancias:

[0.0100 0 0 0 0 0
0 00225 0 0 0 0
5oy ~1.0x10° 0 0 00400 O 0 0 2.
0 0 0 00625 0 0
0 0 0 0 00900 0
| 0 0 0 0 0 0.1225 |
[0.0100 0 0 0 0 0 ]
0 00225 0 0 0 0
Qobs =10x107* 8 g O.OC?OO 0.02325 g g m
0 0 0 0 00900 0
| 0 0 0 0 0 01225
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200000 0 0 0 O 0

0 04444 0 0 O 0
b 10w10® 0 0 02500 0 O 0
obs 0 0 0 01600 0 0

0 0 0 0 01111 0O

0 0O 0 0 0 008166

sendo a matriz normal é dada por

1.6944 -1.0000 -0.4444 -0.2500
-1.0000 1.2711 -0.1600 -0.1111
-0.4444 -0.1600 0.6861 -0.0816
-0.2500 -0.1111 -0.0816 0.4427

Ngg4= A4]6TP6]6A6,4 =1.0x10° que sendo singular, ndo é invertivel (d=4-3=1).

Mantendo o ponto P, como datum, com cota igual a 101.0000 m, tem-se:

M-1 0 0] [ -1 1 0]
-1 10 1 -1 1
a-| O 0L X, =[101.0000], L=|-1|, A= 00
0 -1 10 1 0 -1 1
0 -1 0 1 0 -1 0
|0 0 -1 1] | 0 0 -1
100.9977 0.2385 0.2133 0.2042
X1 =|100.9987 | > cotas dos pontos Py, P> e P3, Qpar:1.0><10_5 0.2133 0.2719 0.2016 |,
100.9994 0.2042 0.2016 0.3251
[-0.1798] [ 0.0163 -0.0225 -0.0252 0.0612 0.0585 -0.0026]
0.0722 -0.0225 0.0699 -0.0342 -0.1326 -0.0117 0.1208
- 3| 05910 5| -0.0252 -0.0342 0.1615 -0.0091 -0.2133 -0.2042
b =1.0x10 , Qres =1.0%10 ,
-0.5480 0.0612 -0.1326 -0.0091 0.4312 -0.0703 0.1235
-0.8292 0.0585 -0.0117 -0.2133 -0.0703 0.6281 -0.2016
|-0.6812 | | -0.0026 0.1208 -0.2042 0.1235 -0.2016 0.8999 |
[0.0010] [ 0.0837 0.0225 0.0252 -0.0612 -0.0585 0.0026 |
0.0017 0.0225 0.1551 0.0342 0.1326 0.0117 -0.1208
- 0.0023 5| 00252 0.0342 02385 00091 0.2133 0.2042
fajus = ggo7 |+ Qopsaiust =101 o oo 01326 00091 01938 00703 -0.1235
0.0013 -0.0585 0.0117 0.2133 0.0703 0.2719 0.2016
| 0.0006 | | 0.0026 -0.1208 0.2042 -0.1235 0.2016 0.3251 |
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v'v 184 mm?

n-u+d 6-4+1

2

v v =1.84mm ,sS:

= 0.61mm?, tr(Qpar )= 0.8355x10° , 55 =53 Qar -

Como se poderia prever, a mudanga nos pesos das observacoes teve consequéncias ndo sé a nivel dos valores obtidos
para os parametros como para toda a informacgdo estatistica associada, em particular a relativa & matriz cofactor dos

parametros (razdo pela qual é necessario um cuidado especial na atribui¢do dos pesos correctos as observagoes).

c) De seguida, importa refrazer o calculo mantendo os Gltimos pesos das observacdes mas alterando o ponto tomado
como datum; considere-se assim o ponto P; como datum, ao qual se vai atribuir a cota 202.0000 m (ou qualquer outro valor
definido de forma arbitraria (como por exemplo a cota obtida para P1 no calculo precedente, 100.9977 m) ou através de
nivelamento geométrico a partir de uma marca de nivelamento da rede nacional):

-1 0 0] 1 0 O]
-1 10 L 010
-1 0 0 1 . 0 0 1
A= : %, = [202.0000], L=|-1], A = :
0 -110 X -1 10
0 -1 0 1 -1 0 1
| 0 0 -1 1 | 0 -1 1]
[ 1.0000 0 0 0 0 0 |
0 04444 0 0 0 0
0 0 02500 O 0 0 202.0010
Pyps =1.0x10° 0 0 '0 01600 © 0 , % =| 202.0017 |- cotas dos pontos Pz, Ps e Py,
' 202.0023
0 0 0 0 01111 0
i 0 0 0 0 0  0.08166 |
[ -0.1798]
0.0722
0.0837 0.0225 0.0252
-5 - _3 0.5910
Qpar =1.0x10 0.0225 0.1551 0.0342 |, b =1.0x10 05480 |
0.0252 0.0342 0.2385 '
-0.8292
| -0.6812 |
0.0163 -0.0225 -0.0252 0.0612 0.0585 -0.0026 | [ 0.0010]
-0.0225 0.0699 -0.0342 -0.1326 -0.0117 0.1208 0.0017
5| -0.0252 -0.0342 0.1615 -0.0091 -0.2133 -0.2042 - 0.0023
Qres =1.0x10 , Cajus = ,
0.0612 -0.1326 -0.0091 0.4312 -0.0703 0.1235 0.0007
0.0585 -0.0117 -0.2133 -0.0703 0.6281 -0.2016 0.0013
| -0.0026 0.1208 -0.2042 0.1235 -0.2016 0.8999 | | 0.0006 |
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0.0837 00225 0.0252 -0.0612 -0.0585 0.0026]
00225 01551 00342 01326 0.0117 -0.1208
5| 00252 00342 02385 00091 02133 0.2042
Qovsajust <1010 o 561> 01326 00091 01938 00703 -0.1235
-0.0585 0.0117 02133 00703 02719 0.2016
| 00026 -0.1208 02042 -0.1235 02016 0.3251 |
vlv  184mm?

vTv=1.84mm?,s2 = = 0.61mm?, tr(Qpar )= 0.4773x10°° , 30 =53 Qpar -

n-u+d 6-4+1

A mudanca de datum, para além da alteragdo Obvia nos pardmetros, isto €, nas cotas , reflectiu-se na matriz cofactor
dos parametros; a restante informacao estatistica relativa aos residuos, observagdes ajustadas e respectivas matrizes cofactor
manteve-se. Caso tivesse sido tomado para cota do ponto considerado como datum o valor P1=100.9977 (a cota obtida em b)
para Pi), as cotas dos restantes pontos seriam P,=100.9987, P;=100.9994, P,=101.000, isto é, o valor dos parametros ndo se
alterava mas a matriz cofactor seria diferente! N&o é portanto indiferente a escolha do datum, mesmo nesta situacdo em que
n&do h alteragdo do valor das cotas, implicando a alteracdo do ponto origem da rede a variagao da precisdo das cotas.

A posicdo relativa dos pontos ajustados huma rede de constrangimento minimo é invariante e forma uma estrutura
rigida. Quer isto dizer que independentemente do datum adoptado, embora as coordenadas dos pontos da rede variem de caso
para caso, as distancias ajustadas e os angulos ajustados ndo variam.

d) Os exemplos anteriores traduziram-se na fixagao da cota de um Unico ponto como datum numa rede 1D, suficiente
para a resolucdo do deficit de caracteristica do sistema de equagdes, obtendo-se desta forma uma rede com constrangimento

minimo. Mantendo as altitudes dos pontos P, e P, fixas ao longo do ajustamento, estes pontos sdo escolhidos como novo

datum numa rede constrangida (com um constrangimento superior ao estritamente necessario para eliminar o deficit de

caracteristica da rede. Tem-se entdo que as duas Ultimas colunas da matriz A, referentes a x;e a x,, sdo eliminadas, obtendo-

se a seguinte matriz com deficit de caracteristica d=0:

T-1 1][ 0o 0]]
-1 1 0 [)_(21 {cl}
764 :[Ale,z Ag,z]: -Loojoo 1 H e % { 500.9994}
0 -1/ 1 © [_21 {cg} 501.0000
0 -1/l 0 1 X2 C4
0 o][-1 1]

500.9977

21 2,67 6,2y-1 26T 761 A6x2 521y —
Xpm = (AL” Po A ) TATY Peg(£7 =AY X5 )—{ 500.9987

} - cotas dos pontos 1 e 2,

0. =10 105[ 0.1102 0.0867 }
par =L.UX )

0.0867 0.1469
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[ -0.1800 ] [ 0.0016 -0.0023 -0.0023 0.0060 0.0060

0
0.0792 -0.0023 0.0115 -0.0110 -0.0087 -0.0087 0
< 10x10-3 0.5792 . Qp ~10x10°* -0.0023 -0.0110 0.0290 -0.0087 -0.0087 0
-0.5409 0.0060 -0.0087 -0.0087 0.0478 -0.0147 0
-0.8409 0.0060 -0.0087 -0.0087 -0.0147 0.0753 0
| -0.7000 | | 0 0 0 0 0 0.1225]
[ 0.0010] [ 0.0837 0.0235 0.0235 -0.0602 -0.0602 O]
0.0017 0.0235 0.1102 0.1102 0.0867 0.0867 0
i 0.0023 Oure e =10x10° 0.0235 0.1102 0.1102 0.0867 0.0867 0
Aus 0.0007 | <opsaust -0.0602 0.0867 0.0867 0.1469 0.1469 0
0.0013 -0.0602 0.0867 0.0867 0.1469 0.1469 0
| 0.0006 | | 0 0 0 0 0 0|

o'v 186 mm?

n-u+d 6-4+1

2

v’ L =1.86 mm?, sg:

= 0,62 mm?, tr(Qpy )= 0.2571x10%, £y =53 Qper

Neste caso, as cotas de P; e P, ndo podem ser escolhidas de forma arbitraria, devendo a equagdo de constrangimento

que relaciona os dois pardmetros corresponder a realidade fisica que é o desnivel entre ambos os pontos: caso contrario, para

verificar o constrangimento os residuos das observag¢des tornam-se muito grandes, de forma a adaptarem-se a rede.

T-1 1] o o]
-1 0|l 1 o0 [22,1 {Cl}
A6‘4:[A§.,12 Aglz]: -Loojo o H e | )_(2{ 510.9994}
0 -1{| 1 0 [AM] {cﬂ 501.0000
0 -1/ 0 1 X2 C,
|0 of|-1 1

507.2806

s21 2,67 62102675 (761  A6x2 521y —
%21 = (A28 ps (AS2)IA26 p (781 A2 321y =
17 =(A7" PsgA") AT Pgl 2 X57) { 507 2003

} —> cotas dos pontos 1 e 2,

0. =10 105[ 0.1102 0.0867 }
par =L.UX s

0.0867 0.1469

[ -0.0815 ] [ 0.0016 -0.0023 -0.0023 0.0060 0.0060 0
3.7172 -0.0023 0.0115 -0.0110 -0.0087 -0.0087 0
- -6.2823 _4| -0.0023 -0.0110 0.0290 -0.0087 -0.0087 0
o= , Qres =1.0x10
3.7979 0.0060 -0.0087 -0.0087 0.0478 -0.0147 0
-6.2024 0.0060 -0.0087 -0.0087 -0.0147 0.0753 0
| -10.0007 | | 0 0 0 0 0  0.1225]
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0.0837 0.0235 0.0235 -0.0602 -0.0602

-0.0803 ]
3.7188 0.0235 0.1102 0.1102 0.0867 0.0867
- - 6.2806 _s| 0.0235 0.1102 0.1102 0.0867 0.0867
Lajus = » Qobs ajust =1.0x10
! 3.7991 4 -0.0602 0.0867 0.0867 0.1469 0.1469
-6.2003 -0.0602 0.0867 0.0867 0.1469 0.1469
| -9.9994 | o0 0 0 0 0
o'v 1,86 mm?

v’ v =1096.04 mm?, s§ =

n-u+d 6-4+1

O O O o o o

—548.02 mm?, tr(Qpar )= 0.2571x10°5, %5 =53 Qpar -

Exemplo: considerando a rede 2D constituida pelos pontos 1, 2, 3, 4, foram realizadas as 6 observagdes de angulos

azimutais indicadas na figura 4.24. (a precisdo angular é igual a 3°°, observagdes ndo correlacionadas). Ajuste a rede

considerada.

342 =50°.3349

241 =38°.7919

412 =72°.7162

124 =68°.4919

423=81°.7109

234 =47°.9542

tabela 4.10. Observacbes

¥
2
A
>

Z
&,

figura 4.24. Rede de triangulagdo

As seis equacdes que relacionam as observacfes com os pardmetros sdo:

0_
R =R%2-R%4-412+v, =atan Yg
0_

A 0_
F, =R%3-R%4-423+v, =atan Yg
0
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. 0 _ %0 x9_x0 .
Fp=R%1-R%2-241+v, =atan =24 _atan =24 2414 v, =0
Y2 - Y2 Y9 -Y?
0 0 0 0
Fs=R°4,2—R°4,3—342+2n+v5=atanxg Xg— Xg Xg—342+2n+v5=0
Y9 - Y2 Yd - Y3
. 0 _ 0 0 _ 0 R
FG:R°3,4—R03,2—234+v6:atan%— %—23“%:0
Y9 -YS Y9 - Y}

O modelo linearizado é representado por v8!+A®® 5381+ W81 =0, podendo utilizar-se as equacdes de angulo

azimutal linearizado previamente apresentadas:

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
v2-v9 yl_vy x2-x%  x%_x (Y—) (x—) (Y—Y) (x-)
'32 A _ C2 A I5X A + CZ A 52 A - BZ AlsX g + 32 AlSYg + C2 AlsXc - °2 AlSYe =0-0g +v
h 0AB h 0AC h 0AC h 0AB h 0AB h 0AB h 0AC h 0AC
obtendo-se
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
vo-vl v0_vy x9-x? x%-x vo-vy, - -y, M9 —M ~
R=| At -2 oxg+| 2 - AL by - A Lax, + AL ey, + 2 —Lex, - —2 216Y2:412—4120+v1
d? d9 d9 d9 % d9 d9 d9
41 21 21 41 41 41 21 21
0 0 0 _ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a0 o
F= Y ZZ—Y3 ZZ 5X 5 + X3 >2(2 X4 >2(2 8Y2—Y4 \2(2 5x4+x4 >2(26Y4+Y3 ZZ 5x3—M3 ';"ZSY3:423—4230+V2
d2, d3, d3, d2, d2, d2, d3, d3,
0 0 O 0 0 w0 0 0 0 _\0 00 0 0 0 _ a0 o
3= A :2 _Ya \2(2 X5 + X4 >2<2_x1 ?2 8Y2—Y1 :2 5xl+xl X26Y1+Y4 \2(2 5x4—M4 2A25Y42124—1240+V3
0 0 0 0 0 0
di2 dz2 dz2 di2 di2 di2 dz2 )
0 0 0 _ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 \p0 o
Fa= Y2 Z“-Yl Z“ 5X 4 + Xi ;(4 X2 >2(4 8Y4—Y2 Z“ 5x2+X2 >2(46Y2+Yl :4 sxl—Ml '2\/|46Y1:241—2410+V4
d34 dP4 dP4 d34 d34 d24 dig dP4
0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a0 o
F5 = Y3 Z“-YZ Z4 5X 4 + X2 >2<4_x3 >2(4 6Y4—Y3 \2(4 5x3+X3 )2<46Y3+Y2 Z“ 5x2—M2 ';/I4SY2=342—3420+V5
d34 d34 d34 d34 d3.4 d3.4 d34 d34
0 0 O _\0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o
Fp = Y2 Z3 _Ya Z3 5X3 + X4 )2(3—X2 )2(3 6Y3—Y2 Z?’ 5x2+X2 X3 5Y2+Y4 Z?’ 5x4—x4 >2<3 Y, = 2342340 1 vg
d3 dg dg d3 d d d d
23 43 43 23 23 23 43 43

O deficit de caracteristica desta rede é igual a quatro, pelo que é necessario fixar as coordenadas X e Y de dois dos

pontos, correspondentes & posicdo, orientacdo e escala da figura considerada (ou, como alternativa, fixar as coordenadas X e

Y de um ponto, uma distancia entre dois pontos e um rumo entre dois pontos). Atribuindo valores arbitrarios a (X1, Y1), (X2,

Y>), de tal forma que 6X1=0, 8Y1=0, 6X>=0, 8Y>=0, calculam-se as restantes coordenadas dos pontos da rede utilizando as

observacdes efectuadas, valores que vao ser utilizados como aproximacdo inicial no processo iterativo, juntamente com a

matriz P dos pesos das observagdes (o referencial utilizado é definido de forma a que a origem coincida com o ponto P; e 0

eixo Y tenha a direccdo dos pontos P1 e Py):
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X1=500 m Y1=500 m

X2=500 m Y2=715.496 m

X3=330.814 m Y3=1010.945 m

X4=194.430 m Y4=595.079 m

iteracao = 1

0.00066002855892
-0.00126475754260
0.00115463753269
0.00032627415256

dX =

X3 = 3.308146600285589e+002
Y3 = 1.010943735242458e+003
X4 = 1.944311546375327e+002
Y4 = 5.950793262741526e+002

iteracao = 2

-0.2123831%485793

0.41788393%07236
-0.3717905072188
-0.0997187@77516

dX = 1.0e-008 *

X3 = 3.308146600285589e+002
Y3 = 1.010943735242458e+003
X4 = 1.944311546375327e+002
Y4 = 5.950793262741526e+002

Exemplo: considerando a rede 2D da figura 4.25., foram realizadas as observac@es de angulos azimutais e distancias
horizontais indicadas na tabela 4.11. (a precisdo linear é igual a 0.002 m e a preciséo angular ¢ igual a 3°*, observacdes néo

correlacionadas). Ajuste a rede considerada.
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5
(o8
d1,2=215.496 m G
d2,3=340.461 m ® »
©0
d3,4=437.658 m 13
d41=320.020 m 4 B3s
41 3 50,2, 25 2
123=150°.2028 o
27 N
~ \Q\\ i
412 =72°7162 2 N
4 g N
0.0 ® g
3
tabela 4.11. ObservacGes

figura 4.25. Configuracéo da rede 2D

As seis equacdes que relacionam as observacfes com os pardmetros s&o:

(Yl —Y2)2 —Oyp+v; =0

-xaf +
Fz_\/(xg )2 \4} Y3°)2—d23+v2=0
-xif ¢

(Y3 —\(4)2 ~d34+v3=0

F47\/(X2 xl)2 (0 Y{’)Z—d4vl+v4:o

. %9 _ %0 x0_x0 .
R =R%2-R%4-412+vg =atan =2—"L _atan ==L 4124 v5 =0
- Y-,
2 1 4 1
. %0 _ %0 0_v0
Fe:R°2,3—R°2,1—123+v6=atang—atanu—123+v6=o
0_y0 vO _y0
3 2 1 2

O modelo linearizado é representado por v8!+A88 53811+ W5 =0, podendo utilizar-se as equagdes de distancia

(horizontal) e de &ngulo azimutal linearizad as previamente apresentadas:

0 0 0 0 0 0 0 0
X9 -x YAy X% - x -Y
BoXp+—2—Boya+—B “Asxp+—B Asyg=s—sy+v
So So So So
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ye-Y2 v2-v x2-xQ  x§-x (Y 7Y) (x 7x) (Y —Y) (x —x)
[ —8 - 02 A]axA+[ > A BZ A}SYA— BZ AlsXg + Bz AlsYg + Cz AlSXc - C2 AlSYc =0-0g +v
h 0AB h 0AC h 0AC h 0AB h 0AB h 0AB h 0AC h 0AC
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obtendo-se
x? - X9 Y2 - Y9 X9 -x? Y9 -y
F]_: 10 28Xl+ L 0 28Yl+ 20 18X2+ 20 1 8Y2 :dl,z_d?,Z"'Vl
dl,Z 12 1,2 1,2
0 0 0 WO 0 0 0 0
X9 - X Yy-v X9 -Xx Yi_vy
F2:—20 35X, + 20 38Y, + 30 28X3+—30 283 =dy3—d35+v,
dys 23 23 23
0 0 0 O 0 0 0 0
X9 - X Yi-v x9-x Yd-v
F3 :%SX3+ 3 4 5Y3+ 40 3 SX4 +4T36Y4 :d3’4—d814 +V3
d34 d3a4 d3s 34
X9 - %9 Y -vP X9 - %9 Y2 -v)
F4 :%8)(4-'» 4 0 1 8Y4+ 1 0 48X1+%8Y1=d4yl—dgyl+\/2
dasg daz dag 21
0 y0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 000
vo_v0 vy0_y x%_-x9 x0_x yO_v x0 _x -Y -M .
Fs=| -2 21 2 21 5X 1 +| —2 21 4 21 Sy, ——2 21 5X g +—2 215Y4+ 2 21 §Xy ——2 215Y2:412—4120+v5
0 0 0 0 0 0
d4,1 d2,1 d2,l d4,1 d4,1 d4,1 d2,1 d2,1
0. 0 O 0 0 o0 0 0 00 040 0_ 0 040
vo-v9 yO_vy x9-x9 x%_x v9_v x9-x vO_vy x9-x .
Fo=| =2 227 L 22 5X 5 +| —L 227 3 22 SY, ——2 22 §Xg +—2 228Y3+ L 22 §Xq — 1 226Yl:123—1230+v6
0 0 0 0 0 0 0 0
d2,3 d2,1 d2,1 d2,3 d2,3 d2,3 d2,1 d2,1

Neste caso, como as observac@es de distancia introduzem uma escala na rede, o deficit de caracteristica é igual a trés,
pelo que é necesséario fixar as coordenadas X e Y de um ponto e a coordenadas X ou Y de outro ponto (ou, como alternativa,
fixar as coordenadas X e Y de um ponto e um rumo entre dois pontos). Fixar, como no caso anterior, as coordenadas X e Y de
dois pontos traduz-se na introducdo de um constrangimento, deixando a rede de ser de constrangimento minimo, o que nao se
pretende. Atribuindo valores arbitrarios a (X1, Y1) e X, de tal forma que 6X1=0, 8Y1=0, 6X»=0, calculam-se as restantes
coordenadas dos pontos da rede utilizando as observacdes efectuadas, valores que vao ser utilizados como aproximacéo inicial
no processo iterativo, juntamente com a matriz P dos pesos das observagdes (o referencial utilizado é definido de forma a que

a origem coincida com o ponto P; e 0 eixo Y tenha a direc¢do dos pontos P e Py):

X1=500 m Y1=500 m

X2=500 m Y2=715.496 m

X3=330.815m Y5=1010.945m

X4=194.431' m Y4=595.080 m

tabela 4.12. Coordenadas aproximadas
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P =
1.0e+009 *
0.0003 0 0 0 0 0
0 0.0003 0 0 0 0
0 0 0.0003 0 0 0
0 0 ] 0.0003 ] 0
0 0 ] ] 4.7272 0
0 0 0 0 o 4.7272
iteracao = 1

[ 0.02830391889760]

0.29415132041760
dX1 = 1.0e-003 * | -0.32465005626872
0.50527015773244
| 0.35938663488790 |

Y2 = 7.154960283039189e+002
X3 = 3.308142941513294e+002
Y3 = 1.010944675349944e+003
X4 =1.944305052701577e+002
Y4 =5.950793593866348e+002

(como nos dois casos anteriores parte-se de coordenadas aproximadas muito proximas das coordenadas ajustadas, 0 processo

iterativo converge muito rapidamente).
4.11. Defini¢do de um datum com constrangimentos

O modelo contendo equag8es de constrangimento entre os parametros tem a forma

{Anxu )—(uxl _ ‘[anl + anl

RT & guxd _zdd _ oonstante

conduzindo ao sistema de equagdes normais da forma
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AT Uxn pnxn pnxu Ruxd:| {)"(UX1‘|

AT uxn ann ‘[;nxl
Rdeu ded

Rdxl del

em que k é o vector dos multiplicadores de Lagrange e R“% é a matriz que representa os constrangimentos. Como a matriz
normal N = ATPA §é singular com deficit de caracteristica d=u-C(A), para que haja solucdo do sistema R tem que

consistir em d constrangimentos linearmente independentes que ndo sejam combinages lineares das linhas de A (o datum é
fixado através de R), o que algebricamente significa que o sistema das equacdes normais dado pela matriz N=ATPA deve ser

tornado regular através de uma escolha conveniente de R, de forma a que a caracterfstica da

(3 1 =ere

A abordagem seguida no caso do datum com constrangimentos tem a vantagem de poder ser generalizada com
facilidade, desde que os constrangimentos verifiqguem a condi¢do de que a solucdo seja Unica para o vector X dos parametros

da equacéo

e -k

obtendo-se entdo o sistema regular, em que € =constante:

- )

embora a inversao da matriz
ATPA R
RT 0
seja numericamente pouco eficiente, da forma:

|

emque N=ATPA, C(N+RRT)=C(A)+C(R)=u, isto &, N+RR' é regular. Nessas condicdes, a solucio é dada por:

(N+RRTT1N(N+RRTT1 (N+RRTT1R ATP7
}: ((N+RRTT1RJT 0 { }

i X

c
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X = (N+RRTT1 N (N+RRTT1ATP 2+(N+RRTT1R ¢
R:[(N+RRT)1R)TATPZ=6

Qx = (N + RRTTlN(N - RRTTl

Ajustamento da rede 1D com datum com constrangimentos: mantendo o ponto P, como datum, o constrangimento

RTs%x =¢, com ¢ =101.0000 (pois a altitude de P, considera-se fixa) tem a forma

0
R41_ 0 ,
0
1
[0.0100 0 0 0 0 0
0 00225 0 0 0 0
Sy ~1.0x10° 0 0 00400 O 0 0 m2.
0 0 0 00625 0 0
0 0 0 0 00900 0
| 0 0 0 0 0 0.1225 |
[0.0100 0 0 0 0 0 ]
0 00225 0 0 0 0
Qops =1.0x10°* 8 g 0.0;100 0.02325 8 8 m’
0 0 0 0 00900 0
| 0 0 0 0 0 01225
1.0000 0 0 0 0 0 ]
0 04444 0 O 0 0
B _10x10° 0 0 02500 0 0 0
obs 0 0 0 01600 O 0
0 0 0 0 011112 0
i 0 0 0 0 0  0.08166 |

sendo a estimativa do vector dos pardmetros dada por
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100.9977
241 _ (N“ L RMRLAT J_1N4,4[N4,4 L RAMRLAT j_lAA,eTps,eze,l +(N4'4 L RMRLAT J_1R4,161,1 _ 1282222 ,

101.0000

obtendo-se a mesma estimativa que no caso da definicdo do datum de varidncia nula pois P, é em ambos 0s casos 0 Unico

ponto do datum.

Tem-se ainda

0.2385 0.2133 0.2042 0.0000
0.2133 0.2719 0.2016 0.0000
0.2042 0.2016 0.3251 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Qpar = 1.0x107°

resultado idéntico ao do caso correspondente anterior. Para v e sg também se obtém resultados idénticos aos da solucéo b)

do datum de variancia nula:

[-0.1798 ] [ 00163 -0.0225 -0.0252 00612 0.0585 -0.0026 ]
0.0722 -0.0225 0.0699 -0.0342 -0.1326 -0.0117 0.1208
C Lox1o| 05910 O —10%10°5 -00252 00342 0.1615 -0.0091 -02133 -0.2042 |
-0.5480 0.0612 -0.1326 -0.0091 04312 -0.0703 0.1235
-0.8292 0.0585 -0.0117 -0.2133 -0.0703 0.6281 -0.2016
-0.6812 | | -00026 0.1208 -0.2042 0.1235 -0.2016 0.8999 |
0.0010] [ 0.0837 0.0225 0.0252 -0.0612 -0.0585 0.0026 ]
0.0017 0.0225 01551 0.0342 01326 00117 -0.1208
. 0.0023 5| 00252 00342 02385 00091 02133 0.2042
faius =| g oo | Qobsaust =LOA0 o oe1o 01326 00091 01938 00703 -0.1235
0.0013 -0.0585 0.0117 02133 00703 02719 0.2016
| 0.0006 | 00026 -0.1208 0.2042 -0.1235 02016 03251 |

o'v 184 mm?

n-u+d 6-4+1

v v =184 mm?, sZ = = 0.61mm?, tr{Qpar )= 0.8355x10° , 55 =53 Qpar -
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De forma idéntica, mantendo o ponto P, como datum, o constrangimento R'8% =¢, com ¢! =100.9977 (pois a cota

de P, considera-se fixa) tem a forma

sendo a estimativa do vector dos parametros dada por
100.9977

-1 -1 -1
24'1:(N4'4+R4’1R1'4TJ N4'4(N4’4+R4'1R1'4Tj A4,6TP6,6z6,1+(N4,4+R4,1Rl,4TJ R4 _ iggzggz ,

101.0000
obtendo-se a mesma estimativa que no caso anterior pois P; € em ambos o0s casos o Unico ponto do datum.

Tem-se ainda

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0837 0.0225 0.0251
0.0000 0.0225 0.1551 0.0342 |
0.0000 0.0252 0.0342 0.2385

Qpar = 1.0x10°7°

Embora, como j& foi dito, a definicdo de um datum através de constrangimentos se traduza na obtengdo de matrizes de
maiores dimensdes relativamente ao caso da definicdo de um datum com varidncia nula, com eventuais dificuldades na
inversdo das matrizes, hé neste primeiro caso uma maior versatilidade na fixacdo do datum, permitindo solucBes que ndo se
reduzem a fixacdo de coordenadas, como por exemplo manter a distancia entre dois ou mais pontos da rede fixa, impor que a

diferenca de cota de dois ou mais pontos ndo varie, etc.

Constrangimento numa rede 2D por fixacdo de coordenadas de dois pontos:

Pode impor-se este tipo de constrangimento quando uma rede plana consiste apenas em observacfes de angulos
azimutais, de tal forma que o deficit de caracteristica é igual a 4. Atribuindo coordenadas fixas a duas estacfes da rede,
remove-se este deficit de caracteristica: supondo que os pontos P e Q sdo escolhidos para constranger a posicdo, escala e

rumo, as equacdes de constrangimento R X = ¢ s@o obtidas de

Xp =Cq, YP:CZIXQ =C3,YQ =Cy,

onde c¢;,c,,cq,¢4 representam constantes, de tal forma que
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8Xp =0,8Yp =0,8Xq =0,8Y, =0,

ou, na forma matricial,

A
8y

0 0 1 0 0 0 ! To

0 0 01 0 0 8Xp | |0

0 0 00 1 0 8Yp | |0

0 0 00 0 1 8Xq| (O
3Yq

Constrangimento numa rede 2D por fixacdo de uma distancia horizontal PQ:

Este tipo de constrangimento pode impor-se em rede planas consistindo numa estacdo fixa, num rumo e angulos
azimutais observados, sendo neste caso o deficit de caracteristica igual a 1, correspondente a escala. Supondo que o elemento

da rede que vai ser utilizado para completar o datum é a linha PQ, a equacdo de constrangimento é
(Xq=Xp) 2(Yq - Vs ) 2=52,

onde s é o valor fixo que representa 0 comprimento do elemento PQ, tendo-se neste caso,
2(Xg—Xp)8Xq —2(Xq —Xp )8Xp +2(Yq —Yp )8Yo —2(Yq —Yp )8Yp =25ds=0
—(Xg =Xp)8Xp — (Yo —Yp )8Yp +(Xg —Xp )8Xq +(Yq —Yp )8Yo =0

ou, na forma matricial:

X
5o B
[ 0 0 =g =Xp) —(Yg-Yp) (Xg-Xp) (Yo-Yp) | A

8Xq
8%
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Constrangimento numa rede 2D por fixacdo de um rumo PQ:

Esta situagdo acontece numa rede plana consistindo numa estagdo fixa com observacdo de angulos azimutais e
distancias, sendo o deficit de caracteristica igual a 1, correspondente a uma rotagdo. Supondo que a linha PQ tem que ter
azimute fixo a, a equagdo de constrangimento correspondente é

(Xo =Xp /Yo ~Yp )=tana,

obtendo-se entdo a equacdo

—(YQ—_YPlaxP Yo _ng X + Xq —sz) 8Yp — Xq —sz) §Yq =———da =0
(Yo-Ye) D (Yo-Ye) (Yo-Ye) cos” a
Yo-Yp )

~(Yg = Y5 )3Xp +(Xg =X )8Yp +(Yg = Ve )8X g — (X =X )3Yq =(§()T;)da:o

(sena dpq )2

—(Yo = Y5 )8Xp +(Xq = Xp )8Yp + (Yo = Yp )X —(X g = X5 )8Yq = da=0

COS™ o
~(Yo = Yp )8Xp +(Xq =X )8Yp +(Yg = Y5 )8X o —(Xo =X )3Yq =tan? ad3q do=0

ou, na forma matricial:

A
Y,

] SXP
8Xo
8Yq

[ 0 0 o =(Yo-Ye)  (Xg-Xp) (Yo-Ys) ~(Xo-Xe)
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Exemplo: ajustamento da rede 2D com datum com constrangimentos: mantendo o datum através dos parametros

Xy, =My, X, =P, X3 =M,, tem-se que a matriz R dos constrangimentos é dada por:

e . T T o Y e Y e Y Y )
e v N s T s Y e Y e Y e
L . N s O s Y e Y e s

mantendo-se as matrizes A e W idénticas:

L =
a -1.0000 0 1.0000 a 0 0 0
a 0 0.43953 -0.8634 —-0.4958 0.8684 0 a
a 0 0 0 0.3128 0.54393 -0.3128 -0.94393
0.9550 -0.2985 0 a a 0 —-0.39550 0.2985
-0.0037 0.0030 0.0047 0 0 0 -0.000% -0.0030
0.0047 0 -0.0072 -0.0015 0.0025 0.0015 0 0

W

0.49a0
-0.3845
-0.3203
-0.3874&
-0.0004&
-0.0013

S . 5 = -1 1T - -1
sendo 0 vector 8X dos acréscimos aos parametros dado por 8x=(N+RRT) N(N+RRT) ATP£+(N+RRT) R, em que

/=W e ¢=0, obtendo-se convergéncia em duas iteracdes

-0.0000
0.0000
-0.00040
0.4981
-0.18480
-0.0551
0.4304
0.0793
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d_X:
1.0e-003 *

0.0000
-0.0000
-0.0000
-0.064%9

0.3181
-0.2554

0.09939

0.0994

sendo a solucdo final dos parametros dada por

M, = 500.000
P, =500.000
M, = 500.000
P, = 715.496
M = 330.814
Py =1010.945
M, =194.431
P, =595.079

igual & solucdo obtida com datum com variancia zero. A matriz cofactor neste caso é:

0
|

1.0e-004 *

0.0000 -0.0000 —-0.0000 -0.0000 —-0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000
-0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 —-0.0000 0.0000
0.0000 -0.00040 0.0000 -0.0000 -0.00040 -0.00040 0.0000 -0.0000
0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0368 -0.0123 0.0271 0.0055 0.0174
0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0123 0.14748 0.0392 0.0211 0.0871
-0.0000 0.0000 0.0000 0.0271 0.0392 0.0790 0.022 0.0703
0.0000 0.0000 0.0000 0.0055 0.0211 0.022 0.0481 0.0200
-0.0000 -0.0000 0.0000 0.017&a 0.0a71 0.0703 0.0200 0.10353

Particularizando o resultado anterior do datum com constrangimentos para o caso do datum com varidncia nula,

efectuando o rearranjo dos parametros de forma a que os Gltimos d elementos de % se refiram aos pontos do datum escolhido e

particionando A e R de acordo com este procedimento, tem-se:

N1z Nip

A=[A; A,] , RT=[0 14] , N:ATPA:{
Na1 No

} . com N =A;"PA;.
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Em conformidade com

. - -1 -
X| |A'PA R| |ATP/
k RT 0 ¢ |
o0 sistema tem a forma

_1 Tho

1 Ni; Nypp 0 A P/

-

2[=|Na1 N Iy Ay PL
0 Iy 0 ¢

XXX

cuja solugdo e dada por

)—(220

=0

i

Xy = (AlT P AJlAlTPZ — (AlT P AJlAlT PA,C

Qx, = (AlT P AJI

Qx, =0

Esta solucdo para o problema cléssico do datum, embora muito utilizada devido a facilidade da implementacédo
numérica e a facilidade na interpretagdo dos resultados, tem a desvantagem de, como ja tinha sido referido, o vector dos

parametros X e da respectiva matriz cofactor Qy; dependerem inteiramente da escolha arbitraria do datum. Para além disso, a

estimativa dos parametros X é enviesada, isto é,

E(X) = (N + RRTTlN(N - RRTTle + N(N + RRTTlRé # X

Qx = (N - RRTle(N+RRTT1,

que dependem obviamente da escolha dos constrangimentos.
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4.12. Invariantes

Apesar do enviesamento da estimativa X dos pardmetros obtida atras, existem funcbes de X que sdo invariantes

relativamente aos constrangimentos R e que portanto sdo estimadores ndo enviesados; estas fungdes, do tipo f =BX, devem
- - . o _ T\ o Ty x .

verificar certas condicdes, obtidas por substituicdo de X = (N +RR T N(N +RR T A'Pl+ (N +RR ) RC na equacdo anterior,
de forma a definir a estimativa f de f =Bx, isto ,

Y - —1 -1 - -1

f=Bx= B(N+RRT) N(N+RRT) ATP,€+B(N+RRT) RC,

Py = TV TV, - TV .
com E(f)=BE(X)=B|N+RR N(N+RR Nx+BIN+RR ') ©. Tem-se portanto que as duas condi¢cbes que B deve
verificar para que f seja invariante s&o:

-1 -1 -1
B(N+RRT) N(N+RRT) N=B B(N+RRT) =0.

Se se seleccionar B de tal forma que as suas linhas sejam combinacdes lineares das colunas de A, isto é, B=GA, entdo

verificam-se as duas condic8es anteriores:

GAQ:N=GA=B e  GAQ; =GASR'S)’=0

com Q;N=1, -Q,R e AS=0, sendo S uma matriz uxd de caracteristica d.

Dois exemplos importantes de fungdes invariantes sdo os vectores das observagdes ajustadas e dos residuos:

>

~

1=1+5=Ak=AQATP/, E() = AQuATPE(/) = AQuNX =AX, Q; =AQuNQuAT = AQ;AT

) A§<—?=(AQ11ATP—|)Z, E(()):(AQHATP—l)E(Z)=(AQ11N—A)>"<:0, Qs :(AQMATP—I)Q(AQMATP—I)T

sendo as respectivas matrizes cofactor independentes da seleccdo dos constrangimentos R. Uma vez que as observacbes
ajustadas e os residuos sdo independentes de R, entfo a forma quadratica ©'PS e a estimativa da variancia por unidade de
peso a posteriori s3 também sdo independentes de R, sendo por isso invariantes do modelo.

As posigdes relativas dos pontos de uma rede com constrangimento minimo sdo portanto invariantes e formam uma
estrutura rigida; quer isto dizer que seja qual for o datum escolhido numa rede livre, embora as coordenadas dos pontos da
rede variem consoante o datum, as distdncias e os angulos ajustados entre os pontos ndo variam. Em contraste com esta
invariancia nas observacBes ajustadas, repita-se, a matriz de varidncias-covariancias das coordenadas dos pontos depende

decisivamente do datum seleccionado.
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4.13. Definicdo de um datum de norma minima (trago minimo)

Nos dois casos anteriormente mencionados de estabelecimento de um datum, a estimativa por minimos quadrados dos
parametros ndo é, em geral, ndo enviesada nem de variancia minima, tendo-se, para além disto, que a solugdo obtida varia em

fungdo do datum seleccionado, pondo-se a questdo se havera algum critério para a selecgdo de alguma das solugdes {x}.

Normalmente, nesses casos, 0 datum é definido arbitrariamente, com base em consideracdes geométricas, de forma a distribuir
0 melhor possivel os residuos pelas diversas estacdes da rede (figura 4.26.). Esta estratégia tem a vantagem de, mantendo o
datum nos mesmos pontos ao longo do tempo, a comparacdo das coordenadas dos restantes pontos da rede em diferentes
épocas ser imediata, desde que existam razdes para supor que 0s pontos tomados para datum sdo efectivamente fixos. Num
caso mais geral, para efectuar a comparacdo dos resultados entre épocas diferentes deve ser utilizado o método das

transformacdes de similaridade para ultrapassar o problemas dos deslocamentos relacionados com os pontos do datum.

X4

/
-

! I,”, \\{\\ l //
1 T - s e

a)
XT &
s p ~
2 ~. ’l,/ \\\
Dy -7
So { 7o X
1 B / ~
1 s 9\ /
P S / \U
\;\ "’,-‘-
1 ot e ot g
*Y b)
4 [
' 5
3 ca -~ T, h
- /”f hes
T, - &
b - 1 P
] ‘;" ] L 4 \\ p
i - i /
T 1 1
1 bt ‘.‘_.—-"“ -
o 7
- + Y C)

figura 4.26. Redes de constrangimento minimo, onde se indicam as elipses de erro em cada ponto: a) datum nos
pontos 1 e 3 (fixos); b) datum nos pontos 1, 2, 3, 4, 9, 10 e 11, através da minimizagdo da totalidade do traco da matriz Q
(constrangimentos internos); c) datum nos pontos 1, 2, 3 e 4, através da minimizacao parcial do traco da matriz Q
(constrangimentos internos). O traco tr(M) de uma matriz quadrada M é definido como a soma dos elementos da diagonal
principal. Se M for uma matriz de variancias-covariancias, entao tr(M) é a soma das variancias e pode ser interpretado como

uma medida da precisdo global do vector associado das variaveis aleatorias (parametros estimados).
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Para uma rede com deficit de caracteristica d, hd multiplas formas de impor constrangimentos que permitam a obtencéo
de uma solucéo, desde redes de constrangimento minimo (redes livres) a redes constrangidas. Dentro do primeiro grupo pode
considerar-se a solucdo particular designada por redes com constrangimentos internos em que 0s constrangimentos sao
aplicados ao centroide da rede, de tal forma que //x[®%%° —x, _¥x,/n, n=nimero de pontos da rede; estes
constrangimentos, definidos por R™x =0, traduzem-se em redes onde todos (ou apenas alguns) pontos contribuem para o
datum, isto é, as coordenadas de todos os pontos da rede variam ao longo do ajustamento (ndo ha pontos fixos). Séo
necessariamente redes locais, com coordenadas arbitrarias, ao contrario, por exemplo, de redes de adensamento, onde as
coordenadas dos novos pontos tém que se ajustar aos pontos da rede de ordem superior (rede constrangida). Neste sentido, as
redes livres sdo independentes dos erros das coordenadas dos pontos tomados como datum. Esta propriedade é importante
guando se utilizam observacfes GPS na densificacdo de redes convencionais, cuja preciséo é inferior. H4, no entanto, uma
dificuldadade em relacionar as coordenadas obtidas em épocas diferentes pois, variando o centroide da rede, o datum também
varia ao longo do tempo.

Partindo da solugdo geral no caso do datum com constrangimentos R,
5 Ty-1 YNy Ty-lpz Ty! Ty!
Xx=(N+RRDIN(N+RRDATP/+ (N+RRT)RE, Qi:(N+RR TN(N+RR T ,

pretende-se investigar se existe algum vector de { % } com trago minimo da matriz cofactor associada, isto €, estabelece-se o

critério
tr(Qy) = tr((N + RRTle(N + RRTT1) —min,onde N=ATPAe % éum elemento de {}.

Um método algébrico apropriado de obtencdo de uma matriz S que conduza a tr(Qgz) =min baseia-se nos valores
préprios da matriz normal uxu N=ATPA (qualquer matriz de caracteristica igual a d que verifique a condicdo AS=0 é uma
escolha possivel), dados por (N-2;1)s; =0, onde A; representa os valores proprios de N e s; 0s vectores proprios associados
a k.

Uma matriz quadrada M com caracteristica C(M) possui C(M) valores proprios ndo nulos e C(M) vectores proprios
linearmente independentes; se essa matriz M tem deficit de caracteristica d, os respectivos vectores proprios formam uma

matriz S,.4 que constitui um conjunto de constrangimentos para o datum de tragco minimo.

Constrangimentos internos:

Utiliza-se esta designacdo para descrever um conjunto de constrangimentos minimos cujas equacdes traduzem relagGes
funcionais entre incrementos de primeira ordem para as coordenadas das estacdes da rede; considere-se, para exemplificar este
tipo de constrangimentos, uma rede plana consistindo apenas em observagBes de angulos azimutais, de forma a que as

respectivas posicao, escala e orientacdo permanecem indefinidas, sendo o deficit de caracteristica da matriz normal igual a 4.
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Atribuindo a um dado ponto P da rede coordenadas (M;,Pi) como valores iniciais para 0 processo iterativo de

ajustamento por minimos quadrados, entdo as correc¢des da translagdo (8Mo,dP), da rotagéo do ¢ da escala (1+8)) traduzem-

se em novas coordenadas para o ponto P considerado:

R RS I ]

M,

Ml [ 1 0 B M| R
P | | 0 1 -M; PR &af

o

ou

Os constrangimentos internos de posi¢do, rotacdo e escala sdo aplicados ao centréide de todas (ou a uma parte) as

estacOes, a partir das respectivas coordenadas aproximadas. Se (Mg,Pg) forem as coordenadas do centréide dos n pontos da

rede, tem-se

de tal forma que a equagdo de constrangimento posicional (translacdo) é dada por 8Mg =0, 8P =0 ou, de forma

equivalente,

Zn:ESMi -0, anspi =0.
i=1 i=1

A equacdo de constrangimento rotacional é obtida a partir da imposicdo de que o rumo médio do centrdide para cada

ponto da rede permanece invaridvel: sendo 6¢; 0 rumo do centréide para o ponto P, tem-se entdo que
tan 6; = (M; —Mg )/(P - Pg),

0 que, ap6s diferenciacdo, da origem a expressao
00 = [(Pi —Pg )(5Mi —dMg )_(Mi -Mg )(SPi —8Pg )/déi J

onde dg; é a distancia do centroide a P. Para que o rumo médio (a média dos rumos) permaneca constante, tem-se
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i&eGi =0, isto é, Zn:[(Pi —Pg ) (BM; =8Mg )—(M; =M ) (8P, 8P )]=0,

que se pode simplificar na forma

n

D" (PisM; —MisR) =0.

i=1

A equacdo de constrangimento de escala é obtida através da imposicéo de que a distancia média do centrdide para cada

ponto de rede permanega constante, isto €,
d&i = (Mj + Mg P +(R +Ps F,
que apds diferenciacdo conduz a
3dgi =[(M; ~Mg ) (3M; —3Mg )+(Pi —Pg )(5Pi ~8Pg )|/ dg;i =0;

para que a distancia média permanecga constante, tem-se
n n
D 8dg; =0, ouseja, D (M; ~Mg ) (8M; —8Mg )+(P; =P ) (8P, 3P )= 0,
i=1 i=1

que se pode simplificar na forma

n

D" (MisM; +RsP) =0.
i=1

Sendo o vector solugdo X=[8M; &P, M, &P, . 8M, &P,]", entdo a equacdo matricial dos

constrangimentos internos é dada por
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oML
6P,
1 0 1 0
M,
~ 0 1 0 1 1
Bx = SPZ
PP -M P M = Py =My
M P, M P. M P,
1 1 2 2 n n 5Mn
| Py |
ou, na extensdo para trés dimensoes:
oM, ]
_ -l P
1 0 0 1 0 0 1 0 0
8C,
0 1 0 0 1 0 0 1 0
M,
0 0 1 0 0 1 0 0 1
- 8P,
BX = O Cl - P]_ 0 C2 - P2 O CI’] - Pn SC
-C 0 M, -GC, 0 M, -C, 0 M, 2
PP -M 0 P, —M, 0 P, —M, 0 M
Ml Pl C1 MZ PZ C2 Mn F’n Cn "
L | 8P,
| 8Cp |

A atribuicdo de valores iniciais (M?,PP,C?) a cada ponto da rede no inicio do processo iterativo é suficiente para a

definicdo do datum, obtidos fixando quaisquer dois pontos, numa solucdo inicial de variancia nula: as trés primeiras linhas de
B fornecem o constrangimento posicional, as trés linhas seguintes fornecem o constrangimento rotacional e a sétima linha o
constrangimento de escala. Se as observagdes efectuadas incluirem distancias, a sétima linha de B ndo é necessaria; de forma
idéntica, outras linhas de B podem ser omitidas se forem incluidas outros tipos de observagdes, como por exemplo diferengas
de cota.

Em cada época considerada o datum definido serd diferente, ndo sendo possivel comparar directamente 0s vectores
deslocamento e respectivas matrizes cofactor, sendo necessério reduzir as varias épocas a um datum comum. E possivel
efectuar uma mudanga de datum aplicando uma transformacdo que mantenha a geometria da rede. Para que isso aconteca, 0
nimero de parametros dessa transformacdo ndo pode exceder o deficit de caracteristica correspondente ao datum e deve ser
uma transformacéo de similaridade (subconjunto das transformacdes afins que englobam as rotacGes, translacGes e aplicagcdo
de um factor de escala uniforme). Uma transformacao de similaridade é também chamada de transformagdo conforme ou
isogonica. O modelo expressa a relagdo entre dois sistemas de coordenadas por meio de trés translagdes (Xo, Yo, Zo), trés
rotagdes (ex, ey, €;) e um fator de escala (k). As trés transla¢des sdo justificadas pela ndo coincidéncia da origem dos dois
sistemas; as trés rotacdes sdo necessarias para expressar o ndo paralelismo entre os dois sistemas de eixos e um fator de escala
é requerido para uniformizar (homogeneizar) a métrica dos dois sistemas. Assim, é necessario que se tenha pontos comuns nos

dois sistemas para aplicar a transformacéo, sendo um minimo de trés pontos requeridos para a obtengéo dos sete parametros.

DEGGE - Engenharia Geoespacial - jmrodrigues@fc.ul.pt — 2023/2024 92 /147



TOPOGRAFIA APLICADA 4. Monitorizacdo de estruturas

Quando na equacdo normal ampliada a matriz B for definida a partir dos elementos que traduzem constrangimentos
internos, a respectiva matriz inversa

-1
ATQ'A BT _[Nu Np
B 0 N, O

é regular e é tal que a matriz cofactor singular N;;correspondente a estimagdo por minimos quadrados do valor das
coordenadas tem traco minimo comparando com todas as matrizes cofactor obtidas da aplicacdo de constrangimentos de
outros tipos na mesma rede. A solugdo x obtida desta forma tem ainda norma minim,ou seja, X'x é minimo.

Pode mostrar-se que a matriz cofactor Ny, é igual & pseudo-inversa de Moore-Penrose de ATQ;'A , caso particular da
inversa generalizada M~ que satisfaz MM™ M =M e M~ M M~ =M~ podendo M ser ndo quadrada.; designando a pseudo-

inversa de Moore-Penrose da matriz M por M*, entdo a solugdo por minimos quadrados de trago minimo e de norma

minima das equagdes de observacdo AX = B+v, cuja matriz cofactor é Q;* pode obter-se de

)—:( _ ATQzlA BT -1 ATQle
Kk B 0 0

ou de

x=|ATQ;'a] ATQ;'B .
( Q T Q/

A primeira hipotese fornece um algoritmo de calculo mais eficiente pois as inversas de Moore-Penrose sao dificeis de

calcular no caso de existirem observacgdes de tipos diferentes, como por exemplo distancias inclinadas e diferengas de cotas.

Exemplo: ajustamento da rede 1D com datum com tragco minimo (norma minima), contribuindo todos os pontos para o
datum, considerado no centrdide da rede

Tendo a matriz

1.6944 -1.0000 -0.4444 -0.2500
-1.0000 1.2711 -0.1600 -0.1111
-0.4444 -0.1600 0.6861 -0.0816
-0.2500 -0.1111 -0.0816 0.4427

Ngs=Agg PsoAss =1.0x10°

deficit de caracteristica d=1, significa que um dos seus valores préprios é igual a zero; da definicdo de valores (1) e vectores

(V) proprios de uma matriz: N v = & v, os valores proprios sdo a solugio da equagio det(N-x1)=0, isto é:
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A =10° (0.0000,0.5694,0.9796,2.5454) ,

sendo 0s vectores proprios associados (convenientemente normalizados):

-0.5000 -0.1870 -0.3048  0.7887
—0.5000 -0.2306 -0.5834 -0.5971

V= .
—-0.5000 -0.4333 0.7377 -0.1347
—0.5000 0.8509 0.1505 -0.0570

Pondo

—0.5000

ga1 _ | ~0.5000
~[-0.5000 |
—0.5000

(-1 1 0 0] -
0
101 00 650007 o
R -1 0 0 1 /||-05000 ol -
tem-se AS4 sS4 = =| " |=0
0 -1 1 o0 ||—-0.5000 0
o 1 o 1 |L-0s000] f0
0
|0 0 -1 1| o

A estimativa do vector dos parametros, obtém-se de

-1 -1
- T T -
Xi,1=(N4,4 +541514 ) N4,4[N4,4 +341514 J Ay Psglpr, COM

1 1
[N414 +S4‘181‘4 j N414[N414 +S4,1Sl,4 j =

1.6944 -1.0000 -0.4444 -0.2500] [-0.5 N 1.6944 -1.0000 -0.4444 -0.2500
6|-1.0000 12711 -0.1600 -0.1111| |-0.5 6|-1.0000 1.2711 -0.1600 -0.1111
=10 + [F05 -05 -05 -05]| 10
-0.4444 -0.1600 0.6861 -0.0816 | |-0.5 -0.4444 -0.1600 0.6861 -0.0816
-0.2500 -0.1111 -0.0816 0.4427| [-05 -0.2500 -0.1111 -0.0816 0.4427
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1.6944 -1.0000 -0.4444 -0.2500] [-05 -

-1.0000 1.2711 -0.1600 -0.1111| |-05
0° + [-05 -05 -05 -05]| =
-0.4444 -0.1600 0.6861 -0.0816 | |-05
-0.2500 -0.1111 -0.0816 0.4427 | |-0.5

0.0401 0.0072 -0.0129 -0.0344
0.0072  0.0581 -0.0232 -0.0421
—-0.0129 -0.0232 0.0892 -0.0531
—0.0344 -0.0421 -0.0531 0.1296

donde

—1.200 mm
—0.200 mm
0.400 mm
1.000mm

-1 -1
- T T T -
X1 = (N4,4 +531574 j N4,4(N4,4 +541574 ) Aye Popler =

Quanto a matriz cofactor dos parametros x°, tem-se

0.0401 0.0072 -0.0129 -0.0344
0.0072  0.0581 -0.0232 -0.0421
—-0.0129 -0.0232 0.0892 -0.0531
—0.0344 -0.0421 -0.0531 0.1296

Q; = (N+RRTT1N (N+RRTT1 =10"°

pelo que

tlQ; )=03170x10

Exemplo: ajustamento da rede 2D com datum de trago minimo (norma minima): tem-se, apds a 22 iteracao:

A=
-0.0007 -1.0000 0.0007 1.0000 a a 0 0
a a 0.4343 -0.8681 -0.4363 0.8681 ] a
0 0 0 0 0.3123 0.8500 -0.3123 -0.48500
0.95448 -0.2978 0 0 ] ] -0.9544 0.2978
-0.0037 0.0030 0.0048 -0.0000 a a -0.0009 -0.0030
0.0048 -0.0000 -0.0072 -0.0015 0.0025 0.0015 0 0
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N:
1.0e+005 *

3.9469 -1.2334 -2.3912 -0.3203 0.5594 0.3198 -2.1151 1.2338
-1.2334 3.1433 0.6544 -2.5002 -0.0004 -0.0002 0.5793 -0.6428
-2.3912 0.6544 4.0778 -0.5817 -1.4826 0.5817 -0.2041 -0.6544
-0.3203 -2.5002 -0.5817 4.4842 0.9019 -1.9844 0.0001 0.0005

0.5594 -0.0004 -1.4826 0.8019 1.1&70 -0.1598 -0.2438 -0.7417

0.3198 -0.0002 0.5817 -1.9844 —b.lSQS 4,2408 -0.7417 -2.2562
-2.1151 0.5793 -0.2041 0.0001 -0.2438 -0.7417 2.59631 0.1622

1.2338 -0.6428 -0.6544 0.0005 -0.7417 -2.2562 0.1822 2.8985

Val =

1.0e4+005 *

Colurns 1 through &

5.7813 i} 0 ] 0
] 6.8453 0 ] 0
] 0 4.9966 ] 0
] 0 0 3.7870 0
] 0 0 ] 2.1314
] 0 0 ] 0
] 0 0 ] 0
] 0 0 ] 0

Columns 7 through B
] 0
] 0
] 0
] 0
] i}
] 0

0.0000 + 0.00001 0
] 0.0000 - 0.00001

(os valores proprios da matriz N séo os elementos da diagonal principal da matriz Val).
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Vec =

Colurns 1 through &

-0.414% 0.5682 -0.1305 -0.1827 -0.0828
0.3929 0.00848 -0.4245 0.29448 -0.5124
0.4524 -0.2802 0.1841 -0.68313 -0.1841

-0.4532 -0.4242 0.51591 0.0448 -0.1471

-0.1555 0.0783 0.1264 0.4040 -0.3214
0.3631 0.5190 0.4232 0.0430 0.3928
0.1173 -0.3643 -0.1793 0.4100 0.3883

-0.29a7 -0.1034 -0.5198 -0.3822 0.2669

(os vectores proprios da matriz N sdo as colunas da matriz Vec)

-0.5205 -0.1428 +
-0.1710 -0.1238 -
-0.47348 0.13688 + 0.01751 0.1368 -
-0.1710 -0.1238 - 0.37181 -0.1238 +
-0.4094 0.5200 0.5200

-0.1343 0.0953 - 0.38151 0.0933 + 0.38151
-0.45%7 -0.013%0 + 0.02471 -0.01%0 - 0.02471
-0.10448 0.2725 - 0.33001 0.2725 + 0.38001

.03031 -0.1428 -
.37191 -0.1236 +

03031
.37191
01751
.37181

[ . T e |
[ . s e |

L]

[ ]
[ ]

d¥ =
1.0e-003 *

-0.1928
0.1692
0.1231
0.0504
0.0454

-0.1102
0.0z242

-0.10%55

M, = 499.794
P, = 499.786
M, = 499.946
P, = 715.282
Mg = 330.969
P, =1010.850
M, =194.291
P, = 595.082
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0
|

1.0e-005 *

0.0823 -0.0011 -0.0117 -0.0235 0.0033 -0.0025 -0.0738 0.0272
-0.0011 0.2000 -0.0008 -0.0283 0.0813 -0.1103 -0.08%93 -0.0833
-0.0117 -0.0008 0.1633 0.0181 -0.0454 -0.0280 -0.1052 0.0108
-0.0235 -0.0283 0.0181 0.114%5 0.0435 -0.03348 -0.0380 -0.0550

0.0033 0.0913 -0.0484 0.0435 0.0988 -0.0445 -0.0554 -0.0903
-0.0025 -0.1103 -0.0280 -0.0334 -0.0445 0.1634 0.0750 -0.0195
-0.0738 -0.0833 -0.1052 -0.0380 -0.0554 0.0750 0.2344 0.0523

0.0272 -0.0833 0.01038 -0.03550 -0.0903 -0.01385 0.0523 0.1379

4.15. Transformacdo de datum

Diversos problemas de posicionamento podem ter uma solugdo conveniente através de uma transformacgdo de
coordenadas, sendo conhecidas as posi¢fes de um conjunto de pontos em ambos os referenciais. Um exemplo é o seguinte
problema: pretendem-se as coordenadas do ponto C mas apenas os pontos A e B, de coordenadas conhecidas, podem ser
observados de C; determina-se entdo um ponto auxiliar D, a curta distancia de C, que também é observado de C (figura 4.27.).

Estaciona-se em seguida no ponto D.

/X

"y

figura 4.27. Problema dos dois pontos

A solucdo obtém-se da forma seguinte: adopta-se um referencial local com origem em C, com eixo das ordenadas
segundo a direccdo CD: neste referencial, as coordenadas de C sdo Xc=0, Yc=0 e as de D sdo Xp=0, Yp=d, sendo d a
distancia CD. A partir dos angulos ACD e ADC e da distancia d calculam-se as coordenadas de A no referencial local; a partir

dos angulos BDC e BCD e da distdncia d calculam-se as coordenadas de B no referencial local. Obtém-se desta forma as

coordenadas de A e B no referencial global (X,Y)e no referencial local (X,Y); os dois referenciais podem relacionar-se

através de uma transformagc&o de similaridade que consiste numa translaco de componentes (a,b) segundo (X,Y)que leva a

coincidéncia das origens dos dois referenciais, numa rota¢éo 6 e num factor de eccala A:
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SN B R

figura 4.28. Transformagdo de similaridade

As quatro incognitas a, b, P, g podem determinar-se se forem conhecidas, como é o caso, as coordenadas de dois

pontos em ambos os referenciais:

0=Rag—Rag
5 = das
dap
p=7%cos6= (Xg _XAXXB _XA)+(YB _YA)(YB —YA)
dis
q="%sin6 = (Ys _YA)(XB _XA)'*' (Xg - XA)(VB —VA)
die

Tendo sido estabelecido um datum a partir de um conjunto de contrangimentos R,'% =0, pretende-se efectuar a

transicdo para outro datum definido pelo conjunto de constrangimentos R,'X =0 através de uma transformagdo de
similaridade S que evite a repeticdo da inversdo da matriz normal de dimensdo uxu, a custa de d parametros
convenientemente seleccionados que ndo deformem a configuragdo da rede.

Sendo R; =B;Se R, =B,S, em que, por um lado, AS=0 e S'S=1,4 e, por outro, as matrizes B, e B, sd0 matrizes
diagonais cujos coeficientes sdo 0 ou 1 (com pelos menos d elementos ndo nulos), de tal forma que tornam nulas as linhas de

S que correspondem aos 0 de B e mantém as restantes linhas. Desta forma, consoante a forma da matriz B é obtido um

constrangimento diferente, como por exemplo:

a) B =1= R =S = datum trago minimo

[0 0 I
b) B= o L7 datum com variéncia zero
d

[0 0 0O
c) B=| 0 I 0},k>d=datum com norma minima
0 0 O
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(esta Gltima solugdo minimiza a norma parcial |x| consistindo nas k incdgnitas indicadas pelo bloco 1, da matriz B anterior

de tal forma que a soma das correspondentes k variancias, isto &, o traco parcial da matriz cofactor, é minima).

E possivel definir uma transformagao de datum numa rede a partir de uma escolha razoavel da matriz B. A estimativa

A - . . ~ . . 1 1
dos parAmetros x,; associada com os constrangimentos R;'x =0 possui matriz cofactor Q; :(N+R1R1TT N(N+R1R1IT ;
1
outros constrangimentos R,'x =0, que conduzem ao vector de pardmetros X, e a correspondente matriz cofactor
B T\ 1 ~ . 5o S _ Tyv-1y =
Q; =IN+RyR; ) N(N+R;R, ), estando estas duas solucdes relacionadas pela relagdo X, = Kj%;, Ky =(N+RjR; )N =
2

1-S(Ry'S) Ry, Qg, = KeQx, Ky -

Ajustamento da rede 1D com datum por minimizacdo da norma parcial: se os pontos P, e P; forem escolhidos como

datum, entdo a matriz B ¢é da forma

obtendo-se
Ry=ByS=(0 1 1 0)T

e 0 assim o constrangimento R,' X =0 conduza X, + X5 =0.

De

1.6944 -1.0000 -0.4444 -0.2500
-1.0000 1.2711 -0.1600 -0.1111
-0.4444 -0.1600 0.6861 -0.0816
-0.2500 -0.1111 -0.0816 0.4427

N414 = A4,6TP6,6A6,4 =1.0x 106

tem-se entdo

00710 00178 -0.0178 0.0413
00178 00484 —0.0484 0.0133

Q: =(N+Ry Ry IN(N+Ry Ry ) =10"°
x ~0.0178 -0.0484 0.0484 —0.0133
00413 00133 00133  0.2500

tr Q; parcial = 107°(0.0484 +0.0484) = 0.0968 x10~°
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[1.2mm]
3 0 0 1]+t 0 0 Ohesmm
3.0, AT 1L 0 1 -1 off 1 O -1 -1 0{1.7mm _
’ X1 8/ 0 1 1 0|l o 1 1 0 -1//1.2mm
1003Oo 0112.1mm
| 1.3mm |
[1.2mm]
[-0.375 -0.375 —0.250 0 0125 0.125]1.6mm
| 0125 -0.125 0 -0250 -0.125 0.125|17mm|
-0.125 0.125 0 0250 0.125 -0.125{1.2mm
|—-0.125 -0.125 0.250 0 0375 0.375)2.1mm
_1.3mm_
[—1.05mm
_|-0.45mm
| 0.45mm
| 1.35mm
- d Tz
“ngl“— ngl Xg'l=1.82 mm

H?‘EJH parcial = y/(-0.45)” +0.45” =0.64 mm

O resultado é compativel com os constrangimentos; a comparagdo com as solugdes a, b e ¢ mostra que a defini¢éo do

datum por minimizacdo da norma parcial, isto é, a soma dos elementos da diagonal de Qg que se referem a x, e a X3 €

menor que a restantes solugdes, enquanto que o traco completo excede o valor correspondente a solugdo anterior.

Ajustamento da rede 1D com datum por transformacdo de datum: se os resultados para X e Qy correspondentes a um

datum forem conhecidos, entdo pode definir-se outro datum através de uma transformacéo; considere-se por exemplo a

transformac&o da solugdo a para a solucéo ¢ por intermédio de

_ k€ T
Qy(c =K Qy(a KC

K.=1-S(R.' 9 *R,"

Os constrangimentos para o datum csdo S, =R, RCT

%(1 1 1 1),sendoamatrizS=(1 1 1 1)7;assim,
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R.'S=—==2
4 1
(RCTS) ! :E
3 -1 -1 -1
-1 3 -1 -1
< L
41-1 -1 3 -1
-1 -1 -1 3
-1.125mm
2 | —0.525mm
K, X® =
0.375mm
1.275mm

Como se viu, a definicdo de um datum pode ser obtida através da introducdo de constrangimentos que, para terem
significado geométrico devem ser do tipo RT % =0, com R=BS, sendo B seleccionada como se indicou no paragrafo anterior
e S a matriz de transformacéo tal que AS=NS=0. No caso de uma rede 1D, é necessario estabelecer um constrangimento
devido ao facto de o deficit de caracteristica ser igual a 1, tendo a forma ST(L 1 1 1)a, onde a é uma constante qualquer;

para a solucdo ser numericamente estavel, a matriz S deve ser normalizada, isto é, a respectiva norma (comprimento de cada

linha) deve ser igual a um. O método geral de normalizacéo € SnT = (STS)_% ST :>SnT S, =1, existindo para quaisquer
matrizes quadradas regulares; no caso especial de uma rede 1D, tem-se SnT :%(1 1 1 1), onde u é o nimero de
u

elementos ndo nulos de S.

No caso de um datum 2D com deficit de caracteristica d=4 sdo necessarios 4 constrangimentos; sendo 0s parametros a
estimar representados por X' = (%1,Y1, X2, Y2, Xp,Yp) » Xj€ Y; as coordenadas aproximadas e X; e y;as correccles as

coordenadas, entdo

iooX Ve Xl Y (% - X3i) =0
Z(iiii"’yiyi)zo

Para efectuar a normalizacdo de S, o sistema de coordenadas sofre uma translacdo de forma a que a respectiva origem

0

coincida com o centro de gravidade de rede, ou seja, X; = x;° —inolp Y=y - Zyiolp, em que x;° e y,° representam as
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coordenadas no sistema original (neste procedimento as colunas sjT de ST tornam-se ortogonais, isto &, sJ-Tsk =0 para j=k,

sendo entdo S'Suma matriz diagonal). Geometricamente, as duas primeiras colunas de ST estad relacionadas com a translagéo
em X e y; a terceira coluna define a rotacdo em torno do eixo vertical e a quarta coluna ajusta a escala das observacdes em

funcdo das coordenadas aproximadas. Se algumas observacdes contiverem informacdo sobre o datum, entdo a(s) coluna(s)

correspondente(s) de ST é (s&o) omitida(s).
4.16. Medidas de precisao em redes geodésicas

Em muitos casos, a deformagao a ser monitorizada por métodos geodésicos é de pequena amplitude, sendo geralmente
da mesma ordem de magnitude dos erros de observacdo, pelo que a configuracdo de rede e a avaliacdo da precisdo obtida tém
um papel preponderante na analise dos resultados. Considera¢Ges de ordem préatica impdem que os parametros do modelo de

ajustamento das redes geodésicas sejam as coordenadas dos pontos, verificando-se que o vector X assim como a
correspondente matriz  =; de varidncias-covariancias ndo sdo quantidades invariantes deste modelo, dependendo da
selec¢do do datum, o que torna dificil comparar a precisdo das posi¢des ajustadas.

Designam-se critérios globais aqueles que dependem da totalidade dos elementos da matriz cofactor dos parametros,
como por exemplo a precisdo, a fiabilidade e o elipsoide global de confiancga. Estes critérios ndo fornecem qualquer indicacéo
sobre pontos particulares da rede, razdo pela qual se utilizam com mais frequéncia critérios locais como sejam as elipses de
confianga, que indicam para cada ponto da rede um dominio de confianga para a localizagdo desse ponto, podendo planear-se
a rede de forma a que todas ou algumas elipses ndo ultrapassem determnados limites. Uma rede diz-se homogeénea se todas as
elipses tiverem a mesma dimenséao e diz-se homogénea e isotrépica quando para além de terem a mesma dimenséo todas as
elipses forem circulares (caso ideal), caso em que a precisdo das coordenadas dos pontos é a mesma em todas as direcgdes.

A matriz  uxu de varidncias-covariancias contém informacdo relativa A& precisio da rede,
3¢ =c5(N+RRT)IN(N+RRT)™; numa rede com constrangimento minimo, =; tem deficit de caracteristica d, isto &,
C(Zg)=r=u-d, o que quer dizer que existem d colunas redundantes nesta matriz, o que se traduz na ndo unicidade dos
valores obtidos. Foram desenvolvidos diversos métodos para ultrapassar este problema, embora nenhum seja inteiramente
satisfatorio (a situacdo melhora quando se comparam duas matrizes de variancias-covariancias, existindo parametros relativos

que sdo independentes do datum).

Um problema suplementar consiste na seleccdo do pardmetro o3 : no caso das variancias das observacdes serem

conhecidas e do modelo aplicado ser correcto, deve utilizar-se o3. No entanto, com frequéncia a informag&o a priori sobre a
precisdo das observacBes é vaga e 0 modelo pode ndo ser a melhor aproximacao da realidade: nesta situacdo é preferivel

utilizar-se s3, desde que o modelo tenha um nimero suficiente de graus de liberdade, ou seja, desde que (n—r)/r>05.
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Resumindo, ha trés factores que influenciam a precisao final dos parametros estimados:
a) A seleccdo da instrumentagdo e da metodologia (nimero de repeticGes das observaces) utilizadas.

b) A geometria da rede, isto ¢, a posicdo relativa dos pontos da rede e a configuragao das observagdes que ligam
esses pontos, o que determina a forma da matriz A.

c) A matriz P dos pesos, que contém o peso a priori das observacdes, que depende do tipo e da presicdo relativa

dessas observacdes.

N&o é pratico avaliar a precisdo de uma rede atravées da analise dos elementos da matriz de variancias-covariancias pois
0 nimero de elementos desta matriz € normalmente elevado; esta informacdo deve portanto ser comprimida numa medida
representativa que possa realgar a precisdo da rede, embora haja uma perda de informacdo neste procedimento.

A abordagem fundamental para a anélise da matriz de varidncias-covariancias é a decomposicao por valores proprios

de =5 . Sendo X o vector dos pardmetros de dimensdo u, X a correspondente estimativa por minimos quadrados e z:a matriz

A . A L. o7 1 Ay " . .. . .
de variancias-covariancias, a forma quadratica (x—x)T—ZN(x—x) é a equacao do hiper-elipsdide r-dimensional com centro
So

em X. Na hipétese de normalidade, X ~ N(%,Z;) e sendo o conhecido, a forma quadratica anterior tem distribuicdo qui-

quadrado com r graus de liberdade, isto é, (X—i)T%N(i—i) ~X12_a(r). Apos a seleccdo do nivel de significancia, por
So

exemplo, 1—a = 95% , 0 correspondente valor %2, (r) pode ser calculado, ficando o hiper-elipsoide definido pelos seus r semi-

eixos e respectivas direcgdes no espago (0s comprimentos destes eixos sdo proporcionais a raiz quadrada dos valores proprios

de r.eas respectivas direcgdes sdo dadas pelos vectores préprios). Partindo da equagao (Z; -2i)si =0, ie f,2,---,u}, onde
A€ 0 i-gésimo valor proprio de =; e s; 0 vector proprio associado, como X € uma matriz definida semi-positiva, existem
Czy)=r valores proprios positivos distintos e d=u-r valores proprios nulos, com u vectores prdprios distintos mutuamente
ortogonais. A equagdo homogénea (Z; =25 =0 tem solugdes ndo triviais se e sO se (Z; -M) for singular, ou seja, se o

respectivo determinante for nulo, det(Z; —2;) =0, ou,

O11—Aj 12 S1y
c Gop — A c
det 21. 22 |' ) 2u. -0
Su1 Su2 o Ouy — A
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cujo desenvolvimento conduz a um polinémio de ordem u em 2; (polinébmio caracteristico), de cuja solugdo se obtém os

valores proprios e vectores proprios. Cada par A;s; define um eixo do hiper-elipsoide através do semi-eixo a; =,/ck; e da
direccéo s;.
Diversas medidas podem ser utilizadas para reflectir aspectos diferentes da precisdo, medidas essas derivadas da

expressdo Iy =ogQ; =o5(N+RRT)"N(N+RRT)™, em que

[Qu Qi Qi - Q - Qp]
Qo1 Q=+ Q-+ Qy - Qyp
Q. - Qsil Qgiz ini Qsij QEip
Qu Q@ - Qi - Q5 - Qp
Qu Q2 - Qi v Qv Q)

é apresentada em blocos (matrizes) de 2x 2, cada um relativo a um ponto ou a um par de pontos, em que

Kok ke ke
Qkkzliqﬁx qﬁy} e ng={2ﬁ? qul,l

Y,
yx dyy yx  Oyy

Uma medida imediata de precis&o local é o desvio padréo das coordenadas; no caso de o3 conhecido, tem-se
Ox =004/ Uxx 1 Gy = Gp4/0yy
onde os cofactores q sdo os elementos pertinentes da matriz zs . Quando &3 n&o é conhecido, tem-se:

Sx =S0y/Uxx 1 Sy =Sp4/0yy

(estes valores sdo frequentemente designados por erros médios quadraticos das coordenadas). Como as expressoes anteriores

dependem da redundéncia do modelo, é aconselhavel utilizar intervalos de confianca, para o que é necessario conhecer a

distribuicdo de (x —f()/s)«( . Admitindo uma distribuicdo normal para X , tem-se que (X —X)~ N(0,0%) , donde
P(-Cy 2 < (X—X)/0g < Cqyp) =1-a

ou
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P(X—05Cy/p <X <X+063Cq/2) =1-0
No caso de se conhecer s?, como (x ~X) ~ t(n—r), tem-se
P(—ty/p < (R—X)/sg <typ) =1-a
ou
P(i—sita,z <X< §+s;(ta,2) =l-a.

Uma forma pratica de evidenciar a precisdo de uma rede € utilizar elipses de erro ou de confianga, absolutas se se

referirem a um ponto ou relativas se se referirem a diferenga de posicéo entre dois pontos. Particularizando a expressdo do

hiper-elipséide para a posicéo de um ponto Px numa rede 2D, convenientemente multiplicada por o3, tem-se

X-%)" Qu(X=%) ~ 03 724, (2)

que é a equagdo de uma elipse cujos eixos sdo fungdo dos valores e dos vectores proprios de Qyy , pelo que resolvendo o

sistema (Q —Ail) s; =0em relagdo a %;, isto &,

K K
-\
de{qx"k Gxy } =0

qyx ql;y_}"
ou
(@ — (A%, —1) — gk, g% =0

cujas raizes sdo
1=l a4 2)
o =S (@ +olfy-2)
com

2% = (@ - o) ? +4aly, gk .
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Supondo conhecido o3, 0s parametros da elipse de confianca s&o

a =09y 7t o(2)
b =002 72 (2)

ZQ§y
qix _qsy

tan2a =

onde a é 0 rumo do semi-eixo maior da elipse.

e Posigio verdadeira

- /_'P)ocacuada

Y

1 X

figura 4.29. Coordenadas estimadas: regido de confianca

A elipse de erro é obtida da elipse de confianca substituindo o valor de xZ ., (2) pela unidade:

a:GO\/E
b=00\/g

ZQ§y
qix _ql)(/y

tan2o =
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No caso de ser utilizado s, tem-se:

a=80\/ﬂ
b=s0A2

k
20y
k

tan2a = K
Oxx — ny

4.17. Teste global ao modelo

O critério da hipdtese nula, no caso de um teste global, ¢ “o modelo esta correcto e completo”, o que se pode exprimir
por Hy:E(s3)=c3, que conduz ao teste T:0'Pb/o3, 0 qual, sob a hipétese nula, tem distribuicdo 2 ~ (n—u); apés a
seleccéo do nivel de significancia do teste, tipicamente igual a 5 %, o valor da distribuicdo x? com (n-u) graus de liberdade é
obtido de uma tabela, sendo comparado com o valor da equagdo T=0"Po/c3: se T<x2(n-u), o teste ndo indica
contradicdo entre as observacGes e 0 modelo (um teste ndo pode provar a validade do modelo ou que as observacfes séo
correctas). No caso T >y2(n—u) € necessario investigar a razdo pela qual o modelo ou as observacdes estio errados, desde os

modelos funcional (como por exemplo os pardmetros de calibracdo do aparelho ou 0 modelo de refraccdo) e estocastico (como
por exemplo as variancias a priori ou as covariancias), as observac@es (como por exemplo erros de centragem, pontos
instaveis, ma identificacdo dos pontos) ou os célculos.

Os sistemas de observacdo geodésica sdo, em geral, de materializagdo permanente pois destinam-se a ser observados
repetidamente. Dada a elevada precisao exigida, devem ter um planeamento cuidadoso, sendo os deslocamentos determinados
a partir das grandezas observadas (angulos e, por vezes, distancias). Este planeamento consiste na seleccdo de um rede de
referéncia, de vértices auxiliares, de equipamento e de métodos operativos para a medicdo das grandezas necessarias. Desta
forma, pretende-se determinar com o menor custo possivel os deslocamentos para um conjunto de pontos objecto, com um
erro igual ou inferior a tolerancia fixada previamente. Os critérios usados para o planeamento sdo a) a exactidao e a preciséo,
b) a robustez e ¢) a economia, podendo estas propriedades quantificadas a partir quer da matriz A de configuracdo de primeira
ordem (constituida pelas derivadas parciais das grandezas observadas relativamente as coordenadas dos vértices) quer pela
matriz X de configuragdo de segunda ordem (postulada em fungdo do equipamento de medi¢do a utilizar e dos métodos
operativos previstos). A medigdo das observaveis é afectada por erros de observacao que tém origens diversas, como sejam o
equipamento utilizado, o método operativo, as condi¢des atmosféricas, a competéncia do operador, etc. A relagéo entre o valor

exacto p da observavel e o respectivo valor y medido pede exprimir-se como:
y=u+0,+0g +5

onde 0, representa 0s erros instrumentais, como por exemplo erros de calibracdo, 0g representa os erros de origem

ambiental, como por exemplo a refrac¢do horizontal e vertical e d representa os erros aleatdrios.
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A exactidao e precisdo de uma rede estdo associadas a distribuicdo do vector dos erros dos deslocamentos. A exactiddo

é quantificada pelo efeito do pardmetro de localizagdo 6 na norma do vector dos erros:
el =|c*AT="")

de tal forma que sob a hipotese nula (6=0) a rede ¢ exacta. A precis@o ¢ descrita pela matriz de variancia dos erros:
V(e) = 0°Ct

em que sob a hipdtese nula ®=1.

A robustez é a propriedade que caracteriza a resisténcia de uma rede ao efeito de erros sistematicos ou grosseiros
isolados; numa rede robusta estes erros irdo afectar muito mais o vector dos residuos do que o vector dos deslocamentos. A
robustez é quantificada através dos nimeros de redundancia local, elementos da diagonal da matriz U, que assumem valores

entre 0 e 1; uma rede robusta deve ter nimeros de redundancia local homogéneos e préximos de 0.

A economia € a propriedade que caracteriza o custo da instalacdo e medicdo da rede. Uma rede econdmica é aquela que
atinge niveis aceitaveis de exactiddo, precisdo e robustez ao custo minimo. Pretendendo-se um aumento na exactiddo, precisao
e robustez, é necessario utilizar equipamento mais caro, operadores mais qualificados, processos operativos mais complexos e

observagdes mais redundantes, & custa da economia da rede.

O método utilizado na configuragdo de redes consiste na seleccdo de uma configuracdo inicial que é melhorada
iterativamente; muitas vezes, 0s constrangimentos na localizagdo das estacGes e as limitacdes dos aparelhos disponiveis ndo

permitem grandes melhoramentos em relagdo a configurago inicial.

O procedimento tendo em vista a andlise da estabilidade designa-se por teste de congruéncia, cujo objectivo é detectar

se 0 conjunto de pontos de referéncia da rede permaneceu estavel. Este teste é baseado no teste F de Fisher que requer o

calculo de 002, , variancia por grupo, obtida para cada combinagdo da época inicial com as restantes épocas.

4.18. Comparagdo de duas campanhas

Cada campanha é ajustada de forma independente, sendo o vector deslocamento d entre as duas épocas, a respectiva

matriz cofactor Q4 e a variancia a posteriori conjunta @3 dados por:

— o

H =X — ¥
Qi = Qs +Qs
&5 = (df, &, +df; 85, )/df | df = df, +df;

onde os indices 1 e 2 se referem as campanhas 1 e 2, respectivamente, aceitando-se o teste estatistico cuja hipotese nula é

o]
o~

Ho: 001 = 902 com nivel de significancia o se:

DEGGE - Engenharia Geoespacial - jmrodrigues@fc.ul.pt —2023/2024 109 /147



TOPOGRAFIA APLICADA 4. Monitorizacdo de estruturas

o -t &%, o
[FGdf,.af)] < =z < F(;.df, df)
2 I =Y

A rejeicdo do teste pode ser causada por inadquada atribuicdo dos pesos das observacdes.

Exemplo: a figura 4.30. representa uma rede de nivelamento observada em 2 campanhas, sendo as observacdes

indicadas na tabela 4.11.:

linha Epoca 1 Epoca 2 pesos
1 45.2 46.9 1
2 265.8 265.6 2
3 310.3 312.2 1
4 -26.2 -24.1 2
5 70.8 70.7 2
6 336.5 336.1 2

tabela 4.11. desniveis observados em mm

Tomando o ponto A como origem do datum, com cota igual a 0.50000 m, no ajustamento das duas épocas de

observacgdo, obtém-se:

Epoca 1:

0.500000000000000

7= |0.044794285714286
L7 0.473920000000000

0.8104557142857147 m

0.000000000000000  0.000000000000000  0.000000000000000  0.000000000000000
Qe = 0.000000000000000 0.371428571428571 0.200000000000000 0.228571428571429

“t — | 0.000000000000000 0.200000000000000 0.300000000000000 0.200000000000000
0.000000000000000 0.228571428571429 0.200000000000000 0.371428571428571

EEL =1.345714285714171e— 7 m - = 1.345714285714171e — 1 mm -
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Epoca 2:

0.300000000000000

77 = | 0.546700000000000
: 0.476000000000000

0.812200000000000° m

0.000000000000000

0.200000000000000
0.300000000000000

0.200000000000000

0.000000000000000
0.228571428571429
0.200000000000000
0.371428571428571

0.000000000000000

_ | 0.000000000000000
~10.000000000000000

0.000000000000000

0.000000000000000

0.371428571428571
0.200000000000000

0.228571428571429

~
|f|

T3, = 4.99999999995999999999999999999%: — 8 m™- = 4.9999999999999999999999999999% — 2 mm™-

A hipétese nula He: @51 =52 4 testada com o nivel de significancia =0.05 e usando a expressio

— — < 2o F0.025.33) @
Pl0.025,3.3) g2,

0.065 < 2.6914285714283400053828571428567 < 15.439

Limites unilaterais da distribuigiio F de Fisher- Snedecor ao nivel de 2,5% de probabilidade.

GL V1
V2 1 2 3 4 5 G 7 8 a 10 1 12 13
1 6478 7995 8642 8996 9218 8371 9482 0566 0633 0666 9730 9767 9798
2 3B.506 39.000 39166 30.248 30208 30.331 30.356 30373 30387 39.308 30407 30415 30421
3 17.443 18.044 15439 15101 14.885 14.735 14.624 14540 14473 14419 14374 14337 14.305
tabela 4.12.
e portanto
0.000000000000000
3= 7 _ 5 = [0.001905714285714
27417 10.002080000000000
0.0017342857142864 m
0.000000000000000 0.000000000000000 0.000000000000000 0.000000000000000
0, = [0:000000000000000 0.742857142857142 0.400000000000000 0.457142857142858
2 = |0.000000000000000 0.400000000000000 0.500000000000000 0.400000000000000
0.000000000000000 0.457142857142858 0.400000000000000 0.742857142857142
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Se 0 datum da rede de nivelamento for tomado no ponto D, com cota 0.810465714285714 m (podia ser um valor

qualquer mas neste caso a cota do ponto A venha igual a 0.5 m) tem-se:

Epoca 1:

0.200000000000000
—_ | 0.5447942857 14285

0.142857142857143
0.285714285714286

*17 10.473920000000000
0.810465714285714
0.371428571428571

Q. = |0142857142857143

oF

0.171428571428571
0.000000000000000

0.142857142857143
0.000000000000000

0.171428571428571
0.142857142857143
0.271428571428571
0.000000000000000

ﬁaj_ =1.345714285714171e— 07 m™> = 1.345714285714171e — 01 mm ™"

Epoca 2:

0.498265714285714
== 0.544965714285714
- 0.474265714285714

0.810465714285714d m

0.371428571428571
0.142857142857143
"2 0.171428571428571

0.000000000000000

0.1428357142857143
0.285714285714286
0.142857142857143
0.000000000000000

0.171428571428571
0.142857142857143
0.271428571428571
0.000000000000000

T3, = 4.99999999995999% — 8 m™" = 4.9999999999999995% — 2 mm™-

Neste caso, 0.065 < 1.0024145778226606343580138908113 < 15.439

—0.001734285714286
0.000171428571429

d= 0.000345714283714
0.000000000000000
0.742857142857142

Q= 0.342857142857 142

0.000000000000000

m

0.285714283714286
0.285714285714286 0.571428571428572
0.2857 14285714286
0.000000000000000

0.342857142857142
0.285714285714286
0.54285371428357142
0.000000000000000

4. Monitorizacdo de estruturas

0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000

0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000

0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000
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4.19. Exemplo

Na rede sobre o plano da figura 4.31., de que se conhecem as coordenadas aproximadas de todos os pontos, foram
efectuadas observacOes de direc¢do azimutal e de comprimento em duas épocas distintas, tendo-se obtido os valores listados
em anexo. Admitindo que o desvio padrdo a priori das direc¢des azimutais é igual a 0.3 mgon e que o desvio padréo a priori
das distancias é igual a 0.3 mm, efectue o ajustamento da rede utilizando as observacdes relativas a primeira época de
observacgdo com vista a estimar o desvio padrdo a posteriori das direccfes azimutais observadas. A partir da compensacéo de
todas as observacdes, verifique a validade deste ajustamento. Repita o procedimento para a segunda época de observacdo e
determine o eventual deslocamento da estrutura.

figura 4.31. Rede 2D instalada na barragem de Montsalvens: pontos de referéncia=P1, P2, Ps, P4, Ps, P7, Pg (pilares; a

verde indicam-se os pontos estacionados); pontos objecto= Pio, P11, P12, P13, P14 (N0 paramento da barragem); as observagoes

de direccdo estdo representadas a cheio (49) e as observacdes de distancia estdo representadas a tracejado (6)

Os conceitos de variancia e de peso estdo relacionados, podendo ambos ser considerados como medidas de precisdo. A
necessidade da introducdo dos pesos das observagdes no processo de ajustamento surge devido ao frequente desconhecimento

do valor absoluto dos elementos da matriz de variancias-covariancias das observacdes; se o sistema de equagdes normais
contiver observacdes de tipos diferentes, introduzem-se pesos através da expressio p;c? =p,c3 =---=p,c2 =picZ =63 ,

onde p; é 0 peso correspondente & variancia o? e o é a variancia por unidade de peso a priori (arbitrario). Multiplicando as

equacdes de observacdo pela raiz quadrada do respectivo peso, as grandezas de observacdo (2° membro) ficam sem dimensao,

DEGGE - Engenharia Geoespacial - jmrodrigues@fc.ul.pt —2023/2024 113 /147



TOPOGRAFIA APLICADA 4. Monitorizacdo de estruturas

2
. . ~ an - G . P
ficando os termos independentes das novas equaces com a mesma variancia (y/p;)? o? =—gci2 =o3. Os pesos a atribuir as

Gij
observacdes de direccdo azimutal, de distancia e de rumo baseiam-se na determinacdo prévia das variancias das diferentes

observacdes; os pesos das direc¢des azimutais determinam-se efectuando um ajustamento livre da rede, na qual apenas entram

2
~ . x . . . Vi . ~ . ~ .
as observacdes de direcgdo, de cujos residuos v; se tira O'girecgées = L , sendo n 0 nimero de observagdes de direccdoe i o
n—i

nimero de incdgnitas (pardmetros); neste ajustamento, para o problema ndo ser impossivel devem considerar-se dois pontos
fixos (ou fixa-se um ponto e junta-se uma equacgdo de distancia e outra de rumo); no que diz respeito aos pesos das distancias,
os construtores de distanciémetros fornecem os parametros a e b conforme o tipo de aparelho e com os quais a variancia de

uma distancia s se calcula através da expresséo o anca =a> +b? 2, dependendo portanto da prépria distancia. Usando os

valores calculados para as variancias das observagdes, calculam-se os pesos respectivos e efectua-se o ajustamento da rede
utilizando todas as observacgdes efectuadas. Apos a realizagdo dos célculos pode-se estimar a variancia por unidade de peso a

2 2 2 2
posteriori através da expressio sg = m = &ZLZ'V' , €M que Lgv' tem distribuicdo y2 com n-i graus de liberdade
n—i n-—iI o) og

e portanto tem distribuicdo

2 .
EOERE que permite efectuar um teste de comparagdo de variancias da unidade de peso a
n-—I

So
ot
priori e a posteriori e concluir da validade ou ndo dos pesos utilizados.

O célculo do(s) ajustamento(s) da rede é efectuado utilizando o programa rede_2d_v2.m que estabelece as equagdes de
observacdo, resolve o sistema de equagBes normais e calcula os residuos e a variancia da unidade de peso, assim como as
coordenadas ajustadas.

Considerando o valor o2 =1 e utilizando apenas as observaces de direccdo azimutal (deficit de caracteristica=4),
efectuou-se o ajustamento fixando os pontos P1 e P, tomando para precisdo a priori das observacdes o valor 0.3 mgon (valor
que consta no manual do aparelho utilizado), resultando o valor s3 =16.0233 para a variancia a posteriori, com a

correspondente rejeicdo no teste da razdo das variancias (utiliza-se o teste estatistico da razdo das variancias

2

S . " . ~ ..
y=-2x(n°raus de liberdade), em que as hipdtese alternativas s&0 Hg:o® =of vsH;:0” #ch , rejeitando-se Hse

Go

y>y2  (n°graus de liberdade) , considerando o nivel se significancia do teste o = 0.05 ), indicando que os dois valores n&o

sdo estatisticamente semelhantes.
Neste caso, 0 nimero de graus de liberdade é dado por n—(i+ne) =49—-(10*2+5) =24, onde n indica 0 nimero de
observacoes de direcgdo azimutal, i indica o nimero de pardmetros (dos 12 pontos foram fixados 2) e ne indica o nimero de

pontos estacionados, pois no caso de existirem observacBes de direccdo azimutal em cada estacdo ha uma incégnita

suplementar que é o RO nessa estacao.
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As causas mais provaveis que podem conduzir a rejeicdo do teste sdo:

= presenca de erros sistematicos nas observacoes
=  matriz de varidncia-covariancias das observagdes incorrecta

* modelo matematico inadequado

Trata-se entdo de ir degradando a precisdo a priori das observac@es até se obter a aceitacdo no teste da razdo das
variancias, 0 que acontece para o valor 1.0 mgon (a que corresponde s3 =1.4421), indicando ser esta a precisio efectiva das
observacgdes de direc¢do azimutal (note-se que para este procedimento é irrelevante quais os dois pontos que sdo tomados
como datum).

De seguida efectua-se o0 ajustamento da rede considerando a totalidade das observacdes (deficit de caracteristica=3),

tomando agora um ponto e um rumo fixos. Os pesos a atribuir as distancias obtéem-se da relacéo

2
2 2 o 1 1 _
Pdistancia Fdistancia = 90 = Pdistancia = — g =3333.3333, com bh=0 neste

02suncia a2 +(bx107% x comprimento)?  0.00032
caso, tendo-se que o nimero de graus de liberdade neste caso é dado por n—(i+ne)=49+6—(11*2-1+5) =29 (dos 24
parametros, fixando um ponto e um rumo, sobram 24-3=21).

A partir do valor da variancia a posteriori para a variancia da unidade de peso, s3 =2.301, pode obter-se uma
estimativa para a varidncia média das direc¢des azimutais no caso deste ajustamento: de pdireogaessﬁire@es =3, tem-se:

@ . s§ _2301
direcgbes = — ),2 -

: 2.30 (1)2.
Pdi recgdes (1"

2
A validade do ajustamento efectuado é verificada através do teste da razdo de variancias y = S—%x (n°graus liberdade) ,
Go

em que as hipotese alternativas &0 Hg :c? =o3 vs H; 162 =63 , rejeitando-se Hyse y>y2 , (n°graus liberdade) :

2
2550 _ o5 2264 _ o5, 0750 —18.977 < 45 = 37.652,

o3 (1.727)2

pelo que se aceita 0 ajustamento constrangido efectuado.
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Py 100.1030 100.0110
P, 111.6010 109.0030
Ps 122.1810 144.0130
P4 116.6920 168.0140
Ps 87.6610 134.1990
P; 88.8550 106.2100
Pg 129.5510 161.8670
P1o 102.4480 90.1670
P11 126.6760 96.8140
P, 143.9770 115.7720
P13 145.6870 140.4290
P14 133.6100 163.0790

tabela 4.13. Coordenadas aproximadas dos vértices da rede (m)

P1 p2 0.00000 P3 P4 156.08095
P1 P12 20.29698 P3 P9 195.31749
P1 P11 49.87515 P3 P14 204.77238
P1 P10 127.36456 P3 P13 280.02676
P1 p7 274.31913 P3 P12 328.54962
P1 P6 320.03257 P3 P11 364.34953
P1 P4 357.48467 P3 P2 389.07668
P1 P9 370.53894 P3 P10 392.75631
P1 P3 371.85831 P4 P1 0.00000

P1 P14 373.34232 P4 P7 11.70847
P1 P13 396.07187 P4 P6 29.93088
P2 P1 0.00000 P4 P14 302.83602
P2 P7 34.47395 P4 P9 313.15495
P2 P6 93.87969 P4 P13 333.18105
P2 P4 147.73200 P4 P12 354.12588
P2 P3 160.93590 P4 P3 370.45360
P2 P9 163.09130 P4 P11 375.89797
P2 P14 166.85981 P4 P2 390.24610
P2 P13 194.83639 P4 P10 396.28848
P2 P12 229.13432 P6 P1 0.00000

P2 P11 285.53857 P6 pP7 19.50571
P2 P10 371.04924 P6 P4 267.38348
P3 P1 0.00000 P6 P3 304.58672
P3 p7 16.39492 P6 P2 373.84725
P3 P6 52.76034

tabela 4.14. Observaces de direcgdo azimutal (gon) correspondentes a primeira época
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P1 P2 14.5967
P1 P3 | 49.2302
P1 P4 | 69.9973
P2 P3 36.5734
P2 P4 | 59.2302
P3 P4 | 24.6209

4. Monitorizacdo de estruturas

tabela 4.15. Observac6es de distancia horizontal (m) correspondentes a primeira época

figura 4.32a. Epoca 1: ajustamento s6 com direccdes

azimutais (deficit de caracteristica=4): datum com variancia nula nos

pontos P1e P2 (elipses a verde)
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figura 4.32b. Epoca 1: ajustamento s6 com direcgdes

azimutais (deficit de caracteristica=4): datum com variancia nula

nos pontos P1 e P4 (elipses a encarnado)
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figura 4.32c. Epoca 1: ajustamento com direccdes figura 4.32d. Epoca 1: ajustamento com direccdes
azimutais e com distancias horizontais (deficit de caracteristica=3):  azimutais e com distancias horizontais (deficit de caracteristica=3):
datum com variancia nula nos pontos P1 e Ps, fixando-se apenasa  datum com constrangimentos, fixando-se o ponto P1e e o rumo P1-

coordenada X deste ultimo ponto (elipses a azul escuro) P4 (elipses a roxo)

1 mm
[ e—

figura 4.32e. Epoca 1: ajustamento com direccBes azimutais e com figura 4.32f. Epoca 1: ajustamento com direcgdes azimutais e com

distancias horizontais (deficit de caracteristica=3): datum com trago distancias horizontais (deficit de caracteristica=3): datum com
minimo da matriz cofactor dos pardmetros minimizagdo parcial do traco da matriz cofactor dos pardmetros
(elipses a amarelo) (elipses a azul claro); todos os pontos de referéncia foram

considerados na minimizagao parcial
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figura 4.32g. Epoca 1: ajustamento com direcgdes azimutais e com
distancias horizontais (deficit de caracteristica=3): datum com
minimizagdo parcial do trago da matriz cofactor dos pardmetros
(elipses a cor de laranja); todos os pontos estacionados foram
considerados na minimizagdao parcial

Repetindo um processamento andlogo para a época 2, considerendo primeiro apenas as observacOes de direccdo
azimutal e considerando um datum com variancia nula nos pontos P; e P4, a aceitacdo do teste de razdo de variancias so

acontece quando a variancia dessas observacgdes é degradada de 0.3 mgon para 2.2 mgon, a que corresponde uma variancia a

posteriori igual a s2 =1.4015. Na figura 4.30a. estdo desenhadas a verde as elipses de erro associadas ao processamento

anterior e a encarnado as elipses de erro associadas a0 mesmo processameno correspondente a época 1, sendo patente que a
precisdo inferior das observagdes da 22 época se traduz em elipses de maiores dimens@es; nessa mesma figura estdo indicados
a azul os vectores deslocamento obtidos por diferenca entre as coordenadas ajustadas obtidas nas duas épocas, podendo
observar-se que os vectores correspondentes aos pontos objecto no coroamento da barragem Pii, Pz, P13 € P14 s80
significativos pois ultrapassam a elipse de erro. Pode ainda verificar-se que o ponto P3, embora sendo um ponto de referéncia,

parece ter tido um deslocamento acentuado, nao devendo por isso ser incluido nalgum datum.
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mm
e

figura 4.33a. Epoca 2: ajustamento s6 com direcgbes azimutais
(deficit de caracteristica=4): datum com variancia nula nos pontos
P1e P4 (elipses a verde); aencarnado indicam-se as elipses
equivalentes correspondentes a época 1 (figura 4.29b); a azul

indicam-se os vectores deslocamento entre as duas épocas

4.20. Observacgdo geodésica de barragens

As barragens dividem-se, quanto ao material utilizado na sua construcdo, em dois tipos principais: barragens de
enrocamento e barragens de betdo. No primeiro caso obtém-se diques, podendo o elemento impermeavel ser constituido por
um nucleo central de argila ou uma membrana de asfalto. Quanto & geometria, as barragens sdo divididas de acordo com o
respectivo mecanismo de estabilidade, em barragens em arc, em arco-gravidade e por gravidade. As primeiras tiram partido da
propriedade das estruturas em arco resistirem com facilidade a cargas uniformemente distribuidas sobre o seu dorso (figura
4.34), transmitindo-as para as respectivas ombreiras, embora para isso sejam necessarias condi¢des de construgdo especiais:
margens altas constituidas por rocha resistente e fundo do rio igualmente em rocha resistente (a relagéo entre a largura do rio
no local e a altura da barragem ndo pode ultrapassar um factor igual a 3 ou 4). As barragens por gravidade sdo aquelas em que
o0 equilibrio estatico da construcdo, sob a accdo das forcas induzidas pela carga hidrostéatica, é realizado pelo peso da prépria

estrutura, sendo a resultante transmitida através da base ao leito do rio (figura 4.35.).
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=

figura 4.34 Barragem em arco: as for¢as induzidas pela carga hidrostatica sdo transferidas para as margens e fundo do rio

figura 4.35. Barragem por gravidade

As barragens em arco-gravidade, planimetricamente, tem a forma de arco mas funcionam num misto de barragens em
arco e por gravidade, sendo as respectivas sec¢des transversais mais espessas que as barragens em arco mas mais esbeltas do

que as barragens de gravidade, sendo menos exigentes no que diz respeito ao substracto da sua construgéo.

De acordo com o International Committee on Large Dams (ICOLD), uma barragem é considerada de grandes
dimensdes quando ultrapassa 15 m de altura; as barragens cuja altura varia entre 5 e 15 m de altura e cujo reservatdrio tem um
volume que ultrapassa 3 milhdes de m® também sdo consideradas de grandes dimensBes. Em Portugal existem 191 grandes
barragens, 40% das quais sdo de betdo ou de aterro e 60% sdo barragens de enrocamento.

As barragens de grandes dimensdes sdo estruturas que necessitam de um rigoroso trabalho de monitorizagdo ao longo
da sua vida util de forma a detectar e prevenir eventuais roturas, que poderiam ter consequéncias desastrosas. Este controlo
baseia-se na analise do comportamento estrutural, a partir da observagdo de um conjunto de varidveis que descrevem a relacéo
entre as accBes que incidem sobre as obras — forca da gravidade, temperatura, carga hidrostatica, etc. — e a resposta estrutural
correspondente — deslocamentos, deformacdes, tensdes, etc. -, tendo em atencdo as propriedades dos materiais usados na sua

construcéo (betdo, aterro de enrocamento, etc.). A analise a efectuar consiste na observacdo e processamento de um conjunto

DEGGE - Engenharia Geoespacial - jmrodrigues@fc.ul.pt — 2023/2024 121 /147



TOPOGRAFIA APLICADA 4. Monitorizacdo de estruturas

discreto representativo de pontos da estrutura. Os métodos geodésicos para a observacdo de barragens podem basear-se em
redes planimétricas (redes bidimensionais, utilizando triangulacdo e/ou trilateracdo para a deteccdo das componentes
horizontais dos deslocamentos) e altimétricas (linhas e redes de nivelamento geométrico e/ou trigonométrico para a
determinacdo da componente vertical dos deslocamentos) locais ou em redes tridimensionais para a determinagdo simultanea
das componentes verticais e horizontais dos deslocamentos. Alguns inconvenientes dos métodos geodésicos estdo
relacionados com a necessidade de condicOes atmosféricas favoraveis, a utilizagdo de pessoal especializado e com a duracédo
das campanhas de observacéo e complexidade do processamento dos dados.

sistena de leitura ¢ registo

figura 4.36. Fio de prumo figura 4.37. Inclinémetro  figura 4.38. Fisstirémetro figura 4.39. Extensdémetro

Alternativamente, podem ser utilizados equipamentos fixos como fios de prumo (figura 4.36.) e varas de fundagéo, nas
barragens de betdo, inclinémetros (figura 4.37.), nas barragens de aterro ou fissurémetros (figura 4.38.). Os inclindmetros
medem o angulo de inclinacdo relativamente a vertical, sendo instalados em furos que atravessam a zona a monitorizar; o
angulo medido devido ao movimento da estrutura é convertido em desvios laterais; 0os extensémetros detectam variacdes em
distancia entre pontos (figura 4.39), variacdes essas associadas a tensdes estruturais. A grande vantagem dos métodos
geodésicos consiste em permitir o controlo global dos deslocamentos de toda a estrutura, da fundagdo e do terreno envolvente,

ao invés dos outros métodos, mais localizados.

A maior limitagdo a precisao dos resultados obtidos com os métodos geodésicos é devida a refraccdo atmosférica e a
sua variagdo durante os periodos de observacédo (figura 4.40.). O seu efeito consiste na introducao de curvatura e torsdo na
trajectoria das ondas electromagnéticas e variacdo da sua velocidade de propagacgdo e tem como consequéncia um desvio, por
vezes muito significativo, nos valores das grandezas observaveis (direccBes verticais e azimutais e distancias) que pode
degradar acentuadamente o0s resultados.
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figura 4.40. O vapor de 4gua resultante da descarga da barragem afecta o percurso optico entre 0s pontos estacdo e visado

Os pontos da rede de monitorizacdo podem classificar-se em pontos objecto (aqueles cujo deslocamento € uma variavel
de controlo), pontos de referéncia (aqueles que se destinam a constituir o quadro de referéncia e cuja posi¢do pode ser
considerada fixa ao longo do tempo ou cujos deslocamentos podem ser determinados por outros métodos) e pontos auxiliares
(aqueles que se destinam a reforcar a configuragdo geométrica do sistema).

Nas barragens de betdo, as tolerancias impostas para os erros (1 mm em planimetria e 0.2 mm em altimetria) obrigam a
utilizar uma combinac&o de linhas ou redes de nivelamento geométrico de precisdo com redes horizontais para a determinacéo
para a determinacdo das componentes vertical e horizontais dos deslocamentos. A medicdo de angulos azimutais é em geral
preferida & medicéo de distancias devido ao menor custo do equipamento e maior rapidez de operagdo; o recurso a poligonais
tridimensionais de precisdo no interior das galerias de visita permite obter resultados de grande precisdo. Em barragens de
aterro, as tolerancias maiores (1 a 2 mm em planimetria e altimetria) permitem o recurso a redes tridimensionais (direccdes
verticais, angulos azimutais e distdncias) para a determinacdo simultdnea das componentes horizontais e verticais dos

deslocamentos.

O equipamento de medicéo utilizado em barragens de betdo consiste em niveis automaticos com micrémetro dptico e
miras de apoio inferior ou superior com fios de invar, teodolitos electronicos com resolucdo de 1 dmgon e compensacao
automatica do desvio do eixo principal relativo a vertical, distanciometros de precisdo, com uma equagéo de erro instrumental
da ordem de 0.2 mm + 0.2 ppm. Como as antenas do sistema GPS ndo podem ser estacionadas na maioria dos pontos objectos
das barragens e atendendo a forma dos vales onde se encontram construidas as barragens, que limita a possibilidade de
recepcdo dos sinais dos satélites, ndo sdo geralmente utilizados equipamentos GPS na monitorizacdo de barragens. Nas
barragens de aterro séo utilizados niveis automaticos numéricos e miras com escala de cddigo de barras, em invar,
distanciémetros com uma equacao de erro instrumental da ordem de 1 mm + 1 ppm. Os distanciémetros topograficos ndo tém
demonstrado um comportamento satisfatorio para este tipo de aplicagdes (a necessidade de afericao frequente torna a sua
utilizacdo onerosa), sendo o recurso a distanciometros de precisdo aconselhavel. O registo dos parametros atmosféricos

(temperatura, pressao e humidade) ¢ indispensavel para a correccédo das distancias.
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Como exemplo da utilizacdo do método geodésico para a monitorizagdo de uma barragem de betéo, veja-se 0 caso da
barragem de Montsalvens, na Suica, observada pela primeira vez em 1921. O principio consistiu na seleccdo de uma base fixa
a partir da qual foram determinadas as posicBes por interseccdo directa de pontos no paramento da barragem; este dispositivo
desenvolveu-se e foi melhorando ao longo dos anos, gragas a experiéncias efectuadas sobre o carcter e a extensdo dos
movimentos da barragem e do terreno circundante. Um terceiro pilar colocado aproximadamente a meio da base inicial
permitiu verificar e melhorar a determinacdo da posicdo dos pontos objecto; paralelamente, as observacfes sucessivas
revelaram que, embora cravados na rocha, os pilares de observacdo, sob influéncia da pressdo da bacia de enchimento,
sofreram deslocamentos que tinham que ser tomados em consideracdo. Para poder determinar estes deslocamentos da rede de
monitorizacao, foi necessario incluir um sistema secundario situado no exterior da zona de pressdo, compreendendo pilares de
controlo fixados na rocha.

As diferencas nas direccOes entre os pilares e as marcas cravadas no coroamento da barragem observadas entre duas
épocas consecutivas permitem calcular as componentes dos deslocamentos perpendicularmente a direcgdo visada. Estando as
bases iniciais fixas, os valores obtidos para os deslocamentos dos pontos objecto tém um carédcter absoluto. As primeiras
observagdes foram efectuadas durante a construgdo da barragem; foi assim possivel determinar as deformacdes espaciais da
barragem durante o primeiro enchimento, o que tem um interesse essencial para o construtor. Numa primeira fase
compreendendo alguns anos consecutivos, repetiram-se as séries de observacdes para o estudo da deformagdo da estrutura em
fungdo das variagbes do nivel da albufeira até se ter constatado que a barragem tinha adquirido o seu estado definitivo de
elasticidade. A partir dai, as observacdes efectuadas a titulo de controlo puderam ser longamente espagadas. Para a obten¢do
de resultados rigorosos, estas direcgdes devem estar relacionadas com direc¢des para pontos afastados de forma que o erro da
orientacdo devido a eventuais movimentos dos pilares seja negligencidvel relativamente a erros de observacdo. Apenas um
teodolito de precisdo, um T3, pbde ser utilizado, conjuntamente com um sistema de centragem forcada (figura 4.41.). As
marcas materializando os pontos objecto no paramento da barragem devem prestar-se a observagdes planimétricas e
altimétricas e devem poder resistir as intempéries, evitando desta forma a respectiva substituicdo. A precisdo de uma direcgao
medida (2 séries) pode considerar-se igual a £0”.5 (sexagesimais), o que corresponde a um valor linear de £0.24 mm para uma
visada de 100 m de comprimento. A alta precisdo dos angulos verticais (as variacdes altimétricas podem ser determinadas
aproximadamente com precisdo das variagdes planimétricas) é muito importante pois a maior parte dos pontos objecto ndo
pode ser nivelada directamente. Para as medic6es efectuadas com o T3, apenas devem ser utilizados pilares de betdo cravados
na rocha, em geral com uma secc¢do de 50 cm por 50 cm e uma altura de 1.20 m; para a centragem ser rigorosa, 0 eixo da peca

onde encaixa a rétula de centragem do teodolito deve estar rigorosamente vertical.

figura 4.41. Centragem forcada nos pilares de observacdo para aparelho (T3) e alvos e pontos objecto na barragem
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Foi utilizado o método dos giros do horizonte e de cada pilar foram observados, em cada giro, as marcas de referéncia,
restantes pilares e o conjunto dos pontos objecto. A referenciacdo dos pilares compreendeu os pontos a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, J, k,
I, m, n, o, p situados nas encostas estaveis a jusante e a montante da barragem, se possivel fora da zona submetida a presséo

exercida pela massa de agua. Estes pontos serviram para a orientacéo rigorosa das séries de observacoes (figura 4.42.).

|

200 3

100
1

figura 4.42. Plano de observagdes para a aplicagcdo do método geodésico de monitorizagdo da barragem
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Os pontos objecto no paramento da barragem estdo dispostos em faixas horizontais e verticais (figuras 4.43. e 4.44.);

a distancia entre estes pontos é seleccionada em funcdo do ndmero de blocos utilizados na construgdo e da respectiva

distribuicdo, ndo devendo ser muito grande para que a as linhas de deformacdo da barragem nédo apresentem descontinuidades
(figuras 4.45. e 4.46.).

figura 4.43. Localizacdo dos pontos objecto no paramento da barragem

figura 4.44. Localizacéo dos pontos objecto no paramento da barragem
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figura 4.46. Deformacdo da barragem entre a época inicial A

figura 4.45. Deformagcdo horizontal
(cota da bacia=629.6 m) e a época D (cota da bacia=676.9 m)

do perfil da barragem entre

asépocas AeD

As leituras angulares devem ser efectuadas durante as primeiras horas da manhd e ao final da tarde, de modo a evitar os
periodos em que os gradientes térmicos do ar sdo mais acentuados. A localizacdo dos pilares deve ser determinada em
conjunto com um técnico de geotecnia pois o terreno onde esses pontos vao ser instalados deve ser sélido e estdvel. Em torno
dos pilares deve existir uma manilha de fibrocimento para o proteger da incidéncia directa dos raios solares.

As variacOes altimétricas dos pontos da barragem sdo em geral tdo pequenas que apenas sdo detectadas através de

nivelamento geométrico de precisdo. As marcas de nivelamento utilizadas devem estar fora da zona de pressdo, dai que
também apenas com nivelamento de preciséo € possivel reduzir a acumulacdo de erros que se verifica em distancias grandes.

A parte da barragem mais facilmente acessivel ao nivelamento é o respectivo coroamento.

4.21. Observacdo geodésica de tlneis

Os tlneis séo utilizados nas ligacdes rodovidrias e ferroviarias de forma a ultrapassar montanhas ou massas de agua,

mantendo um gradiente vertical aceitavel. As redes de apoio sdo estabelecidas a superficie de forma a ligar as extremidades do
tanel, através de poligonais ou redes de triangulacdo, permitindo a realizagdo do projecto (figura 4.47.). No caso de tuneis

longos, podem ser escavados pocos intermédios para fornecer acesso a materiais, ventilacdo e verificacdo do alinhamento do

eixo.
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curvas de nivel

eixo

poligonal a superficie
A-B-C-D-E-F-G D

As direcgdes e os comprimentos das linhas B-F, D-K e E-K
podem ser calculados a partir da poligonal observada

figura 4.47. Planta e perfil de um tanel

Geralmente o eixo é materializado no topo da galeria ou nas paredes laterais, como se indica na figura 4.48., sendo
necessaria uma vigilancia constante para evitar erros na respectiva localizacdo
eixo

'

l* excéntrica *( marca no tecto do tinel

marca no tecto
do tanel

| fio de prumo
|

plataforma para é tripé e aparelho
aplicacdo
do aparelho

estacdo B

estacdo A

figura 4.48. O eixo do tunel é normalmente materializado no topo da galeria (estagdo A); quando isso ndo é possivel, pode

materializar-se uma estagdo na parede da galeria (estacdo B)
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O tanel ferroviario com duas vias do canal da Mancha, cuja planta esta ilustrada na figura 4.49., estabelece a ligacao
entre dois terminais de passageiros e de carga, levando a viagem em cada sentido 33 minutos a uma velocidade da ordem dos
160 km/h. Do comprimento total de cerca de 50.5 km, 37 km encontram-se directamente sob o canal da Mancha, a uma
profundidade do fundo entre 25 e 40 metros; do lado francés o tlnel prolonga-se em terra 3.5 km, enquanto que do lado inglés
0 tunel se prolonga 10 km até alcangar o respectivo terminal. O lado inglés ficou responsavel por 31.4 km e o lado francés por
19.1 km.

_mC3las

TSNl

e

figura 4.49. Planta do tinel do canal da Mancha

canal da Mancha

O tanel insere-se ao longo de uma camada de rochas calcéreas cuja espessura varia entre 0s 20 e 0s 35 metros que,
nédo estando nivelada, obriga o tragado a descrever curvas horizontais e verticais, como se pode observar nas figuras 4.49. e
4.50.:
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b Doing Sangatle £
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- i 7 ﬁ\_,_‘_ e, \'v;-:: - il ._ A i % Chatk 50
!‘ - . i . . e el I N M | - e
| T | L T Ry S [ 45 1— 150
| T R Greensand e 3 1
L —_— e —r - et
T |
+o 1AL ke - 7.0 km e 3 b
|
e a4 em R +
| |
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figura 4.50. Perfil do tanel
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Os dois tuneis ferroviarios com 7.6 m de didmetro, encontram-se a uma distancia de 15 m de um tunel central de
servico, com 4.8 m de diametro, utilizado em situac6es de emergéncia e para manutencao (figura 4.51.); a intervalos de 375
m, existem ligagdes entre os 3 tlneis para compensacdo das ondas de pressdo geradas pelo movimento dos comboios. O tdnel

central foi escavado com um avanco entre 2 a 7 km relativamente aos tlineis restantes.

figura 4.51. Representa¢do esquematica dos tuneis sob o canal da Mancha

A influéncia da refraccdo horizontal na observacdo de poligonais é mostrada com os resultados de duas campanhas
efectuadas no lado inglés; a primeira, observada em Marco de 1989, pretendeu verificar 6 km do tunel, conforme se pode
verificar na figura 4.52.; os pontos Ci, C, e F sdo pilares de betdo que pertencem a rede estabelecida entre Inglaterra e Franca

especificamente para este trabalho; os pontos A2/1 e A2/2 sdo pilares no pogo, enquanto que 0s restantes pontos estéo
materializados na parede do tunel.

I I T ¥ 5

figura 4.52. Verificacdo de uma poligonal
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As paredes do tlnel estdo preenchidas por diversas condutas e cabos, o que dificultou os trabalhos topograficos. Foram
incorporadas na parede do tunel conjuntos de 3 ranhuras para serem utilizadas como centragem forcada para as bases dos
instrumentos utilizados nas observacoes. A posi¢do alternada destes dispositivos dos lados direito e esquerdo do tunel deu

origem a uma poligonal em zig-zag, tendo sido utilizado um Wild T2002 em combinagdo com o distanciometro Wild DI12000.

Para a determinagdo dos rumos utilizou-se o giroscépio Gyromat, com o procedimento seguinte: efectuaram-se
observacdes reciprocas do rumo entre cada dois pontos da poligonal, medindo o rumo duas vezes em cada estagdo, de tal

forma que o angulo de refraccdo se obtinha como esta indicada na figura 4.53.;

A=
.ﬁ.1:.ﬁ.-i+.ﬁ.

AL =
1 Z

By e by - 200

refracgdo honzontal
hyp=A3-4

A
2 2

=A,ir£l.:’,+20£l

figura 4.53. Observacdes reciprocas do rumo com giroscopio

A tabela 4.16. indica os rumos de cada visada apds o ajustamento da poligonal, com e sem a inclusdo das observacGes
dos rumos determinados com o giroscopio. As diferencas entre os rumos obtidos a partir do transporte das observacdes
angulares e através do giroscopio estdo indicadas na coluna (3), enquanto que a Gltima coluna mostra o desvio angular entre as
duas poligonais. As diferengas entre as duas poligonais verificam-se sobretudo na parte inicial do tdnel, entre os km 1.0 e 0

km 3.5, onde se observa uma curva pronunciada para a direita.
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From To Bearing after adjustment Diff. Length of Swing
With wi thout (13-(2} Treverse
GYROMAT GYROMAT [mgon] [km] [rmm]
(1) (2} (3) (&) (3}
A2/ 272 ™ 49,6450 594457 -0.7 06.372 3
RZFE MWTSZ * 56.5071 56. 5080 0.9 0. 499 [
MTS2 MTS1 *  122.8067 122.807% -0.7  0.655 [
MTE1 17 119.8158 119.8155 +0.3 1.042 &
17 203 121.4784 1214774 +1.2 1.302 3
203 345 120.8453 120.8531 +2.2 1.516 10
345 384 * 128.10M1 128.0979 +3.2 1.57% 12
3B, 423 119.5118 1195079 +3.7 1634 1%
42% &85 127.8503 127. 8481 +h .2 1.728 22
485 S4B 123.18%1 123. 18464 +h.T 1.822 29
548  dhd 128.8531 128.84T8 +5.3 1.967 &1
B44 & 124 ., L4DE 124 . LiZT +5.9 2.038 48
& TID Y 131.46435 1314380 +6.5 2.158 &0
o 852 128. 4224 128.4145 +7.9 2.280
852 952 1332877 1332783 9k 2.431 r
52 1113 130.5273 130.56185 +10.8 2.673 138
1113 1280 *  132.7052 152.6530 +12.2 2.924 187
1280 138% * 130.0523 130.03%5 +12.8 3.088 220
1389 1680 *  132.2658 132.2527 +13.1 3.526 310
1680 1775 * 129.8136 129.8003  +131.3 3,669 340
1773 1680 = 133.3176 133.3037 +13.%9 J.BET 3T
1880 2070 *  130.720B 130,762 +14.6 4. 113 LT
2070 2175 *  133.30%0 133.253% +15.1 4271 LTT
2175 2489 *  131.0435 131.0287 +14.8 4. T3 580
2465 25&F *  133.3729 133.3580 +14.9 4. B&3 615
2548 2685 * 130,237 130.2162  +15.5 5.052 &A1
PARS  ZRIS ® 13T NGRS 133, 0AZF  +14,L 5,717 708
2815 30466 * 1309558 1309387  +1T. 5.609 i)
064 31TB *  133.2237 1332060 +17.7 5. 77T 856
J1T8 328F = 1301029 130.0851 +17.8 5.944 903
3289 3410 * 1318857 151.6682 +17.5 6,126 953
3410 3515 131.6927 131.674% +1T.B 6. 28B4 QBR
3515 3650 *  131.6TR1 15316605 +17.6 & 48T 1052
® traverse limne with gyro-messurements

tabela 4.16. Rumos de cada visada apds o ajustamento da poligonal

A segunda campanha foi efectuada entre Dezembro/1989 e Janeiro/1990, quando ndo estavam a decorrer outros
trabalhos no tinel, permitindo que a poligonal fosse observada ao longo do eixo do tinel. Para o efeito foram colocadas pegas

de centragem forcada na base de betdo do tinel, obtendo-se os valores da tabela 4.17.
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Frem Ta  Bearfrg afpes sdjustesnt  Diff. Length of Swing
With W1 thaut [13-(2) Trweran
SYROMAT GYROHAT [rgor]l i) |
(1) (2 (3} LLF] 3%

AT Ao 50,511 53,8011 i 0.4%8 0.2
ESH O OERT * 130 L5AT 30 b -0.1 fi.7a3 .5
ENT 15+ M 130, T o 1.081 0.3

S 17 1204815 120.4812 0.2  1.155 6.5
1™ 120 L0 127 056 0.4 1.443 1.7
2 43E 135, 5008 133,530 b.& 1854 5.8
a14  SdE 0 128.TTIR 1E.TTN 0.8  1.855 5.5
558 TOR 137 60T 1T BRET 1.0 2.0 5.8
e e 130, 1428 1300611 1.2 2397 1d.1
25% 1018 131, 65T 131, 508 1.4 £.951 19.2
1008 1Eey = 1305472 131.645T 1.& Fil ] 29.%
1iwe 1548 131, el 3l 1516418 1.8 §.128 .9
1948 12T 136531 139, 5405 I T 52,8
L by 1516358 130 006550 i.3 3501 1.1
%82 F0RS ¢ 130,437 134, 6302 2.5 & 191 BT.T
Pl R 131, 98 1304958 2.5 £.5&0 5.
Fra 131, 548 134,508 2.5 & 585 B35
i T 1505458 T30 6ETF Z.4 &.TS8 .z
FARR PSR ¢ 131.AD04 151.817% 2.5 5043 RR.5
IEd2  FRER 131,693 131, 6268 2.5 5.112 115.0
s 3 131, dind 151455 2.5 5.5893 128.2
A T+ IMLATET 13167860 N 137.2
ST 34100 151.5813 131 6788 .3 & 127 1S4
A0 1482 IMLATSE WBLATM 24 E5E6 108
382 1EAD 131, 8875 131, 6852 2.5 &.TAT I4T.%
a50 4034 ¢ IMLATIR 1316737 21 7.048 1.8
4054 STFT 131. 4533 1314574 1.8 ¥.kh1 1
42097 L4al ® 129, 5053 129. 5008 1.5 7677 1058
Gl S58B4 28, 1021 126, 1004 1.4 V093 199.7
A58 4T nRr.aTw 12T. 2185 1.4 -] 2064
aTeE &S0+ 130,837 1306555 1.5 B. 519 2086
sl 5008 155 AEE 133,35 1.3 8,530 2.7
S008 5139 1371472 1537.1458 1.4 B.TET 27
9159 52TR 154 4768 136, 4754 fi.& 5] 221.7
SEF SeM% v IEEL1GT 155.1182 1.5 0. 148 20k, &
LM BSME 13AME SLAEN 1 9IW 0 ALY
54 8T22 1515509 131, &8 1.5 1 F L TN
Sree  SAST 1515808 1514795 1.8 9,815 .
AT gL ¢ )RR 3372 152.5355 1.7 V.82 2B L
G986 &34 154 . &5TEY 136 . &TER 2.0 10,035 5
6154 &268 *  1BA.ES10 1568488 2.2 0,234 251, T
B2B8 &4 12 159 044T 1390422 2.5 10T 2re.0
12 8558 T 161.33mM BL . B354 2.7  i0.&7 ETR . &
6558 &TOS 3, T 3. 65T 5.2 10.8%0 s |
6705 seh T 108 Es2 LS P54 3.6 11,183 3020
e ] 16T 6805 HET . Ss .0 11.312 I145.8
aFE: TIAT ¢ 1LT_ASTR 147, 5334 &3 11.418 4.5
TE TN TSR WM La 119N TS
TSRE TETR ¢ 14T.TH a7 8230 B 12,198 ITELE
TETL  TTES 16T BL5E TET. B0 5.0 12,435 3939
TTER OPMIE Y MTLRE0E ot L f.4 13,472 5166
3 BOS0 1472313 LT 8350 6.3 12.913% £57.9
BOSD  BdE? * 1474359 LT B2 BF 1572 455,09
BZZE B3RS 147 28538 1T Bl T2 15.433 &95.0
BERE  Bhig @ 147.B552 147 E27R .4 15,856 M.T
®opraverst Ling wWith gyro-meakacemsnts

tabela 4.17. Rumos de cada visada ap6s o ajustamento da poligonal

As diferencas entre 0s rumos obtidos por transporte das observagdes angulares e 0s rumos obtidos a partir da utilizacdo

de giroscépios no caso da tabela 4.21. sdo cerca de oito vezes inferiores ao caso anterior, devendo-se este facto a influéncia

da refraccéo horizontal, cuja influéncia é muito mais reduzida na parte central da galeria do que junto as respectivas paredes.
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4.22. Observacdo geodésica de pontes

Os elementos fundamentais de uma ponte sdo a subestrutura e a superestrutura. Esta Ultima é constituida, basicamente,

pelo tabuleiro, enquanto que a primeira é formada pelos apoios nas margens e pelos pilares (figura 4.54.):

figura 4.54. Elementos fundamentais de uma ponte
De acordo com a carga que podem suportar, as pontes dividem-se em 4 tipos principais:
e ponte de vigas: este tipo de ponte é constituido por uma sucessdo de pilares, que formam v&os curtos, unidos

através de vigas (figura 4. 55.); sob o efeito da carga, o tabuleiro sofre uma curvatura e transfere apenas a

componente vertical da forga aplicada para os apoios.

figura 4.55. Ponte de vigas

e ponte em arco: este tipo de ponte é utilizado para ultrapassar vdos mais longos, quando nao é possivel
construir pilares intermédios e quando existe um substracto rochoso sélido (figura 4.56.); a carga comprime

0 arco, que dobra, transmitindo aos apoios laterais as componentes vertical e horizontal da forca aplicada.

figura 4.56. Ponte em arco
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e ponte em armacdo: neste tipo de ponte, a subestrutura e a superestrutura estdo integradas numa estrutura

rigida, que transfere a carga do tabuleiro para os suportes (figura 4.57.):

figura 4.57. Ponte em armacgéo

e ponte suspensa: este tipo de ponte é utilizado quando se pretende ultrapassar vdos muito longos (figura
4.58.); o tabuleiro estd suspenso pelos cabos verticais, que por sua vez estdo presos num cabo que,

firmemente preso nas duas extremidades, passa por cima dos pilares, formando um arco.

figura 4.59. Ensaio de carga numa ponte, indicando-se a deformac&o do cabo suspenso em funcéo da posicédo da carga

DEGGE - Engenharia Geoespacial - jmrodrigues@fc.ul.pt — 2023/2024 135 /147



TOPOGRAFIA APLICADA 4. Monitorizacdo de estruturas

A principal regulamentacdo no caso da monitorizacdo de pontes é a norma DIN 1076, de Novembro de 1999 que, por

exemplo, exige que:

e ap0s a conclusdo da obra, devem ser efectuadas vistorias que incluem a fixagdo de marcas na estrutura e a
observagdo da posicao relativa desses pontos

e 0 abatimento e a rotag8o das fundacGes estruturais deve ser verificado de seis em seis anos

e no caso de serem detectadas alteracBes geomeétricas na estrutura durante as vistorias regulares, é necessario
efectuar comparagdes com as observagdes originais para a determinacdo de deslocamentos horizontais e

verticais

Os testes referidos sd@o normalmente efectuados através de nivelamento geométrico, o que implica a existéncia de
marcas de nivelamento na vizinhanca da ponte em questdo; o abatimento é testado relativamente a essas marcas de
nivelamento, a rotacdo é testada por diferencga de cotas entre marcas nos varios pilares e o gradiente do tabuleiro é testado por
determinacdo das cotas das cavilhas ao longo da superestrutura. Este método tem algumas desvantagens, como sejam a
manutencdo das marcas na estrutura ao longo do tempo ou a necessidade da interrupcdo do trafego durante a realizagdo das

observacdes.

Como alternativa, pode utilizar-se um método para a determinacéo da deformagdo da estrutura por comparacgdo da

forma entre duas épocas distintas em vez da determinacdo do movimento de pontos isolados.

®
®
®
]
(o -
i o
] 4=
l o l
; ol
figura 4.60. Determinacdo da deformacéo por figura 4.61. Observacéo de perfis com estacéo total

comparacgdo da forma
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Para o efeito, utiliza-se uma estacéo total para a observacdo de perfis, 0 que tem vantagens quanto ao tempo de
observagdo e também por ndo ser necessario interromper o trafego na ponte.

A ponte sobre o “Klosterweg” esta localizada entre as cidades de Karlruhe e Stuttgart, no sudoeste da Alemanha, na
autoestrada A8. A ponte, de betdo pré-esforgado, tem um comprimento de 260 m e uma largura de 35 m, com 6 faixas de
rodagem. O plano vertical da ponte (e o comprimento das sete vigas), a seccdo transversal de um pilar e uma perspectiva da
ponte estdo ilustrados nas figuras 4.62. e 4.63.:

inclinagdo=4.63%
apoio A

pilar 1 pilar 2 pilar 3 pilar 4 pilar5  pilar6  apoio B

i | i | |
300m' 400m ' 400m ' 400m  400m | OOM™ T294m

figura 4.62.

1
E
A
o

T

—~—— 6oom ———

figura 4.63.
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4. Monitorizacdo de estruturas

A tabela 4.18. consta da norma DIN 1076 e indica, para cada tipo de deformacdo, o respectivo procedimento a

seguir:
N° Deformacéo Procedimento
1 Deslocamento dos pilares e dos | Utilizar marcas na estrutura, estacionamento livre e testes estatisticos do
apoios movimento dos pontos
2 Inclinacdo dos pilares Utilizar estacGes livres, efectuar perfis com estacdo total para comparacdo da
forma
3 Deformacéo da superestrutura Utilizar estacOes livres, efectuar perfis com estacdo total para comparacdo da

forma

Tabela 4.18.
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Exercicios:

1. Tendo sido medidas as distancias ¢ , = 360.50+0.05 m, /5= 250.10+0.05 m, ¢ .= 223.50+0.05 m do ponto P para

0s pontos A, B, C de coordenadas conhecidas, obtenha a estimativa por minimos quadrados das coordenadas (X,Y) do ponto
P, supondo (Xa,Ya)=(300,300), (Xg,Ys)=(600,250), (Xc,Yc)=(800,400).

2.0 posicionamento do ponto P é obtido a partir dos pontos A e B, em que se mediram os 3 angulos azimutais
0=60°00"20""+£10"", p=45°0020"’+10"", y=75°00’06"’+10"" e a distdncia BP=272.713+£0.02m. Obtenha as coordenadas
ajustadas por minimos quadrados do ponto P, supondo (Xa,Ya)=(300,300), (Xg,Ys)=(600,250).

3. Utilizou-se uma estacdo total para observar 4 pontos no eixo de um trogo de uma estrada que em planta é
representada por uma tangente com o objectivo de determinar a cota ya e 0 desenvolvimento L da curva parabdlica vertical
que estabelece a ligacdo entre dois trainéis de declives d1=3% e d,=-4%, no sentido crescente da quilometragem. O ponto de
transi¢do A correspondente ao inicio da curva vertical, a quilometragem 165.1 m, é inacessivel. As observagdes efectuadas
estdo indicadas na tabela seguinte, sendo as distancias contadas desde o ponto de transicdo inicial, ao longo do eixo. O desvio

padrdo das distancias (e portanto da quilometragem) e das cotas é igual a £0.005 m.

Ponto | Quilometragem (m) | Distancias (m) | Cotas (m)
1 180.000 14.900 33.010
2 200.010 34.910 33.300
3 239.960 74.860 32.900
4 260.010 94.910 32.300
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Resolucéo:

1. Para a resolucéo deste problema vai utilizar-se 0 modelo paramétrico (ou das equacfes de observagao): tem-se no=2,

n=3, r=1, u=2, c=2+1=3, onde cada uma das 3 equagdes contém apenas uma das 3 observacoes (esse sistema verifica-se com
0s pardmetros e observagOes ajustados), da forma:

e ——
£ VX7 (VY0 a | g wo 0 0

F=|Fy = J(X=Xg)2+(Y-Yg)? =75 [=|0], W=| 0 wg O

Pl | Jx=xe)+ (v =voy2 -ic | 1° 00w
oF, X=Xa R Y-Ya
allza_xz = - val;z:a_Y: = 5
JR=X2)? +(Y=Ya)? JX=X2)? +(Y=Ya)?
oF, X-Xg oF, Y-Yg
azlza_xz = = :azzza_Y: > 5
JX=Xg)? +(¥=Yg)? JX=Xg)? +(¥ = Yg)?
oF. XX oF. Y-,
331 3 C a32 3 C

T JRoxP Yo Y JRoxe)? e (Y=Ye)?

Sendo (Xo,Yo) um valor aproximado de ()? Y ), estimativa pretendida para as coordenadas de P, tem-se

Xo-Xa  Yo-Ya |
. )
f'g fé _ . 602 ) 0
VX=X +(Yg-Y)? ~n | [1A_s, 0.05
Xo-Xg Yo-Ye - - 0 o2
A= _ B w= JXo-Xp)2+(Yo-Yg)2—tg |=|B=tg |, P=| O 0
o o 2 2 o 0.05
\/(Xo_xc) +(Yo—=Ye) —/¢ log—Lc o2
0 0
Xo-Xe Yo-Yeo _ 007
05 5

(os elementos da matriz P sdo expressos na mesma unidade dos elementos da matriz W).
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Supondo (Xo,Y0)=(599.85,500.02), tem-se:

04 =360.441, (8 =250.020, ¢S =223.750

0.83190  0.55493 —-0.059
A=|-0.00060 1.00000|, W =|-0.080
—0.89453  0.44702 0.250

O sistema de equagBes normais é dado por:

1 0 Of 0.83190 0.55493|- .
40063/0 1 0] -0.00060  1.00000 [)A(:I =
0 O 1]-0.89453 0.44702 Y

0.83190 -0.00060 —0.89453
0.55493 1.00000 0.44702

1 0 0} -0.059
0.83190 -0.00060 —0.89453 2
= 400c5/0 1 0 -0.080
0.55493 1.00000  0.44702
0 0 1| 0.250

cuja solugdo é dada por
X | 067126 -0.02724]0.27223| | 0.183
v | |-0.02724 0.66434 |0.00074| |-0.060

. {)A( =599.85+0.183=600.033
ou seja, 4 .

Y =500.02—-0.060 = 499.960

Estes valores v8o entdo substituir a 12 aproximacéo (Xo,Yo) de ()2 Y ), repetindo-se o0 processo de ajustamento até que

0s acréscimos a aproximacao considerada sejam inferiores a tolerancia pré-definida.
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2. Para a resolucdo deste problema vai utilizar-se 0 modelo condicional (ou das equacdes de condicdo): tem-se np=2, n=4, r=2,
u=0, c=2+0=2, onde se ajustam as observac@es que posteriormente podem ser utilizadas para o célculo das coordenadas de P,
por exemplo por irradiacdo a partir de A ou de B. As duas equagdes sdo da forma:

P
-, _
%00 o LN
G(X
2
N Go
a+p+y-180° 0 — 0 0
- - Fl 0 CB
FO=| =] 5 g o W ,
2 .—A—.LBA 0 0 G—g 0
sind siny o2 A ‘
S
o o o0 — ‘
L S | B
F F F F
bn:a_lzl,blzza_lzl, blsza_lzl, b14:a_1:0
do. oB oy or
oF oF oF oF
b,, =—2 =—/coseca cota, b,, =—2 =0, b,, =—2 =d s COSECYCOtY, b,, =—2 =COSeca
21 0. 22 op 23 oy AB YCOLY, Doy o
5 1 1 1 0
1 -0.001449 0 0.000672 1.1546
a+p+y-180° 46"
W: =
¢ _dae {—0.0ZSQm}
sina.  siny
L 0 0 0
102
0 - -2
2
P=6(2) 10 1
0 0 = -2 0
10
0 0 0 12 2
L 0.02
- >, 3 ~0.000776
BP BT =100c,
—-0.000776 0.000008
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(pB7)" = 0.0165{

~9.794 ]
-16.538
~19.668
~5374.9

BT (B> *B") W =0.01c2

-9.79" ]|

- ~16.54"
v=P'BT(BP'BT W=

( M -19.67"

~0.0215m |

As observac@es corrigidas sdo portanto

6 =60°00'10.21"
B =45°00'03.46"
7 =74°59'46.33"
7 =448.308m

0.34205 33.6819
33.6819 130166

4. Monitorizacdo de estruturas

Caso seja necessario, utilizam-se estas estimativas como valor aproximado das observacgdes e repete-se 0 processo.

3. Para a resolucédo deste problema vai utilizar-se o0 modelo geral de ajustamento. A forma da parébola fica definida pelos

parametros ya e L; para cada ponto i=1,2,3,4 é necessario especificar um parametro (distancia di) para localizar esse ponto

sobre a parabola, o que totaliza 6 como nimero minimo de variaveis independentes necessarias para resolver univocamente o

modelo matemaético (no=6). Sendo n=8, r=n-n,=2; de u=2, devem ser estabelecidas c=2+2=4 equacdes que relacionam as

observagdes e 0s parametros, obtidas da equacéo da parabola

d,-d; , dy
= XS+ ——X+Ya:
200L 100 - YA
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d1=3%

— A |

Xd
]
X1
200Ly, —(d, —d; )x? —2Ld; x, —200Ly 5 Y2
E(x.7) = 200Ly, —(d, —d; )x3 —2Ld; x, —200Ly A i%2| 5 _|Ya
’ 200Ly, —(d, —d; )x2 —2Ld,x; —200Ly, | |Y3|’ L
200Ly, —(d, —d; )x2 —2Ld; x, —200Ly A X3
Ya
[ X4
~200L 200y, —2d,X; —200y$ |
—200L 200y, —2d;x, —200y%
A:
—200L, 200y, —2d; x5 —200y%
i —200L, 200y, —2d,x 4 — 200y |
200L, —2(d,—d))x;—2Lod; O 0 0 0 0 0
s_| © 0 200Ly —-2(dy—d)x,—2Lgd; O 0 0 0
) 0 0 0 200Ly —-2(dy—d{)xg—2Lgd; O 0
0 0 0 0 0 0 200Lg —2(dy —dq)x4 —2Lody

200L oy, —(d, —d;)x? —2Lod; X, —200L 4y &
_| 200y, —(d; —dy)x5 —2Lod;x, —200LY%

200L Y5 —(d, —d;)x3 —2Ld; x5 —200L oy
200L 4y, —(d, —d;)x5 —2Ld;x, —200L 5y
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onde L, e y°A sdo valores aproximados dos pardmetros. Considerando L, =98 m e y% =33 m, tem-se:

~196 -0.874
| 196 -14046|
| -196 -4.6916
~196 —7.0946
196 —3.794 0 0 0 0 0 0
o 0 0 196 —0.9926 0 0 0 0|
- 0 0 0 0 196 4.6004 0 0
0 0 0 0 0 0 196 7.4074
~70.111
~61.161|
= m
—67.495
—64.717
02 ]
0 S 0 0 0 0 0 0 0
0.005 :
%0 0 0 0 0 0 0
0.0052 ,
0 % 0 0 0 0
0.005 2
0 0 %0 . 0 0 0
p_ 0.005 2 2
0 0 0 0 . 0 0 0
0.005 :
0 0 0 0 %0 . 0 0
0.005 :
0 0 0 0 0 % 0
0.005 2
0 0 0 0 0 0 %
L 0.0052 |
0.96076 0 0 0
0 0.96042 0 0
BP'B' = co?m?
0 0 0.96093 0
0 0 0 096177
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1.04084 0 0 0
(B0 te7) = 0 1.04121 0 02—t
0 0 1.04066 0
0 0 0 1.03975

—204.005 -204.076 —203.969 -203.791 203

AT(BPBT)" = o}
~090970 155619 —4.88236 —7.37659

1 [1599049 288607
AT(BPBT) A= o3m 2
2886.07 78.3610

Ton 27V ) [0.000018653 —0.00068701] _,
(A(BPB)A): Go'm
~0.00068701  0.0380642

1 [~5374039
AT(BP BT W= oZm™
~965.888

Xi>
I

—0.3389
m
0.1544

donde yQA =33.0.339=32.661m, L,=98+0.154=98.154 m. Calculando as observacfes ajustadas a partir do célculo dos

residuos, obtém-se novos valores para y% , Lo e dj, repetindo-se o0 processo até se atingir a precisdo desejada.
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