Quimica Computacional

2024-2025

Paulo J. Costa

Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa
Computational Chemistry & Molecular Interactions Lab

Aula 2

FC Ciéncias
ULisboa

1/29



2/29



1. Revisio Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensoes e a Notacao de Dirac

Notac¢ao de Dirac

Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984)

(Fonte: wikipedia / www.redwolf.in)
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensoes e a Notacao de Dirac

Notacao de Dirac

Simplifica a generalizagdo dos conceitos da algebra vectorial para espacos N-dimensionais
onde os vectores podem ser complexos

€ = vectores base no espaco tridimensional
|i) = vectores base ket num espago de N dimensdes (N =1,2,..., N)

se |i) for uma base completa, podemos escrever qualquer vector ket |a) como uma
combinac3o linear dos vectores base
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensées e a Notacao de Dirac

Notacao de Dirac

Tal como para o espago a 3 dimensGes, a matriz representacdo do vector |a) na base |/)
pode ser escrito como um vector coluna

5/29



1. Revisio Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensoes e a Notacao de Dirac

Notacao de Dirac

A adjunta da matriz a é a matriz linha

al = [af & a5 - 3] (3)

que é a matriz representagdo do vector bra = (a|
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensées e a Notacao de Dirac

Notacdo de Dirac

Produto interno ou produto escalar entre um bra (a| e um ket |b)
by
by N
(alb) = (alb) =a'b=[a] a5 a5 --- &3] B3] =) aib; (4)
. i=1
—bN—
quadrado do médulo de um vector
N N
(ala) = Z ara; = Z |ai|> = sempre real e positivo (5)
i=1 i=1
w




1. Revisio Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensées e a Notacao de Dirac

.

Generalizagdo: 3D = ND
{5}71217273 |I>,I:1,2,,N
3
= = N
a= €ja; — 1\ 3
2 & a) = 32 11) 2
5 5= aib ‘.
a- = ai H _ * L
by (alb) = 3 aib
3 N * N 2
§3= 3 2= | = B =
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensées e a Notacao de Dirac

Operacdes com a notacdo de Dirac

Podemos idealizar uma base completa bra (|

qualquer vector bra (a| pode escrever-se
(a] = Za* {il (6) como uma combinacg3o linear de
! vectores base

Ent3o, o produto interno (a|b)

N
(alb) = Z IZ\Jb—ZZaTbjUIJ') (7)

=1 i=1 _[:1

para a que a Equacdo 4 seja verdadeira, (i[j) = §j;
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1. Revisio Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensoes e a Notacao de Dirac

Importante!
N N N N N N
(alb) = > a7 (il 22 1) by ZZZ bj (i) = X2 22 af
i=1 j=1 i=1j=1 i=1j=1
1 -
djj = dji = { > I J
0 se | # j

um vector ket |b) pode ser representado por uma matriz coluna b
um vector bra (a| pode ser representado por uma matriz linha af
o seu produto escalar é o produto das matrizes representagcao
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensoes e a Notacao de Dirac

Componente de um ket |a) em |i) / Componente de um bra (a| em (]

N N
Glay=>_(liyai=>> diai=a; (9)
3 i=1 i=1
67-5223,-6,7:3] (8)
i=1 N N

(alj) =D ar(iljy =) dyai=a} (10)
i i=1

Note que (j|a) = ({al))* = (alj)"
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensoes e a Notacao de Dirac

Relacdo de fecho

N (ila) N
la) =178 =D _1i) {ila) (11)
i=1 i=1
e
(ali) N
(al =) ar (il=2_(ali) il (12)
i=1 i=1
podemos entdo escrever
N
1= Z |i) (i| (completude da base) (13)
i=1
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensoes e a Notacao de Dirac

Operadores (O) em espagos vectoriais N-dimensionais e a notagdo de Dirac

Os operadores actuam sobre um ket |a) transformando-o num ket |b):
Ola) = [b) (14)
O operador é completamente determinado se conhecermos o seu efeito na base

N N
Oli) = Z ) Oji = Z lj) (0)ji com O = representagdo matricial de O (15)
Jj=1 J=1
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensées e a Notacao de Dirac

Operadores (O) em espagos vectoriais N-dimensionais e a notagdo de Dirac

N N
=Y 1Hoi=> L)
j=1 j=1

multiplicando pelo bra (k|

N
k’ O| Z k|f (0 ji = Z6kj _]I = (O)ki (16)
j=1 j=1
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensoes e a Notacao de Dirac

Representacao de operadores e multiplicacdo usando a notacao de Dirac

Usando a relagdo de completude da base (Equagdo 13) podemos encontrar a matriz que
representa o operador C = AB em fungdo dos operadores A e B

S k) K
(el = (€ = (i1 ABL) = (114 1T BLj) a7)
N N
= (il Alk) (k| Blj) = > (A)i(B)sj
k=1 k=1
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensoes e a Notacao de Dirac

Operador adjunto (OT)

Actuam sobre um bra (a| transformando-o num bra (b|: (a| Ot = (b|

Representacao matricial
Mutiplicando por {(c| e |c)

(a|O|c) = (c|b) (alOf|c) = (blc)
Como (b|c) = (c|b)*, entdo (a|Ot|c) = (c|O]a)*

Generalizando (uma vez que a, b e ¢ sio arbitérios): (i|OT]j) = (0O); = (j|O|i)* = O
A matriz representacio de Of é a matriz adjunta da matriz representacio do operador @ |
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1. Revisio Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.4 Espacos Vectoriais a N-dimensoes e a Notacao de Dirac

Importante!

e Recorde: uma matriz adjunta de A é dada por Af e tem elementos AJ’-‘,.

¢ Um operador é Hermiteano quando ©® = Of

® QOs elementos da matriz representacdo de um operator Hermiteano satisfazem a
condicdo (i|O]j) = (i|O'|j) = (j|O|i)"
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.5 Mudanca de Base

E se quisermos mudar de base?

Recorde:

N
® Se {|i)} é completa e ortonormal ((i|j) = 6;j e >_ |i) (i| = 1), podemos escrever
k=1

qualquer ket na base {|/)}

® A base {|i)} n3o é dnica. Poderiamos usar outra base completa e ortonormal, e.g.
{loy}
Ent3o, como podemos expressar um ket como uma cobinacdo linear de kets na base

{|a)} na base {|i)}?

N N N

ja) = 1la) = Y1) {ila) = > 1i) Uia = D i) (U)ia (18)
i=1

i=1 i=1
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.5 Mudanca de Base

E se quisermos mudar de base?

N

N
ja) = 1a) = S_1i) (ila) = S"1i) Uia = > 1) (U)ia
i=1

N

i=1 i=1

Acabdmos de definir uma matriz transformagdo (U)iq = Uin = (i|)

Fazendo a transformac3o na direccdo oposta:

N N N
iy =110y = la)(ali) =D la) Uiy = > |i) (UNai
a=1 a=1 a=1

Recorde que (ai) = (i|la)" = UL, = (U:rxi)
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.5 Mudanca de Base

Como as bases s3o ortonormais:

N N

5y = (il = 3 (il (alj) = 3 (Uw)(U},) = (UUY);

a=1 a=1
ou seja, a matrix transformacdo U é unitaria: 1 = UUT

Duas bases ortonormais estao relacionadas por uma matriz unitaria U.

Os elementos da matriz transformacdo U s3o dados por produtos internos entre as duas
bases: (U)o = Uin = (i|a)
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.5 Mudanca de Base

E2.1 Considere duas bases ortonormais
{ei},i=1,2e{9},j=1,2. Os vectores base
fazem um angulo 6 entre si. Mostre que a matriz
U que relaciona as duas bases é unitaria.
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1. Revisio Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.5 Mudanca de Base

Matriz rotacao

A matrix U pode ser definida como a

representacdo matricial do operador

rotacdo. Actua sobre um vector em 2D U— cos(f) —sin(0)
e devolve um novo vector que sofreu N [sin(ﬁ) cos(0) ]
uma rotacdo an qual a origem dos

vectores permaneceu inalterada

(20)
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.5 Mudanca de Base

Relacdo entre matrizes representacao de operadores

O - matriz representacdo do operador O € - matriz representacdo do operador O
na base {ei} na base {ai}
. N . N
Oli) = Zl U) Oji Ola) = ,321 8) Opa
J: =

Qa5 = (@|0]B) = (a|101]8) = > " (ali) (ilOLj) (18) = Y (UN),(0);(V);5  (21)

ij ij

Q = U'0U ou O = UQU' (22)

estdo relacionadas por uma transformacao unitaria.
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1. Revisio Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.5 Mudanca de Base

Q = U'OU ou O = UQUT

® as matrizes O e Q est3o relacionadas por uma transformacdo unitdria

® Importancia da transformacdo unitaria: para qualquer operador Hermiteano cuja
matriz representacao numa base ndo é diagonal, é sempre possivel encontrar uma
base em que a matriz representacdo do operador é diagonal:

Qaﬁ = waﬁdaﬁ = wa(SQB

Extremamente importante para resolver Equacoes de Valores Proprios

(e.g. HY = Ev)

Importante!
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1. Revisio Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacodes de Valores Préprios

Importancia

/ ;HRﬁDINGER’S cAf 1; >
ALAVIE

O nosso objectivo é conseguir resolucdo
da equacgdo de Schrodinger
independente do tempo que é uma
equacdo de valores préprios

Hep = Evp

Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger
1887-1961 (Fonte: wikipedia / www.redwolf.in)
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacgoes de Valores Proprios

Definicoes
Recorde que um operador actua sobre um vector, devolvendo outro vector

Ola) = |B) (23)

Se um operador O actuar sobre um vector |a) e o vector resultante for simplesmente uma
constante multiplicada por |«), estamos na presenca de uma equacgdo de valores
préprios

Ola) = wa |a) (24)
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1. Revisio Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacoes de Valores Préprios

Propriedades de operadores Hermiteanos (Of = O)

Ola) = wa |a) (25)

(iremos escolher vectores préprios normalizados, («|a) = 1)
® Os valores préprios de um operador Hermiteano sdo reais: wq, = w,
e Os vectores préprios de um operador Hermiteano sdo ortogonais: («|3) = 0 se
Wa # Wa
® Também é possivel demonstrar que os vectores préprios {a} de um operador
Hermiteano podem ser escolhidos de modo a formarem um conjunto ortonormal,

<O‘|B> = 5(1,3

.
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