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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.3 Anti-simetria ou o Principio de Exclusao de Pauli

Fun¢des de spin

O Hamiltoneano electrénico depende apenas das coordenadas espaciais dos electrdes,
contudo, para descrever completamente um electrdo é necessario o spin (fungdes de spin)

/dwa (w)a(w /dwﬂ (w)=1; com {a|a) = (B|5) =1
(1)
[ dwa*@B) = [ do s (@)a(w) =0 com (al8) = (Bla) =0
os electrBes passam a ser descritos por 3 coordenadas espaciais e uma coordenada de

spin w
Se x = {r,w}, a fungdo de onda para N electrGes é dado por ®(x1, X2, -+, Xn)
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.3 Anti-simetria ou o Principio de Exclusao de Pauli

Antisimetria da funcido de onda

O operador Hamiltoneano n3o envolve a coordenada de spin w e portanto, n3o basta a
funcdo de onde depender do spin para descrever o electrdo. Desta forma, introduzimos
um requisito adicional a & com base no principio de antissimetria

CD(X],"' s Xiy ot 5 Xjy e ,XN):—(D(XI,"' s Xjy ot s Xiy o 1XN) (2)

Uma fung¢do de onda multi-electrénica tem de ser antisimétrica em relacdo a troca da
coordenada x = {F,w} de dois electrdes

4/27



1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Orbitais Espaciais e Spin Orbitais

Orbital: funcdo de onda que descreve uma tnica particula, um electrao.

Assumimos que as orbitais moleculares espaciais formam um conjunto ortonormal

/ PP (PY(7) = (ilay) = (3)

1; é uma funcido do vector posicdo r. Descreve a distribuicdo espacial do electrio tal que
|);|?dr é a probabilidade de encontrar o electrdo no elemento de volume dr
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Orbitais Espaciais e Spin Orbitais: expansdo em termos da fun¢do de onda

Recorde que uma funcdo arbitraria f podia ser expandida de forma exacta como,
o
f(r)= Z a;i(r) onde a; sdo constantes
i=1

Note também que na pratica sé podemos trabalhar com conjuntos finitos (logo ndo
completos) de orbitais espaciais: {¢;|i =1,2,--- , K}

(4)
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

O conceito de spin orbital

Spin orbital x(x): fun¢do de onda para um electrdo que descreve a sua distribui¢do
espacial e o seu spin x = {r,w}

L [ePat) spin 1
e {w(F)ﬂ(w) i |

A partir de cada orbital espacial podemos formar duas spin orbitais distintas! Como
{¢ili=1,2,--- K} podemos formar um conjunto de 2K spin orbitais
{?M’ = 1727” : 72K}

{XZ,-_M = ¢i(Fa(w)
x2i(x) = ¥;(F)B(w)

(5)
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

O conceito de spin orbital

Se as orbitais espaciais sdo ortonormais entdo também as spin orbitais sdo ortonormais

/ drxi (x)x;(x) = (xilx;) = dj (7)

A fun¢do de onda apropriada para descrever um electrdo, é uma spin orbital x;(x). Mas
entdo quais as funcdes de onda apropriadas para um conjunto de electroes?
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Produtos de Hartree

Vamos comecar por discutir um sistema mais simples constituido por electrées que nao
interagem. Por conseguinte, podemos escrever o Hamiltoneano

H= Z h(i) (8)

h(i): o operador que descreve as energias cinética e potencial do electrdo i. A repulsdo
electrdo-electrdo é desprezada (ou os efeitos de repulsdo electrdnica sdo considerados de
forma média).

h(i)x;(xi) = Eixi(xi) 9)
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Produtos de Hartree

Como H é uma soma de Hamiltoneanos h(i), a fungdo de onda é um produto de fun¢des
de onda (spin orbitais) monoelectrénicas

WP (x1, %2, xn) = Xi(x1)xj(x2) - - Xk (xn) (10)
WHP & uma funcdo prépria de H
HYHP = pyhP (11)
Com E igual a soma das energias das spin orbitais (E = &;, &, -+, Ek)
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Produtos de Hartree

Qual é o problema? O produto de Hartree é uma fungdo de onda descorrelacionada (os
electrdes sdo independentes). A probabilidade de encontrar o electrdo i no elemento de
volume dx;

[WHP (x4, %2, -, xn)[Pdxaxa - - xn = [xi(x1)[2dxa|xj(x2)|dx2 - - [xk(xn)[Pdxn  (12)

é igual ao produto das probabilidades! A probabilidade de encontrar um electrdo-1 numa
dada regido do espaco é independente da posicao do electrao-2: podem estar no
mesmo espaco!
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Determinantes de Slater

O produto de Hartree tem dois problemas fundamentais:

® N3o tem em consideracdo o facto de os electrdes serem particulas indistinguiveis:
® N3o respeita o principio de anti-simetria

Vamos considerar 2 electrdes. O electrdo-1 é colocado em x; e o electrdo-2 em x;:

Vi (x1,x2) = xi(x1)x;(x2) (13)

Se por outro lado o electrdo-1 é colocado em x; e o electrdo-2 em x;:

W5 (x1,%2) = xi(x2)xj(x1) (14)

Os electrdes sdo distinguiveis!
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Determinantes de Slater

Podemos no entanto obter uma funcdo de onda que ndo distingue os dois electrdes e que
satisfaz o principio de anti-simetria através duma combinac3o linear dos dois produtos de
Hartree:

W(x1,x2) = 272 (xi(x1)x;(x2) — xi(x2)xj(x1)) (15)

1, 0

o valor 272 é uma constante de normalizacao

o sinal "—" garante que W(x1,x2) = —W(x2,X1)

se os electrdes ocuparem a mesma spin orbital (i = j), W(x1,x2) =0

Cumpre o principio de exclusdo de Pauli: a mesma spin orbital sé pode ser ocupada por
um electrao
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Determinantes de Slater

Podemos escrever a nossa funcdo de onda antisimétrica
_1
W(x1,x2) = 272 (xi(x1)x;(x2) — xi(x2)x;(x1))
sob a forma de um determinante

xi(x1)  xj(x1)

V(xy,x2) =272 xi(x2) xj(x2)

denominado Determinante de Slater.

(16)

(17)
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Determinantes de Slater

Generalizando para N electrdes

xi(x1)  xj(x1) oo xk(x1)
Wlxxa,- - xn) = NS xi(x2)  xj(x2) - xk(x2) (18)
xilen) XiGn)  x(xn)

os elementos de cada linha correspondem a um electrao especifico e os elementos de cada
coluna correspondem a uma spin orbital especifica. Temos N electrdes a ocupar N spin
orbitais x;(x1)x;j(x2) - - - xx(xn) sem especificar em qual orbital.
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Determinantes de Slater

xi(x1)  xj(x1) - xk(x1)
W(xq,X2, -+ ,XN) = N_% Xi(:Xz) Xj(:Xz) o Xk(.xz) (19)
xi(xn)  xi(xn) o xk(xn)

® 0 que acontece se trocarmos as coordenadas de dois electroes?

® 0 que acontece se dois electrdes ocuparem a mesma spin orbital?
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Determinantes de Slater

xi(x1)  xj(x1) - xk(x1)
W(xq,X2, -+ ,XN) = N_% Xi(:Xz) Xj(:Xz) o Xk(.xz) (20)
xi(xn)  xi(xn) o xk(xn)

® 0 que acontece se trocarmos as coordenadas de dois electroes? Trocar 2 linhas

® 0 que acontece se dois electrdes ocuparem a mesma spin orbital? Duas colunas iguais
v
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Determinantes de Slater

xi(x1)  xj(x1) oo xk(x1)
Vit xa, e x0) = N} xi(x2) xj(x2) - xk(x2) (21)
xilxn) xilen) oo xelow)

® 0 que acontece se trocarmos as coordenadas de dois electroes? Muda o sinal

® o que acontece se dois electrdes ocuparem a mesma spin orbital? O determinante é 0

Cumpre os requisitos do Principio de anti-simetrial
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Determinantes de Slater: Notacdo

xi(x1)  xj(x1) - xk(xa)
a1 |xi(x2)  xi(x2) e xk(x2)
W(xy, %2, ,xn) =N"2 | " . = Ixalxa)xj(x2) - - xe(xn))
xi(xn)  xi(xn) o xk(xn)
(22)
se as coordenadas dos electrbes estiverem ordenadas
W(x1, X2, ,XN) = |XiXj - Xk) (23)
Recorde que
Ixixj - xx) = — |xjxi - Xk} (24)




1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Determinantes de Slater: Notacdo

Wi xa, ) = NN T ) o)) (25)
xi(xn)  xj(xn) oo xk(xw)

Os determinantes de Slater formados por spin orbitais ortonormais sio normalizados, e
os determinantes de Slater com diferentes spin orbitais ortonormais ocupadas sio
ortogonais
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Determinantes de Slater: efeitos de troca e correlacao

Um determinante de Slater introduz efeitos de troca, mais especificamente, efeitos de
correlacao de troca: o movimento dos electrées com spins paralelos esta correlacionado

Nota também que densidade electrénica (densidade de probabilidade) |W|? ter de ser
invariante relativamente a troca das coordenadas x de quaisquer dois electrdes.

Consideremos um determinante de Slater no qual as spin orbitais x1 e x2 estdo ocupadas:
V(x1,x2) = [xi(x1)xj(x2)) (26)
se os dois electrdes tiverem spins opostos e ocuparem spin orbitais diferentes:

xilx1) = a(rr)alws)
xilx2) = palr2)Blace) &0
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Determinantes de Slater: efeitos de troca e correlagcdo

Escrevendo a densidade de probabilidade |W|? expandindo o determinante:

|W[dx1dxp = %|¢1(r1)a(wl)¢2(r2)ﬁ(w2) — h1(r2)a(w2)v2(r1) B(wr) Pdxydxa  (28)

para a probabilidade simultdnea do electrdo-1 estar em dxj e o electrao-2 estar em dxs.
Podemos entdo calcular a probabilidade P(ry,r2) de encontrar o electrdo-um no elemento
de volume r; e em simulataneo o electrdo-2 em ry

P(ry,va)dridry = /dwldw2|\ll|2dr1dr2
(29)

= %[|¢1(r1)|2|¢2(r2)|2 + 91 (r2) P[v2(r1) %]
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Determinantes de Slater: efeitos de troca e correlacao

P(ry,r2)dridry = /dwldw2|\|l|2dr1dr2

4 (30)
= Sl (ra) Plua(r2) P + [ (r2) (1) Pldra

Média (3) do:

produto da probabilidade de encontrar o electrao-um em dry e o electrdo-dois em drp, se
o electrdo-um ocupar 1 e o electrdo-dois

+

produto da probabilidade de encontrar o electrdo-um em dry e o electrdo-dois em dry, se
o electrdo-um ocupar ¥, e o electrdo-dois 1
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Determinantes de Slater: efeitos de troca e correlacao

Se 1 = 1y, i.e., os electroes ocupam a mesma orbital espacial mas tém spins diferentes
(anti-paralelos)

P(ri.r2) = 5[lwn(ra) Phia(r2)]? (31)
Nota que P(r1,r2) #0

Podemos ter dois electrdes na mesma orbital com spins diferentes. O movimento de
electrbes de spins diferentes diz-se nao correlacionado!
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.4 Orbitais, Determinantes de Slater e Funcoes Base

Determinantes de Slater: efeitos de troca e correlacdo

Se 11 = 1y, i.e., os electrbes ocupam a mesma orbital espacial mas tém spins paralelos

P(r1,r2)dridry = %[I¢1(l’1)!2|¢2(f2)\2 + [ih1(r2) Poa(r1)[P]dradrs
— [¥1(r1)v2(r1)¥3 (r2)ba(r2) + 1 (ra)s(r1)va(r2) i (r2)]

Note que foi adicionado um termo cruzado que que faz com que as probabilidades
estejam correlacionadas. Isto introduz efeitos de correlacao de troca ao movimento de
electrbes de spin paralelo.

(32)

Note também que P(ry,r;) = 0. A probabilidade de encontrar dois electrdes de spin
parelelo no mesmo ponto do espaco é zero!
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