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e Descritores das ondas

Amplitude e fase

Velocidade de propagacgao

Deducao da equacgao da onda

Generalizacao e significado fisico

Condicoes iniciais e propagacao



O que caracteriza uma onda?

Onda harménica progressiva

e Uma onda é uma perturbacao
* 4 P(x,t) = Asin(kx — wt + ¢g)

que se propaga no espaco

€ no tempo. W
A
e Depende da posicao x A_ N 7
e do tempo t.
0
e Transporta energia
sem transporte liquido T»
de matéria. Sentido de propagacao
A - amplitude k — numero de onda

A — comprimento de onda v — velocidade de propagagdo



Frequéncia angular

e A frequéncia angular, denotada por w,
esta relacionada com a frequéncia f por

L e

e Unidade SI: rads™!
(radianos por segundo).

e Significado fisico:
w mede a rapidez com que
a fase da oscilagdo evolui no tempo.

® Uma oscilagao completa corresponde
a uma variagao de fase de 27 rad.

Relagdo com o periodo

Como f = ﬁ, entio w=2nf = 12_,:;

Representacgdo no circulo unitario

Y4
A projoggao do raio sobre o eixo y
da a oscilacéo:

y = Asin(#) = Asin(¢py — wt)

e
S

Evolugéo temporal
Para ¢g = m/2: y(t) =A cos(wt)

2
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Exemplo numérico

w=2nf =271 x 10 = 207 rads~! ~ 62,8 rads™!

Se f = 10 Hz, entdo ‘




Comprimento de onda

Definicao

O comprimento de onda, denotado
por A, é a distancia entre dois pontos
consecutivos da onda que se
encontram na mesma fase.

Unidade SI
metro (m).

Relacao com o nhumero de onda

o
kE = —
A

Significado fisico

Indica a periodicidade espacial da onda.

Onda harménica progressiva
P(xz,t) = Asin (kx — wt + ¢g)

A ‘ A

e Relacdao com a velocidade de propagacao

o= fr——



Diferenca de fase

Dois pontos de uma onda podem oscilar com fases diferentes.

Y(x) Az

A¢ = kAzx

Se Axr = A, entdo A¢ = 27.

A diferenca de fase mede quanto duas posi¢des da onda estdo desfasadas entre si.




Velocidade de propagacao
0O movimento de uma fase constante

42
e O que é? Y(z,t) = Asin(kz — wt + ¢q)

A velocidade de propagacdo v é a
rapidez com que uma fase constante
da onda se desloca no espago.

e Fase constante
kx — wt 4+ ¢9 = constante

¢ Velocidade de propagacao

dr w

A forma da onda desloca-se;
as particulas do meio apenas oscilam em torno do equilibrio.



Um elemento de uma corda

Modela-se a corda como uma linha flexivel e considera-se
um elemento infinitesimal de comprimento dzx.

o Deslocamento transversal
O elemento tem um deslocamento y(x,t) na
direccdo transversal.

e Tensdo na corda
A corda esta sujeita a uma tensdo constante Frp.

A tensédo faz angulos € e @ + df com o eixo
horizontal.

e Pequenas inclinagdes

Para pequenas inclinagées, [8] < 1 e |6 + df| < 1.

Resumo

Comprimento do elemento Deslocamento transversal Tens&o na corda ‘ Angulos (pequenos)

dz y(x,t) Fr 6 e 6+ dO



Forcas nas extremidades

As tensbes actuam nas extremidades de um elemento infinitesimal de
corda. Sao tangentes a corda e dirigidas para fora do elemento.

Tensao na corda

No modelo de pequenas oscilagdes, o médulo F7- é constante. Os angulos
locais com o eixo horizontal sdo 0(x,t) e 8(x + dx, ).

Extremidade esquerda Extremidade direita
A componente vertical da tenséo é A componente vertical da tenséo é
Fyosq=—Frsinf(z,t) Fyair = Frsin@(x + dx, t)

Forca vertical resultante
Fy = Fplsin®(x + dx,t) — sin 0(x, t)]

Para pequenas inclinagdes, sin ~ tanf = dy/dx.

2, o
Fy~ Fp [a—i(:c +dx,t) — a—z(:v, t)



Da inclinacao a forca resultante

Para pequenas inclinagdes e tensao constante F'r, a diferenga de incli-
nacao entre as extremidades determina a forca transversal.

Fy ~ FT|:(:C—|—d t) — az(:v,t)

Expansao de Taylor da inclinacao
A tempo fixo, expandimos em torno de x, até a primeira ordem em dx:

dy
ox
Ao substituir, os termos de inclinagdo n20 ponto x cancelam-se:

0%y
Iy ~ FPp—=(x,t)dx
Y 8m2( )

= (r +dx.t) ~ %(x,)—O—T(x,t)daj

Significado fisico
Uma inclinacdo constante da forca transversal nula. E a variacdo da incli-
nagcdo — e nédo a inclinagdo em si — que produz a forga resultante.



Aplicacao da segunda lei de Newton

Forca transversal resultante
As tensdes nas extremidades produzem uma
forga vertical liquida sobre o elemento:

F, = Frsinf(z + dx,t) — Frsind(x, t).

Segunda lei de Newton

Para um elemento de massa dm = p dx:

9?y(x, 1) %y(z,t)

Pequenas inclinacdes

Para |#| <1, sinf = @
ox
Assim,
Fay(+dt) ay( t)| =pd :
12 T PR e T Tt R T

Yy

Fr(z + dz,t)

Fr(z,t)
O0(xz + dz,t) >0

;0(:1:,75) <0 ;

‘ dx

T 47 + dx T
Equacao da onda

?y(x,t) L ?y(x,t)
i T Ox?

Velocidade de propagagéo Fy —itensao na:corda: (M)

FT 1 — densidade linear de massa (kg m~1)

) | v — velocidade de propagagdo (ms™1)
|




A equacao da onda

Para pequenas oscilagbes transversais numa corda ideal,
o deslocamento transversal y(z,t) obedece a
equacao da onda

Significado dos termos

0?2 b
® Bif;g — aceleragao transversal de cada ponto da corda.
62
° = a S curvatura local da corda.
Ox?
e Y= & — velocidade de propagacao das perturbacdes
H transversais.

— Fpé a tensdo na corda (N).
— u  é adensidade linear de massa (kg m™1).

Condigoes iniciais

Para determinar uma solugdo é necessario
especificar, em t = 0,

® o deslocamento inicial:

® a velocidade transversal inicial:

% (2.0) = g(a)

' Condic¢oes de fronteira (exemplos)

e Extremidades fixasem * = 0 e x = L:
y(O,t) = y(L,t) =0
e Extremidade livre em = = L:
oy
(Ll )a—d0
6‘33( 2]

® Corda periédica:
9y Ay
y({)) t) - y(L: t)v %(07 t) e %(La t)




O significado fisico da equacao

Interpretacao fisica dos termos Como a equacao descreve a propagacao
Se num instante a corda tem uma determinada
82 forma (curvatura), a equagdo da onda diz-nos qual sera
y - Ace[eragéo transversal local. a aceleragao transversal de cada ponto nesse instante.

a2

Yy

Indica como o elemento da corda,
na posigao x, muda a sua velocidade
transversal no tempo. T I | B e i e

o2 oS X
92y 52 <0
x
—2 — Curvatura local da corda. (concavidade para cima) (concavidade para baixo)
83: Esta relacionada com a inclinagao A curvatura determina o sinal da aceleragao transversal
- 2
da corda dos dois lados do ponto x e So o ?; >~ 0 (concavidade para cima)
e mede como esta inclinagio varia o 9%y ;
= oo Fo > 0 : o ponto acelera para cima.
no espacgo. ) ot
® Se % < 0 (concavidade para baixo)
3 2
= % < 0: o ponto acelera para baixo.




Generalizacao a trés dimensoes

Equacao da onda em trés dimensoes

A perturbacao escalar (7, t), com
7 = (z,y, z), obedece a equacédo da onda

Bzwf 2 /
o v2 V4

onde v é a velocidade de propagacdo da onda
no meio.

Operador Laplaciano
O Laplaciano em coordenadas cartesianas é

2,/ 2.7 20
ox? oy? 0z2
Interpretacao fisica
924
ot2
® /24 — curvatura espacial (3D) da perturbacao.

+

— aceleracio local da perturbacéo.

Frentes de onda esféricas

Frentes de onda:
superficies esféricas
Y deraior = |F|.

x

Solugao particular
Numa onda esférica, a amplitude decai como 1/7:

o F(r — vt

p(,¢) = T2

onde F' é uma fungao arbitréria que descreve a forma
do pulso.

r



Linearidade da equacao da onda

: 0%y
A equacao da onda (1D) o

é linear.

Multiplicacao por uma constante

Se y(x,t) é solucdo, entdo Cy(x,t)
também é solucdo para qualquer
constante C.

y Cy(z,t)

o N A
=

Significado fisico

A amplitude pode ser multiplicada por
uma constante, sem alterar a forma
nem a velocidade de propagacéo.

Soma de solucodes (principio de sobreposicao)

Se yi(z,t) e ya(x,t) sdo solugdes,
entao [

y(z,t) = yi(z, t) + ya2(z, t)
também é solucéo.

yT y1(z, ) yI va(z,t)

[ T | x

{

y{ y(z,t) = yi(z, t) + ya(2, £)

| z

Significado fisico
A resposta total é a soma das respostas individuais.



Porque precisamos de condicoes iniciais?

A equacgao das ondas

Numa dimensao:

82y($7t) P azy(xvt)
ot? ox2

com v = +/Fr/p constante.

Condicoes iniciais

Para determinar uma solugdo unica,
é preciso especificar a perturbacao
e a sua velocidade inicial:

y(x,0) = yg(x) (deslocamento inicial)

dy(z,0)
ot

g (.fl’!) —" =0 yé (:If) (condicdo para onda a direita)

= g(:t) (velocidade inicial)

Diferentes condi¢des iniciais, diferentes solucdes

Se g(z) = —vy§(x), os perfis propagam-se para a direita com
velocidade v e mantém a sua forma.

Perfil inicial: y(z,0) = yo, (z)

y

Perfil inicial: y(z,0) = yp2(z)

v
/\

v
J t>o0 - J t>o0 =
yh Y@t =yo(z—vt) y(z,t) = yoola — vt)

v
—_—

x

Conclusao

x

Perfil inicial: y(z,0) = yo3(zx)

Yy

Yy

t>0

y(x,t) = yo3(x — vt)

v
—_
x

Sem condi¢des iniciais, existem infinitas solucdes possiveis.

As condi¢des iniciais determinam de forma tnica
a evolucdo da perturbacao para todos os instantes futuros.



Informacao e Propagacao

O que se propaga? Exemplo: Pulso num instante posterior
e O meio apenas oscila em torno Para um pulso que se desloca apenas para a direita com velocidade v,
das posicoes de equilibrio. a velocidade inicial deve satisfazer w s w
t z
e A onda transporta energia e
t =
quantidade de movimento. y » Y et -
e A informacédo (a forma da perturbac3o)
é preservada e desloca-se com / \
a velocidade v. [T H @ [ G Bkeg. T

Com esta condigao, o pulso mantém a sua forma e desloca-se
para a direita com velocidade v.

Sobreposicao e informacao

Quando existem varias ondas a propagar-se iz, t) yo(x, t) y(x,t) = (z,8)+ 1o, 1)
no mesmo meio: Yy Y Yy
|
O deslocamento total é a soma dos A /\ Af |
deslocamentos individuais. ' [
0 ! 0 | 0 /:\
Onde os deslocamentos tém sinais opostos, | —A/21~ ,

cancelam-se parcialmente.



Dominio de dependéncia

Ideia principal

e A perturbacao propaga-se com
velocidade finita .

e Um ponto P so é afectado pelo

gue acontece numa regiao
limitada do espaco.

e A informacao fora dessa regidao
ainda nao chegou a P no instante t.

Generalizacao a trés dimensoes
Em 3D, P(7,t) depende apenas
dos dados iniciais na superficie

da esfera de raio vt centrada em 7.

Dominio de dependéncia (1D)

Pz, b)

Regido que
pode influenciar P

f
&
r — vt G

xn:vt Z

Consequéncia

of Em 1D, contam os dados
iniciais no intervalo [x —vt,z +vt].

Em 3D, contam os dados na
superficie da esfera de raio vt.

e

x

Yy A informacado propaga-se
com velocidade finita.



Exercicio resolvido |

Problema: Uma corda de comprimento L com extremidade fixa em = = 0 e extremidade livre em z = L
tem uma velocidade de propagagdo v = /Fr/p determinada pelas propriedades do meio.
Determine os valores permitidos de k,,, w,, e f,, para as ondas estacionarias nesta corda.

Solugao geral
A solugdo da equagao das ondas é a soma de duas ondas
que se propagam em sentidos opostos:

( y(z,t) = Ay cos(kz — wt) + A_ cos(kx + wt)

Condigoes de fronteira
e Em z = 0 (extremidade fixa):

y(0,t) =0
AL +A_=0 = A_=-A,

Logo, a solugédo torna-se

y(x,t) = 2A, sin(kz) sin(wt)

® Em z = L (extremidade livre): a forga transversal é nula

By &
b (L,t)=0
Camm A = —Ay:

i L,t)=2A, kcos(kL) sin(wt) =0
oz 5

(@2n+ Dr

Logo, L) = =
ogo cos(ki) = 0] = k. T

(r=105132,.. .

Frequéncias quantizadas
A relagdo de dispersdo ¢ w=wk,

e

Logo, b _ (2n+Dmv
wnfﬂkn—72L
& _ (@n+Du
= et e/ =02 ..
I NS RE

Amplitude e solucao final
Escolhendo a fase temporal de modo que o deslocamento na extremidade
livre seja y(L,t) = A sin(w,t), temos

i y(L,t) = 2A4 sin(k, L) sin(w,t) = A sin(w,t) l
Como sin(k,L) = (—1)™, segue que ' 24, = (—=1)"A.
Portanto, os modos normais sio

1) A sin(k,z) sin(w,t) l

{ Yn(, t) = (-

y Modo fundamental (n = 0)

=0 z=1L
(fixa) (livre, ventre)



Modos discretos: o que é diferente?

As fronteiras seleccionam os modos; a relagdo com a energia depende da fisica do sistema.

Corda classica

As frequéncias préprias sao discretas.

A amplitude de cada modo é livre.
Wn = Ukn
2 2
E(zl,n o A%wy
Variar A permite variar continuamente
a energia, mesmo num Unico modo.

No modelo linear ideal, a energia
pode ser arbitrariamente pequena.

Particula num poco quéntico
Schrédinger e as condig¢des de fronteira
seleccionam os niveis de energia.

En = hwn

Aqui, w, é a frequéncia da fase temporal
do estado estfcionério.

/ ()2 dz = 1
0

A normalizagéo fixa a escala de 1, sem
alterar a energia do estado.

E uma amplitude de probabilidade, nao
uma amplitude de deslocamento.



Exercicio resolvido Il

Problema: Um transdutor ultrassénico emite uma onda longitudinal num tecido mole.
A pressdo acustica é dada por p(z,t) = ppcos(kz — wt), com py = 50 kPa,
f=2,0MHz e v=1540m s
Determinar:
e 0 comprimento de onda J;
e O numero de onda k;
e 0 sentido de propagacao da onda.

Solucao Propagacao
p(z,t) el
e Comprimento de onda: para a direita
a=T _ A ooy 10t — 0T, Po
R onglemes S :
e Numero de onda: 0 /\ /\
27 27
k=" — % _ 816x103radm~!. £
X~ 7,70x107% P e =
e Sentido de propagacao: A
A forma kz — wt indica que a onda se propaga para a direita z z+ A

(no sentido de +2), com velocidade v = w/k = 1540 m s~ 1.

Interpretacao fisica
A pressao varia sinusoidalmente no espaco e no tempo.
Cada ponto do tecido oscila longitudinalmente enquanto a perturbacao se desloca para a direita.



Exercicio resolvido Ill

Problema: Um feixe ultrassénico de frequéncia f = 3,5 MHz propaga-se num tecido mole (velocidade do som
v =1540m s~ ! ) e é descrito pela pressdo acUstica
p(z,t) = po cos(kz — wt), com py = 120kPa e p=1000kgm™3.
Determinar: e o comprimento de onda \; e 3 intensidade acustica média [;
e o numero de onda k; e a velocidade méxima das particulas do meioc t%Umax;
* a frequéncia angular w; e o sentido de propagacao da onda.
Solugéo | Representacdo da onda Propagacao
1. Comprimento de onda p(z,t) para a direita
p= o UV 0 a0 0,440 =
= = = =4, m = 0, mm
f 3,5 x 108 O
2. Numero de onda ’ z
27 27 = A
E=C— T 14310 L
X 4,40 x 10°° rad m 2 Z+ A
3. Frequéncia angular 5. Velocidade maxima das particulas do meio o
: e _ P\%,
w=2nf = 2r(3,5 x 106) = 2,20 x 107 rad S—l Para uma onda plana:  p = pvu ¥ = ylzth= o
4. Intensidade acistica média [FOGOr, atissam, i 2000 Ui i 7,79 x 1072 ms™!
P2 Do pU (1000) (1540) ey
Para uma onda plana: I = 22, com  Prms = ——=. . =7,79cms
i pv V2 6. Sentido de propagacio
Substituindo: (120 103)2 A fase é kz — wt = const. = z = %t + const.
x 10° 3 —2
U= 2 (1000) (1540) = 4,68 x 10° Wm Como %} = v > 0, a onda propaga-se para a direita (sentido de +z).

Interpretacao fisica (aplicagdo em diagnéstico por imagem)
A onda ultrassénica provoca pequenas variacdes de pressao longitudinal no tecido.
Estas variagdes sdo convertidas em ecos nas interfaces entre tecidos com diferentes propriedades acuUsticas, permitindo formar imagens.




