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Métodos Matemiticos em Engenharia e Ciéncias da Terra— FCUL - DEGGE

S5érie de Exercicios 7

1 = Mostre que para um numero complexo genérico z tem-se as seguintes expressoes das fungbes trigomeétricas
inversas:

b a=in

a) arcsin(z) = =i In (iz + 1 — 22) . Supestdo: use gsing = z = =

o, @4 = arcsin {z)

E""*E_r"

b) arccos(z) = —iln{ z + vz — 1). Sugestdo: use sing = z = ea = arccos (z)

2- Calcule na forma cartesiana e polar os seguintes nimeros complexos:

al exp(2+1i)

Bl (3+i)°}
c) In(2 - 2/i)
d) arcsin(2).

x
- coshz = = e tomandoz = x + iy com x, ¥ € B, mostre que:

L

3 — Sabendo que sinhz = "L;

a) |sinz|® = sinx® + (sinhy)?®
b} |cosz|® =cosx? + (sinhy)®
c) |sinhz|*® = sinhx? + (sin¥)*
d) |coshz|? = sinhx® + (cos y)*

4 — Resolva as seguintes equagies:

a) z*+i=0

b ;;ﬁ -
5 — Considere uma fungdo complexa f(z) = ulx, ¥) + iwlx,v) de varidvel cnmplexa =x+iyondewv,x.yE R As
condigoes de diferenciabilidade de f (z) sao as condigdes de Cauchy-Riemann {CCH}: i :; ; :—E = —E Nesse caso
e dal 3_2 ¥ f% = 2_: == Uma funcio diz-se analitica em torno de z; se ﬁ existir para |z — z,| < & para

um certo & = 0. i

a) Encontre a fungdo analitica f(2) tal que u(x, y) = x3 — 3xy® e mostre que fiz)=
b) Calecule as derivadas de f(z) de ordem 1,2, 3 e 4 e mostre que o ﬂESEHUnHlmentﬂ;!l;! ¥

3
0 de ordem 3 & exato ou seja: f(z) = f(0) + (2} e [”3" E‘EE
¢} Calcule a derivada de f(z) = sin (z) na representacdo ::artesfa nae FHE .M

— du a
que o campo 2D F; = Eu AT —"e:,. & um campo solenoidal [
o5 -

ay
= €, € irrotacional (rotacional nulo).



N

2

7-5e f(z) = ulx,y) + iv{x, ¥) & analitica em todo o planc complexo e P(z) é a primitiva de f(z), ou seja que verifica
:tP[x} z2dP

= f(z), tem-se que o mtegralj’ f(2)dz = _];_‘ 1 4z = _J'E“ (ﬂpdx + —d}r} = P(z;) — P(z;).
a) Mostre que P(z) = [(u(x',0) + iv(x', 0))dx’ + [ (-v(x, ") + iu(x y“]]d}f’

b)  Mastre que a primitiva de f(z) = z é P(z) == Calcule o integral _[I Z ¢z ao longo

do percursos indicados na figura {forma direta) e usa ﬂdﬂ a primitiva mostrando a igualdade
dos resultados.

8 — As igualdades de Cauchy escrevem-se:

1} Se f(z) analitica no interior de uma curva fechada C, entdo: §. f(2)dz =0

I} 5e f(z) analitica no interior Int(C)de uma curva fechada C e 2, € Int((), entdo: ﬁ:‘ %dﬁ: = Zmif(zp).
4 m

my
a) Mostre que ¢, £ {‘zjd?—n'ﬁ_ &;”-ﬂd = 2mif "™z,

2]

9 - 0 desenvolvimento de Laurent € uma generalizagdo do desenvolvimenta de Taylor e permite expandir uma fungao
f(z) em torno de um ponto isolado z; no qual a fungio é divergente ou nio estd definida {E-g. & . Sin e) EMZ = Zyp =
)00

E

Se g, # 0 para algum n = —1, a fungao & singular em z;. O coeficiente a_; = a_, () diz-se o residuo relativo ao
panto singular z;,.

0 ). O desenvolvimento de Laurent é: f(z) = ¥} o, (2 — 2,)" onde o, = = ﬁ, = dz onde z, € Int(C).

Se a, = Opara n = —1, a fungdo & analitica em int{{’) e a fungao coincide com o desenvolvimento de Taylor sendo
Mz

Tl

f(z) =Enptn(z—2)" coma, =———

O teorema dos residuos permite calcular integrais ciclicos ao longo de curvas C no interior das quais pode haver um
conjunto de R singularidades isoladas z,, 5, .., Zp. Assim mostra-se que:

R
flz)dz = 2mi } a_,(z.)
B

a) Desenvolva os primeiros trés termos de Laurent da fungdo f(z) = B:ﬂ |

b) Calcule a parte real e imagindria do integral ﬁc flz)dz ao lnn,gn. -Ela. } no |_?1’2~§1]u._?- cor
recorrendo ag Teorema dos residuos. '
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