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Um alfabeto do calculo proposicional consiste num conjunto infinito L de letras proposicionais,
cujos elementos denotamos usualmente por p, g, 7, p’, etc, juntamente com quatro simbolos légicos
‘=707 N, V) e dois simbolos de pontuagao: o paréntesis esquerdo ‘(* e .0 paréntesis direito ‘)’
Ao simbolo 16gico — dé-se o nome de negagdo. Os simbolos —, A'e V.sdo conectivos/proposicionais
bindrios, respectivamente o condicional, a conjuncao e a disjuncao. Uma palavra do alfabeto é uma
sequéncia finita de simbolos do alfabeto. Cada palavra tem um comprimento bem determinado, o
qual pode ser o nimero natural 0 (é unicamente o caso da sequéncia vazia). A concatenacgdo de
duas palavras s e ¢ denota-se por s°q ou, simplesmente, sqg. Também podemos concatenar uma
palavra com um determinado simbolo, adoptando/uma notacao similar. Uma palavra s diz-se um
segmento inicial duma palavra r se existir uma/palavra ¢ tal que r = s7q.

Definicao 1. Diz-se que uma palavra ¢ -do alfabeto.do cdleulo proposicional € uma férmula se
existir uma sequéncia finita ¢1,. .., ¢, de palavras tal qued = ¢, e, para cada 1 < i < n, se tem
(a) ¢; €p, onde p € uma letra proposicional; ow (b) ¢; € da forma —¢;, com j < i; ou (c) ¢; € da
forma (¢;Odk), com & um conectivo bindrio e j, k. <oi.

Uma sequéncia ¢, ..., ¢,-nas condicoes da definicao diz-se uma sequéncia de formacao de ¢.
Habitualmente denotamos as férmulas do caleulo proposicional por letras mintusculas do alfabeto
grego ¢,1, 0, p, ¢, etc. O seguinte resultado é imediato por inducao completa no comprimento da
sequéncia de formagao de uma férmula.

Proposicao (Inducao na Complexidade das Férmulas). Seja X um conjunto de férmulas.
Suponhamos que toda @ letra proposicional estd em X e que sempre que ¢, € X entdo —¢p € X e
(¢QY) € X, onde & € um conectivo bindrio. Entdo X € o conjunto de todas as férmulas.

O seguinte lema demonstra-se imediatamente por indugao na complexidade das férmulas:

Lema 1. Toda a formula ou é wma letra proposicional, ou € da forma —¢ com ¢ uma formula, ou
é\da forma (pOW),/com ¢, formulas e  um conectivo proposicional bindrio.

Trivialmente, os trés casos acima (i.e., ser uma letra proposicional, ser uma negacao ou advir
dum dos conectivos bindrios) sdo mutuamente incompativeis. Mostrar que, no terceiro caso, o
conectivo binario estd bem determinado necessita dum argumento.

Lema 2. Nenhuma formula é segmento inicial proprio de outra férmula.

Demonstragao. Queremos ver que nenhum segmento inicial préprio de uma dada férmula ¢ ainda
é uma férmula. Admitamos o contrario. Tome-se uma férmula ¢ nessas condigoes de comprimento
minimo. Vamos mostrar que se 6 é férmula e segmento inicial de ¢, entao 6 é ¢ (o que é um absurdo).
Isto é claro quando ¢ é uma letra proposicional. Suponhamos que ¢ é da forma —1. Vem que 6
é da forma —y, em que « é férmula e é segmento inicial de 1. Por minimalidade, v é v, como
se queria. Finalmente, suponhamos que ¢ é da forma (¢{~), com < um conectivo proposicional
bindrio. Entdo 6 comega com um paréntesis esquerdo e, portanto, é da forma (pOn), com p e n
férmulas e © um conectivo proposicional bindrio. As férmulas p e ¥ ndo podem ter comprimentos



diferentes, pela suposicido de minimalidade. Logo, p é . Conclui-se que os conectivos e © sdo o
mesmo e que 7 é segmento inicial de . Novamente pela suposigao de minimalidade, infere-se que
n é v. Como se queria. O

Como consequéncia imediata:

Proposic¢ao (Unicidade de Leitura). Se uma férmula p é da forma (¢)v), com & um conectivo
proposicional bindrio, entdo tanto o conectivo < como as formulas ¢ e Y estGo univocamente
determinados por p.

Pela propriedade da unicidade de leitura referimo-nos nao somente ao enunciado acima como
também & observacao (ja efetuada) de que uma férmula cai apenas num dos trés casos seguintes:
ou é uma letra proposicional, ou é uma negacao, ou advém dum conectivo binario. No segundo
caso, é claro que a férmula que se nega estd determinada pela-férmula original. Assim, quando
uma férmula nao é uma letra proposicional, podemos falar no conectivo principal dessa férmula e
na(s) sua(s) componente(s).

Do discutido, é agora claro que podemos definir fungoes no conjunto de todas as féormulas por
recursao na sua complexidade, i.e., dizendo qual é o valor da fungao nas letras proposicionais e qual
¢é o valor da fungao nas restantes férmulas em termos do wvalor da funcdo na(s) sua(s) férmula(s)
componente(s).



