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Definigao 1. Considere-se uma linguagem do cdlculo proposicional dada por um comjunto de letras
proposicionais L. A uma fungdo v : L — {0,1} dd-se o nome de valoragao.

Usando recursao na complexidade das férmulas, ‘as valoragbes v estendem-se a aplicagoes v
definidas em todas as férmulas do célculo proposicional através das seguintes clausulas:

i. 9(¢) = v(¢), para ¢ letra proposicional;
—¢) =1-0(¢);

ii.

o
it 3((6 — ¥)) = max(1 - 5(6), 3(¢));
iv. 5((6 Av)) = min(3(6), 5(4)); e
v. (¢ V ) = max(i(6), 5(v)).

A 9(¢) chama-se o valor de verdade de ¢ sob.a valoragao v.

Definicao 2. Seja v uma wvaloracao. ~Uma formula ¢ diz-se verdadeira sob a wvaloragdo v se
0(¢) = 1. Nesta caso, escreve-se =, ¢ e diz-se¢ também que v é modelo de ¢. Diz-se falsa se
o(¢) = 0.

Note-se que ¢ é verdadeira se, e somente se, —¢ é falsa. Também se tem, por exemplo, que
um condicional (¢~ ). é falso se, e somente se, ¢ é verdadeira e ¢ é falsa. Uma tautologia é
uma férmula que/é verdadeira sob todas as valoragoes. Sao exemplos de tautologias as seguintes
férmulas: (¢ — @) (p= (@ =9)); (P — (¢ — ¥)); (¢V —¢) (lei do terceiro excluido), =(d A—¢)
(lei da ndo_contradigao); ((¢ A) — ¢); (¢ = (@ VY)); (((¢ = ¥) = ¢) = ¢) (lei de Peirce);
(¢ = (Y= p)) = (@)= (6 = p))); e ((m¢ = ¥) = ((m¢ — —~¢)) — ¢)). Para simplificar a

leitura, passamos aomitir os parénteses exteriores. Assim, a penultima tautologia atras escreve-se

(= @ —p)— (=)= (6= p)).

H4a métodos efetivos (automdticos) para decidir se uma dada férmula é, ou nao, uma tautologia.
O mais conhecido é o método das tabelas de verdade. Essencialmente, se p1,po, ..., pn s@o as letras
proposicionais distintas que ocorrem numa dada férmula ¢, a tabela de verdade lista sistematica-
mente todos as possiveis valoragoes restritas a estas n letras proposicionais (pois, é claro, somente
esta restrigdo interessa para avaliar o valor de verdade de ¢) e determina, para cada entrada desta
lista, se o valor de verdade de ¢ é 1. Note-se que a listagem tem 2™ entradas. Um dos grandes
problemas da matemadtica actual, conhecido por problema P versus NP (diz-se ‘éne pé’), pergunta
se existe um método efetivo para decidir se uma férmula é, ou nao, uma tautologia em apenas um
niimero polinomial de passos. Muitos investigadores acreditam que tal ndo é o caso (acreditam em
P # NP) mas ninguém sabe como o demonstrar.

Uma contradigdo é uma férmula que é falsa sob todas as valoragoes. E.g., ¢ A —¢ é uma
contradicao. E claro que uma férmula é uma contradicao se, e somente se, a sua negacao é uma
tautologia. Duas férmulas ¢ e 1 dizem-se tautologicamente equivalentes, e escreve-se ¢ < 1), se
para toda a valoragao v, 0(¢) = 9(¢)). Algumas equivaléncias légicas tém nomes especiais:



e Dupla negagao, ou estabilidade: ——¢ < ¢.

e Idempoténcia: { Z C z : 2

o Comutatividade: { 2 CZQJ : ://j C z
atividade: { @M EAP) S (DAY AP

e Associatividade: { oV (V) (pVY)Vp

[Se apenas estivermos interessados nas férmulas a menos de equivaléncia légica entdo as leis
associativas permitem-nos simplificar a escrita. Por exemplo, podemos escrever ¢ Ay A p sem
paréntesis.]

o [ ON(WV ) S (PAY) V(DA P)
Distributividade: { SV (A p) < (6V ) A(SV p)

@A Y) & —p VY
De Morgan: { {6V 1) > = A b

O bicondicional entre duas férmulas ¢ e 1" define-se como (¢"— ) A (¥ — ¢) e denota-se por
¢ <> 1. Observe-se ¢ < 1 sse o bicondicional ¢ <> ¥ é uma tautologia. H4 uma certa redundéancia
no nimero de conectivos 1égicos primitivos que admitimos. Com efeito, a menos de equivaléncia
l6gica, um s6 dos trés conectivos —, A e V é, juntamente com o conectivo da negagao, suficiente
para obter os outros dois. Por exemplo, o condicionale a negagao bastam pois p A < —(d — )
e oV & —¢ — . Mais interessante € saber se os conectivos discutidos sao suficientes para definir
qualquer “conectivo”, seja qual for a sua aridade. Segue-se a formulagao rigorosa desta questao,
com resposta afirmativa.

Proposicao (Completude Vero-Funcional). Dado n # 0, seja F : {0,1}" — {0,1} uma
aplicacao. Nestas/circunstancias;-exziste uma formula ¢ do calculo proposicional, na qual apenas
ocorrem n letras proposicionais p1, . ..,Pn, com a sequinte propriedade: para qualquer valoragao v,

0(¢) = F(v(pr), -5 0(pn))-

Demonstragao. Faz-se uma demonstragao por inducao simples em n. No caso n = 1 ha quatro
fungoes 'de {041} para si proprio. Sao elas Fy, Fy, F3 e Fy, as quais passamos a descrever. A
primeira é a fungao constantemente igual a 0; a segunda, a constantemente igual a 1; a terceira é
afuncao identidade e a quarta é a fung@o que troca os valores de verdade. As férmulas p; A —p1,
p1V —p1, p1 € =p1, respectivamente, desempenham o papel desejado.

Seja dada F : {0,1}"*! s {0,1} ao arbitrio. Considerem-se as aplicagoes Fy e Fy de {0,1}"
para {0;1}+definidas assim:

Fi(60y.--y0n-1) = F(d0y.--,0n-1,1),

para ¢ = 0,1. Por hipétese de inducao, existem férmulas ¢y e ¢1 (nas quais ocorrem apenas as
letras proposicionais p1, ..., p,) tais que, para toda a valoragao v,

0(¢:) = Fi(v(p1), ..., v(pn))

para i = 0,1. Tome-se ¢ a férmula (dg A —Ppt1) V (¢1 A pry1). Nao custa ver que ¢ tem as
propriedades desejadas. 0



Curiosamente, basta um unico conectivo binario para definir todos os conectivos. E.g., a barra
de Sheffer, denotada usualmente pela barra vertical | e definida por meio da seguinte tabela, é
suficiente para tal:

|
0
1
1
1



