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Defini¢cao 1. Um conjunto de formulas I' diz-se satisfazivel se existe /uma valoragdo que torna
todas as formulas de T verdadeiras. Uma férmula ¢ diz-se satisfazivel se o conjunto singular {¢}
€ satisfazivel.

Note que uma férmula ¢ é satisfazivel se, e somente se, “¢ nao é uma tautologia.

Definigao 2. Um conjunto de férmulas I' do cdlculo proposicional diz-se finitamente satisfazivel
se todo o subconjunto finito de I' € satisfazivel.

Segue-se um teorema muitissimo importante:

Teorema da Compacidade do Calculo Proposicional.. Um conjunto de férmulas do cdlculo
proposicional € satisfazivel se, e somente se, € finitamente satisfazivel.

Claro que se um conjunto de férmulas é satisfazivel entdo ¢é finitamente satisfazivel. Para
demonstrar o reciproco necessitamos de algum trabalho preparatério. A seguinte nogao é impor-
tante a este respeito: um conjunto’ I' de féormulas do cédlculo proposicional diz-se mazimalmente
satisfazivel se é finitamente satisfazivel e nao estd contido propriamente em nenhum conjunto
finitamente satisfazivel.

Lema 1. Seja M wum conjunto maximalmente satisfazivel. Entdo, para qualquer formula ¢ do
cdlculo proposicional, ¢ € M. ou —¢ € M (e ndo ambos).

Demonstragao. Seja M maximalmente satisfazivel e, com vista a um absurdo, suponhamos que
¢ ¢ Me—¢p¢ M. Por maximalidade, nem M U {¢} nem M U {—¢} sao finitamente satisfaziveis.
Entao existem X, A'C M finitos tais que nem 3 U {¢} nem A U {—¢} so satisfaziveis. Como
Y UA C M-éfinito e M ¢ finitamente satisfazivel, ¥ U A é satisfazivel. Seja v uma valoragao que
torna todas as férmulas de > U A verdadeiras. Ora, ©(¢) = 1 ou 9(—¢) = 1. No primeiro caso,
Y U {¢} ésatistazivel, o que é absurdo. No segundo caso, AU {—¢} é satisfazivel, o que também é
absurdo.

Nao se da simultaneamente ¢ € M e ¢ € M porque M é finitamente satisfazivel. O

Lema 2. Seja M mazimalmente satisfazivel. Tem-se:
(i) = e M ssepd M outp € M;

(ii) NV e M ssepe M ey € M;

(iii) ¢V € M ssep € M ou) € M.

Demonstragao. Vamos demonstrar a primeira alinea, deixando as outras duas a cargo do leitor.
Suponhamos que ¢ — ¥ € M e, com vista a um absurdo, admitamos que ¢ € M e ¢ ¢ M. Pelo
lema anterior, =1 € M e, portanto, {¢ — ¥, ¢, p} C M. Ora este conjunto nao é satisfazivel,
contradizendo a satisfazibilidade finita de M. Reciprocamente, suponhamos que ¢ — 1» ¢ M. Pelo
lema anterior, =(¢ — ¢) € M. Como {—(¢p — ), ¢} nio é satisfazivel, vem —¢ ¢ M e, pelo
lema anterior, ¢ € M. Também se tem ¢ ¢ M, visto que {—(¢ — 1),1} nédo é satisfazivel. Como
se queria. ]



Estamos agora em condi¢oes de demonstrar o Teorema da Compacidade. Para o efectuar,
temos que ver que qualquer conjunto I' de férmulas finitamente satisfazivel estd contido num con-
junto maximalmente satisfazivel. Usamos, para isso, o Lema de Zorn (caso o leitor ndo esteja
familiarizado com este lema, no final deste capitulo damos uma demonstracdo alternativa deste
resultado para o caso da linguagem ter apenas uma cardinalidade numeravel de letras proposi-
cionais). Considere-se O a classe de todos os conjuntos de férmulas A, finitamente satisfaziveis,
que contenham I'. Ordene-se O pela relagao de “estar contido”. E facil de ver que O, ordenado
desta forma, esta nas condicoes da aplicacao do Lema de Zorn. Logo O tem um elemento maximal
M. Claro que I' € M e M é maximalmente satisfazivel. Define-se agora asseguinte valoracao v:

|1 sepeM
v(p)—{ 0 sep¢é¢ M

Vamos demonstrar, por inducdo na complexidade das férmulas ¢, que @(¢).="1 sse ¢ € M.
Este facto mostra que a valoragao v torna todas as férmulas de M e, portanto de I', verdadeiras.
Como se pretende.

Se ¢ é uma letra proposicional p a equivaléncia sai por definicao de/v. No caso da negagao
note-se que 9(—¢) = 1 sse 9(¢) = 0 sse (por hipétese de indugdo) ¢ ¢ M sse ¢ € M (por
maximalidade). No caso do condicional, 9(¢ — 1) = 1 sse @(¢) = 0'ou 0(¢)) = 1 sse (por hipdtese
de indugao) ¢ ¢ M ou ¥ € M sse (pelo lema anterior) ¢ — ¥.€ M. Os casos da conjuncido e
disjungao sao analogos.

Demonstramos, pois, o Teorema da Compacidade do Célculo Proposicional.

Definicao 3. Seja I' um conjunto de formulas.. Uma formula ¢ diz-se consequéncia seméantica de
T, e escreve-se I' = ¢, se para toda a waloragdo v, entio ¢ é verdadeira sob v sempre que todas as
formulas de T’ sao verdadeiras sob v.

No caso de T ser o conjunto vazio, escrevemos = ¢ em vez do descémodo @) = ¢. Note-se que
escrever = ¢ é o mesmo que dizer que ¢ é uma tautologia.

Coroldrio 1. Seja. T um conjunto de formulas e ¢ tal que T |= ¢. Entio existe um subconjunto
finito X2 de T tal que 3 = ¢.

Demonstragao. Admitamos que nao se tem ¥ = ¢ para nenhum subconjunto finito ¥ de T
Deste factordecorre imediatamente que X U {—¢} é satisfazivel para todo ¥ C T finito. Logo,
' U {~¢} é finitamente satisfazivel. Por compacidade, I' U {—¢} é satisfazivel. Conclui-se que

I~ é. O

Como prometido, vamos demonstrar — sem usar o Lema de Zorn — o teorema da compacidade
no caso em que.a-cardinalidade do conjunto das letras proposicionais é numeravel. Como sabe-
mos, basta mostrar que todo o conjunto I', finitamente satisfazivel, de formulas estd contido num
conjunto maximalmente satisfazivel de férmulas. Por causa da numerabilidade das letras proposi-
cionais, o'conjunto de férmulas também é numeréavel. Seja ¢q, ¢1, @2, ... uma enumeracgao de todas
as férmulas. Defina-se, por recursdo, uma sucessdo (I';,)nen de conjuntos de férmulas da seguinte
maneira: I'g é T e

r | ThoU{dn} sel, U{¢,} é finitamente satisfazivel
L I caso contrario

Claramente, por inducao em n, cada I', é finitamente satisfazivel. Considere-se M = J, oy -
Claro que M contém I' e é finitamente satisfazivel. Vamos ver que M é maximalmente satisfazivel.
Seja M’ um conjunto que contenha M e que seja finitamente satisfazivel. Tome-se ¢ uma férmula
de M’ ao arbitrio. Ora, ¢ é ¢,, para algum n € N. Como I';, C M C M’, sai que I';, U{¢p,,} C M'.
Logo, I';, U {¢,, } é finitamente satisfazivel. Por defini¢ao, ¢,, € I';,11. Conclui-se que ¢ € M.



