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Até meados do século XIX a matemadtica desenvolveu-se por meio de métodos e construgoes
muito concretas, baseados nos nimeros naturais, no calculo infinitesimal ou na geometria. Um
desenvolvimento importante do final desse periodo vis-d-vis a mudanga do caracter da matemaética
que iria ocorrer mais tarde foi, sem duvida, a procura’de condigoes suficientes para.a’convergéncia
das séries de Fourier. Este problema levou a consideracao de fungoes dum ponto de vista abstrato,
i.e., sem necessariamente serem dadas através duma expressao analitica. Na segunda metade desse
século, o aparecimento da teoria dos conjuntos com o seu tratamento do infinito como totalidade
atual, a resolugcao de certos problemas de caracter tradicional por novos métodos assim como
o processo de rigorizagdo da andlise matemadtica (por Augustin Cauchy, Bernard Bolzano, Karl
Weierstrass, et al.) desencadearam um desenvolvimento da matematica por linhas cada vez mais
abstratas e menos construtivas. Um notdvel exemplo dum resultado demonstrado por métodos
entdo considerados suspeitos é hoje conhecido em algebra como o teorema da base de Hilbert. A
demonstracao deste teorema por David Hilbert gerou grande controvérsia ao tempo devido ao uso
dum ponto de vista mais abstrato e a aparente falta de contetido construtivo da demonstragao. Paul
Gordan, na altura o grande especialista dessa drea, foi o arbitro do artigo que Hilbert submeteu
a reputada revista Mathematische :Annalen, tendo escrito no seu relatério a Felix Klein (o editor
da revista) o seguinte: “O problema nao estd na forma ... jaz mais profundo. Hilbert desdenhou
apresentar os seus resultados seguindo tegras formais, pensa ser suficiente que ninguém possa
contradizer a sua demonstragao ... estd satisfeito por pensar que a importancia e a corregao
dos seus resultados/sao suficientes. ..« para um trabalho abrangente para os Annalen, isto é
insuficiente”. Apesar da situagao delicada em que foi colocado, Klein pressentiu a importancia dos
novos métodos de Hilbert e acabou por aceitar o artigo. Ficou célebre o seguinte comentéario de
Gordan a demonstracio de Hilbert: Das ist nicht Mathematik, das ist Theologie!

A mudanca operada‘na matemética a partir do final do século XIX apenas se pode comparar
em alcance-ao aparecimento do método axiomédtico na antiguidade Grega e ao calculo infinites-
imal'mo século XVII.| Os novos métodos em matemadtica geraram controvérsia entre os mais in-
signes matematicos da época, viz. Hilbert, Cantor, Leopold Kronecker, Henri Poincaré, Richard
Dedekind, Giuseppe Peano, Henri Lebesgue, Emile Borel, René Baire, Jacques Hadamard, Ernst
Zermelo e, especialmente, Luitzen Brouwer. Neste contexto, nao deve surpreender que o surgi-
mento de paradoxos em teoria dos conjuntos na viragem do século XIX para o século XX tenha
causado furor e crise. Os paradoxos puseram em causa a nove matemética emergente, agudizando
a controvérsia entre os tradicionalistas e os modernos, estes tltimos cultivadores de métodos fe-
cundos mas, aparentemente, mal fundamentados. O paradoxo mais basico descreve-se facilmente
e ficou conhecido por paradoxo de Russell (descoberto por Bertrand Russell em 1902 e, indepen-
dentemente, por Zermelo). A teoria dos conjuntos baseava-se, na altura, numa concegao légica dos
conjuntos, segundo a qual estes sdo dados por extensées de predicados, sendo (numa certa acegao)
emanagoes de predicados. Assim, dado um predicado P a sua extensao é o conjunto {z : P(z)}
dos elementos que satisfazem a dita propriedade. Considere-se entdo a propriedade “x ¢ z” e a
respetiva extensdo r. Por definicao de r tem-se que, para todo z, x € r sse x ¢ x. Em particular,
r €rsser¢r. A situacio é paradoxal.



2 FERNANDO FERREIRA

No campo daqueles que defendiam a nova matematica, perfilaram-se duas reacgoes ao paradoxo:
por um lado, a reacao logicista, motivada pelo designio filoséfico de reduzir a matematica a logica
e de que foram principais protagonistas, Russell e Alfred Whitehead; por outro, o projeto de gizar
uma axiomatizacao da teoria dos conjuntos livre de paradoxos. O primeiro projeto, iniciado no
ultimo quartel do século XIX por Gottlob Frege, sogobrou devido a dificuldades intrinsecas. Nao
obstante, o logicismo legou & matemética a axiomatizagao rigorosa da légica (através do trabalho
seminal de Frege no Begriffsschrift de 1879) e o desenvolvimento da matemdtica — por Frege,
Russell e Whitehead — em sistemas dedutivos puramente sintaticos. A axiomatizacao da teoria
dos conjuntos procedeu (de inicio) informalmente e originou o sistema axiomético hoje vigente na
fundamentacao da matemética (a teoria ZFC de Zermelo-Fraenkel munida-do axioma da escolha)
e a decorrente concegao iterativa do universo dos conjuntos.

O campo de pendor construtivista espraiava-se por um arco-iris de varias tonalidades. A tonali-
dade mais radical, denominada de intuicionismo, proposta por Brouwer no final da primeira década
do século passado, defendia uma mudanga da prépria légica, ndo admitindo a lei-to terceiro ex-
cluido. Numa segunda fase, com inicio uma década mais tarde, o intuicionismo radicalizou-se
ao ponto de admitir principios que contradizem resultados amplamente aceites, nomeadamente o
principio de que toda a funcao real de varidvel real é necessariamente continua. Ora, Brouwer era
um matematico proeminente, respeitado e admirado.pelos seus trabalhos de alto nivel em andlise
e topologia, sendo as suas ideias fundacionais conhecidas e debatidas'na comunidade matematica.
No inicio da sua fase mais radical contou inclusivamente com o apoio entusidstico de outro grande
matematico, Hermann Weyl, o qual fora estudante dileto do proéprio Hilbert. Se houve altura
na histéria da matemdtica em que, seriamente, se pode contemplar um cisma na matematica foi
durante uns breves anos no inicio dos anos vinte do século passado.

Este nao é o local apropriado para‘discutir este periodo fascinante da histéria da matemadtica (e
das propostas fundacionais). Pretende-se tdo somente enquadrar a reagio de Hilbert & problemdtica
da fundamentacao da matematica e a sua defesa da nova matematica contra os construtivistas e,
em especial, contra Brouwer./ Hilbert propds-se'defender vigorosamente a nova matemaética, como
atesta a seguinte declaracao: “Ninguém nos expulsard do paraiso que Cantor criou para nés”.

O génio de Hilbert gizou um programa fundacional que se apoiava num ponto arquimediano
aceitdavel para todas/as partes em conflito. Este ponto é a matemdtica finitista. Hilbert nunca deli-
neou precisamente o finitismo, e hoje este assunto é motivo de debate filoséfico e exegese historica.
E, no entanto, seguro dizer que matematica finitista assenta na faculdade de conceber e distinguir
sequéncias_finitas de simbolos € de operar com elas por meio de certas transformacoes efetivas
e iteracoes destas e que; negativamente, exclui asser¢oes que se obtém através de quantificagoes
sobre dominios/infinites.’ Vamos cingir-nos a apenas um unico simbolo |, obtendo desta forma
as sequéncias &, |, |/, [lll, I/, etc (a primeira sequéncia é a palavra vazia). A concatenagao
do simbolo | a uma/dada sequéncia é uma das operagdes permitidas (a operagdo sucessor) e a
iteragao desta operagao a partir da palavra vazia gera essencialmente a sequéncia dos nimeros
naturais. Dito de outro modo, um ntimero arbitrdrio obtém-se por iteracao da operacgao sucessor
a partir da-palavra vazia. E possivel argumentar convincentemente que a possibilidade de efetuar
(sem restrigdes) iteragoes justifica finitisticamente cada operagéo recursiva primitiva entre nimeros
naturais. Na terminologia de Hilbert, uma asser¢do real, ou com conteddo (inhaltich), é uma igual-
dade do tipo ||| + [|[[|=]/]|]]]], onde a opercao de adigao é especificada de modo recursivo primitivo
pelos esquemas: a+& = aea+(b|) = (a+b)|. Em particular, as assergdes reais podem ser decididas
efetivamente ao fim dum numero finito de passos. Por exemplo, as férmulas fechadas rudimenta-
res correspondem de modo natural assercoes reais. O célculo proposicional cldssico aplica-se sem
problema a estas assercoes.

No programa fundacional de Hilbert também jogam um papel fundamental certos esquemas
assertoricos, que denominamos de expressoes reais esquemdticas, que tém o efeito de exprimir
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afirmagoes de caracter geral. Estas afirmagoes devem ser interpretadas como formulagoes de um
esquema de assergoes reais strictu sensu, ndo como uma asserc¢ao universal (quantificacdo). Alguns
destes esquemas sao verdadeiros por definicao, como é o caso dos dois esquemas definidores da
operacao de adigao do paragrafo anterior. Outros esquemas sao passiveis de justificacao finitista,
como ¢ o caso da expressao real esquematica a+b =Db+a. A justificagao finitista duma expressao
real esquemadtica usa, tipicamente, um principio que vai necessariamente além de meros cédlculos
particulares, viz. a inferéncia que permite passar duma assercao real P(e) e duma expressao real
esquematica P(a) — P(a|) para a expressdo real esquemadtica P(a). Este principio de indugdo
finitista justifica-se finitisticamente na medida em que decorre da prépria concegdo do processo
iterativo subjacente a nogao de nimero arbitrario, em exata analogia coma justificacao finitista
das operacoes recursivas primitivas.

Porém, para Hilbert, deixa de ter sentido real negar uma expressao real esquemdtica P(a).
Segundo Hilbert, uma tal negagdo é uma asser¢do de cardcter ideal, podendo ser escrita através
do simbolo (que Hilbert classificaria de “transfinito”)’de quantificacdo existenciali-3z—¢(x), onde
¢(z) é uma férmula correspondente & asser¢ao esquemética real P(a). Porexemplo, as assercoes da
linguagem da aritmética de Peano que nao sejam da forma Vz¢(z), com ¢ umaférmula rudimentar,
s@o consideradas ideais (sem conteido) por Hilbert. E com este tipo de assercoes, sem conteido,
que a matemdtica nao finitista (infinitista) opera. Nao é por acaso que Hilbert classifica estas
assergoes de “ideais”. A certa altura Hilbert escreve: “Lembremo-nos de que somos matemdticos
e de que, como matematicos, muitas vezes nos encontramos em situagoes dificeis, das quais fomos
salvos pelo método engenhoso dos elementos ideais (..:) de modo similar, para preservar as leis da
légica (...), temos de suprir as asserc¢oes finitistas com assergoes ideais”.

As assergoes ideias a que Hilbert se refere incluem aquelas usadas pelos mateméticos quando
utilizam o quantificador existencial, ou formulam o principio de indugao para férmulas quaisquer,
ou falam de objetos infinitistas (conjuntos infinitos) como cortes de Dedekind, ultrafiltros, medidas,
ordinais, fungoes escolha, etc. Hilbert estabelece um paralelo entre a inclusao de assercoes ideais
na linguagem matematica e a manobra tipicamente matematica de alargar o dominio original de
estudo para melhor investigar as entidades de partida: “Assim como, por exemplo, os nimeros
negativos sao indispensdveis em teoria dos numeros e, modernamente, esta disciplina apenas é
possivel através dos/ideais de Kummer-Dedekind, assim a matematica cientifica apenas é possivel
através da insercao de assercoes ideais.” O que sao entao, para Hilbert, as assercoes ideais? E
nesta altura que o legado logicista desempenha um papel fulcral. Ainda que — ao contrario de
Hilbert — o-logicismo veja as assergoes infinitistas como significativas (asser¢oes com contetdo),
motivos proprios levaram o programa logicista a regimentar a matematica através dum célculo
dedutivo puramente sintatico. Hilbert da agora o passo decisivo de encarar este cédlculo como
mera manipulacgao finitista de simbolos destituidos de significado. As asserg¢des ideias sio, assim,
meras férmulas nao interpretadas que participam num célculo dedutivo puramente formal. Hilbert,
porém, adverte: “Ha apenas uma condigao, ainda que absolutamente necesséria, a que o método
dos elementos ideais estd sujeito. Essa condigao consiste numa demonstragao de consisténcia, pois
a expansao do dominio pela adicao de elementos ideais s6 é legitima se essa expansao nao causa o
aparecimento de contradigdes no dominio original, mais estrito.” Como discutiremos no préximo
capitulo, a assercao de consisténcia dum sistema formal é uma expressao real esquemadtica, com
conteido e, portanto, passivel de ser justificada finististicamente. O programa de Hilbert dependia
desta justificacao finitista.



