O METODO DAS CONSTANTES DE HENKIN

FERNANDO FERREIRA

Teorema da Completude de Goédel (versao dedutiva). Seja ' um_ conjunto de formulas

fechadas e ¢ uma férmula fechada duma dada linguagem do cdlculo de predicados. Sel' |= ¢ entdao
'k ¢.

O teorema da completude acima segue-se do seguinte resultado:

Teorema da Existéncia de Modelos. Se um conjunto de formulas fechadas € consistente entdo
tem um modelo.

Com efeito, suponhamos que I' | ¢. Entao I' U {—¢} ndo tem modelos. Pelo teorema acima,
I'U {—¢} ndo é consistente. Como vimos, isto implica'que.I" - ¢.

Tem-se um resultado andlogo de completude para o cdleulo de predicados com igualdade (em
que a semantica é dada por estruturas normais) desde que nos axiomas l6gicos também se incluam
os axiomas da igualdade IG. Para verificar este resultado, suponhamos que ¢ nao se obtém de I'
por meio duma deducao formal com os axiomas da igualdade. Pelo teorema da completude acima,
IN'uIGU {—¢} tem um modelo (ndo necessariamente normal). Como sabemos, entdo existe um
modelo normal de I' U {—¢}.

O teorema da existéncia de modelos permite demonstrar facilmente o teorema da compacidade
do célculo de predicados. Supenhamos que I' é um conjunto de férmulas fechadas finitamente
satisfazivel. Entao, I" é finitamente consistente'(i.e., todo o subconjunto finito de I" é consistente).
Obviamente, sai que I' é consistente visto que as dedugoes formais apenas usam um ntmero finito
de férmulas. Pelo teorema da existéncia de modelos, I' tem um modelo.

Definicao 1. Seja’T um conjuntode sentencas duma dada linguagem L e C um conjunto de
constantes de L. Diz-se-que C" € um conjunto de testemunhas para T em L se, para cada férmula
¢ de L com exatamente uma varidvel livre x, existe uma constante ¢ de C tal que T+ Jxgp — ¢7.

Com a/ajuda do préximo-lema, vamos demonstrar o teorema da existéncia de modelos. Nesta
demonstragao vamos usar indugao e recursao transfinita. O leitor nao familiarizado com estas
nocoes da teoria dos conjuntos pode restringir-se ao caso em que a linguagem é numeravel. Neste
caso, apenas se usa inducao e recursao finita.

Lema 1. Seja T um conjunto consistente de sentencas duma dada linguagem L. Seja C um
conjunto. de constantes novas com a cardinalidade da linguagem L e tome-se Lo a linguagem L
juntamente com as novas constantes de C. Entao hd uma extensdo consistente To de T, constituida
por sentencas de L¢, de tal modo que C' € um conjunto de testemunhas para Tc em L.

Demonstragao. Seja k a cardinalidade de £ e seja (¢q )<, uma enumeracao (transfinita) injetiva
de novas constantes. Vamos tomar C' := {c, : @ < r}. E claro que a cardinalidade da linguagem
alargada Lo ainda é k. Tome-se (¢4 )a<x uma enumeragao transfinita de todas as férmulas de L¢
com exatamente uma variavel livre z,. Vamos definir, por recursao transfinita, uma k-sequéncia
de conjuntos de féormulas fechadas de L¢:

T=TyCTh C...CT,C...
e uma sequéncia transfinita de constantes (d,)a<x de C, de tal modo que:
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(i) Tp é T e cada T, é consistente;
(ii) em cada Ty, ocorrem menos de x novas constantes de C;
(ili) se « = B+ 1, entdo T, = T U {Ixgop — ((bg)zﬁ}

(iv) se o é um ordinal limite, To, = g, T

Suponhamos que T3 j& estd definido e goza das propriedades acima. Tome-se dg o primeiro
elemento de C que nao ocorre nem em ¢g nem em nenhuma férmula de Tg. Vamos mostrar que
o conjunto T U {3wgds — (¢p),.} ¢ consistente. Se nio fosse, entdo T = ~(3wsds = (65)4))-
Daqui sai, pelo calculo proposicional, T F Jzg¢g e T - (¢5) . Dado que dg nao ocorre em Tjg,
uma dedugao formal de ﬂ(cz)g)zg a partir de Tjs d4 obviamente origem a uma.deducao formal de —¢g
a partir de Tz (substitui-se sistematicamente na deducao original a constante dg pela varidvel zg).
Assim, dado que T3 - —¢g, por generalizagao, obtém-se T - Vag—¢s e, portanto, Tg F —3xzps.
Isto contradiz a consisténcia de 1.

Este argumento mostra que se pode definir uma sequéncia transfinita de conjuntos de férmulas
fechadas que goza das propriedades (i), (ii), (iii) e (iv). Toma-se T¢ como a unido |J, ., Ta- E
claro que T¢ é consistente e contém 7. Resta ver que C' é um conjunto de testemunhas para T
em L¢o. Seja ¢ uma férmula de Lo com exatamente uma varidvel livre . Entdo, ¢ é ¢, para
algum a < k e z é a varidvel z,. Logo a féormula Jz 40, — (¢a)§:, Le., drg — ¢y , estd em T qq
e, portanto, em T'. O

Estamos agora em condigoes de demonstrar o teorema da existéncia de modelos. Seja T" um con-
junto consistente de férmulas fechadas. Pelo lema anterior, tome-se T uma extensao consistente
de T numa linguagem alargada L& por novas constantes C; de tal modo que C seja um conjunto
de testemunhas para T em Lo. Pelotteorema de Lindenbaum, seja T uma extensao consistente e
completa (no sentido dedutivo) de T¢. E claro que C-ainda é um conjunto de testemunhas para T
em L. Define-se agora uma estrutura 9t para L¢., O dominio |9t] da estrutura é constituido pelos
termos fechados de L¢. Para ima constante a deL ¢, define-se ™ como sendo a. Para um simbolo
funcional de aridade n > 0, define-se f™(ty,...,t,) como sendo o termo fechado f(ty,...,t,). E
facil de ver (por inducao na complexidade dos termos) que, para cada termo fechado ¢ de L¢,
t™ = ¢. Para um sfmbolo relacional R de aridade n de L¢, define-se R™(t4,...,t,) se, e somente
se, a formula R(t1,h. . ,t,)estédem T. E claro que j=ox R(t1,...,t,) se, e somente se, R(ty, ..., t,)
estd em 7. Esta equivaléncia constitui a base de indugao para uma demonstragao, por inducao na
complexidaderdas férmulas fechadas ¢ de L, de que se tem

Em ¢ se, e somente se, T ¢.

Note-se queé, dada a inclusao T C T, esta equivaléncia implica imediatamente que 9t é modelo
de T, como se deseja. O caso base ja foi discutido. Basta discutir, p. ex., os casos da negacao, da
conjuncao e da quantificacio existencial. O caso da negacao advém do facto de T ser consistente
e completa. Com efeito:

Fm ¢ & Fmo & THo & TE-9¢

O caso da conjungao nao poe problemas. Resta ver o caso da quantificagdo existencial. Supo-
nhamos que gy Jz¢. Entao existe um termo fechado ¢t de L tal que o ¢ [t]. Daqui sai que
Eon ¢y Por hipétese de inducao, tem-se T’ + ¢¢. Logo, T + 3z¢. Reciprocamente, suponhamos
que T + Jz¢. Se z ocorre livre em ¢ entdo, visto que C' é um conjunto de testemunhas para T em
L, hd uma constante ¢ de Lo tal que T+ Jx¢p — ¢Z. Por modus ponens, tem-se T+ ¢Z. Logo,
por hipétese de indugdo, vem [=op ¢*. Logo = ¢|c]| e, portanto, Fop Jz¢. Caso x nao ocorra
livre em ¢, use-se simplesmente o facto de que, neste caso, - Jx¢p — ¢ e, novamente, modus ponens
e a hipdtese de inducao.

Demonstramos, pois, o teorema da existéncia de modelos.
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A versdo dedutiva do teorema da completude de Godel permite concluir a existéncia de dedugoes
formais através de argumentos de natureza semantica. Com efeito, para mostrar que I" - ¢ basta
argumentar que ¢ é verdadeira em todo o modelo de I'. Considere-se, por exemplo, o esquema (2’)
formado pelos fechos universais de VaVy(x = y A ¢ — ¢'), onde ¢ é uma férmula qualquer, y estd
livre para  em ¢ e ¢ obtém-se de ¢ substituindo uma ou mais ocorréncias livres da varidvel x
pela varidvel y. Dado que as féormulas deste esquema sao verdadeiras em todas as estruturas que
satisfagam os axiomas de igualdade IG (recorde-se que estes axiomas estao apenas enunciados para
férmulas sem quantificadores ¢), sabemos que as férmulas de (2’) admitem dedugoes formais no
calculo de predicados com igualdade. (De facto, ndo é dificil argumentar este facto diretamente,
por indugdo na complexidade das férmulas ¢.) Trata-se de uma forma indireta de mostrar que
existem certas dedugoes formais (o argumento nao é construtivo, na medida em que néo se mostra
como obté-las explicitamente). Esta forma indireta é frequentemente usada em 1égica matematica.
Quando se quer argumentar que existe uma dedugaorformal de ¢ a partir de I' por esta via
semantica, é costume comegar o argumento com as ‘palavras “raciocinemos em.I] com vista a
mostrar que ¢ é verdadeira em todo o modelo de I'. Deve realmente ter-se o cuidado de assegurar
que o nosso raciocinio se aplica, efetivamente, a todo e qualquer modelo de I". O principiante é,
por vezes, levado ao engano por deixar de fora certos modelos (por estes nao serem ‘“naturais”).
Neste texto, evitaremos usar o método seméantico para justificar a obtencao de dedugoes formais.

Nas proximas secgoes admitimos a existéncia de certas deducoes formais. A sua existéncia
direta é geralmente simples de argumentar (usando tautologias'e osteorema da dedugéo). A titulo
de exemplo, vamos argumentar que se tem F (Vz(0(x). — z = t) A Jz(0(x) A (z))) — ¥(t), onde
t é um termo fechado e 6 tem como tnica varidvel livre.x (e, é claro, a dedugéo é no célculo de
predicados com igualdade). Este facto vai ser usado pelo menos duas vezes nas préximas secgoes.
Ora, dado que

0(z) =z =1t) = [(x = tAP(x) = P(t) = (0(z) Ap(x) = P(1))]

0(x) =1} F 0(x) Ap(z) — (t). Como sabemos, daqui

)
é uma tautologia, vem por (27), {Vz
) A(x)) — (t). Agora utiliza-se o teorema da dedugéo e uma

sai {Vz (0(z) » = =1t)} F Jz(0(z
tautologia apropriada.

H4 mais uma observagao que é oportuno fazer sobre a versao dedutiva do teorema da completude
de Godel. Esta versao tem, como 6bvia consequéncia, a versao recursiva do teorema da completude.
Com efeito, seja T é:uma teoria recursivamente axiomatizdvel com axiomatica A. Considere-se o
predicado binério R que é verdadeiro do par (m, k) se, e somente se, k é o nimero de Gédel duma
deducao formal a partir, de-A-da férmula cujo nimero de Gédel é m. Como jé discutimos, R é um
predicado recursivo. Logo, m é o nimero de Gédel dum elemento de T se, e somente se, 3k R(m, k).
Como é patente, os numeros de Godel dos elementos de T formam um conjunto recursivamente
enumeravel.



