Mecanica Analitica

Série 4: Formulagao Hamiltoniana e transformacoes canonicas

. [1] Usando as transformagoes de Legendre, derive o Lagrangeano L(g;, ¢;,t) a partir do Hamil-
toniano H (g;, p;,t).

. [1] Escreva o problema da forca central de duas massas pontuais no formalismo Hamiltoniano,
eliminando as coordenadas ciclicas, e reduza o problema a quadraturas.

. [1] Uma formulagao semelhante & Hamiltoniana pode ser derivada, no qual ¢; e p; sdo variaveis
indepedentes, com o “Hamiltoniano” G(¢;,p;,t) (p; é definido da forma usual.) Partindo da
formulacao Lagrangeana, derive G(¢;, p;,t) e as correspondentes equacoes do movimento.

. [1] Uma particula de massa m pode-se mover ao longo de uma dimensao sobre a influéncia de
duas molas fixas a uma distancia a uma da outra (uma a esquerda e outra a direita da particula).
As molas seguem a lei de Hooke, tém comprimento de relaxagao zero e constante ki (esquerda)
e ko (direita).

(a) Usando como coordenada generalizada a posicdo da particula relativamente ao ponto de
fixacdo da mola do lado esquerdo, escreva o Lagrangeano e respetivo Hamiltoniano do
sistema. A energia é conservada? E o Hamiltoniano?

(b) Introduza uma nova coordenada @ definida como,
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Escreva o Lagrangeano em termos de (). Qual o Hamiltoniano correspondente? A energia
é conservada? E o Hamiltoniano?

. [1] O Lagrangeano de um sistema com um grau de liberdade é dado por,

L= % (¢° sin® wt + gqw sin 2wt + ¢°w?) . (2)

(a) Qual é o Hamiltoniano correspondente? E conservado?

(b) Introduzindo uma nova coordenada @) = gsinwt, escreve o Lagrangeano em termos desta
nova coordenada e o Hamiltoniano correspondente. O Hamiltoniano conserva-se?

. [1] Se as varidveis canénicas nao forem todas independentes, mas acopladas por condicionamentos
da forma,

mostre que as equacoes candénicas do movimento podem ser escritas como,
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onde A\ sao multiplicadores de Lagrange.

. Mostre que {g;,q;} = {pi,rj} =0, {qi,pj} = dij e {pi,q;} = —0i;.

. Mostre que se uma transformacao (g;,p;) = (Qs, P;) for candnica, entao {Q;,Q;} = {F;, P;} =0
e {Qi, P} = ;.



9. [1] Mostre que a transformacao,

1
Q = log (qsinp) , P=qcotp (5)

é canonica.

10. [1] Determine em que condigoes, a transformacao,
ap
Q — P = B'T2 ) (6)

onde « e B sdo constantes, representa uma transformagdo candnica para um sistema com um
grau de liberdade. Obtenha a funcao geradora apropriada.

11. Mostre que os paréntesis de Poisson sdo invariantes a uma transformacao canénica (g,p) —
(@, P), ou seja, {u,v}qp = {u,v}q,p, onde u e v sao duas funcoes arbitrarias.

12. A partir das relacoes,
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mostre que,

O¢i 0P, O0qi _ 0Qr Opi _ 0P, Opi _ 0Qk
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