Aula 10

R=10Q,L =1.00mH,C=1000.00uFa,f=0.010kHz

Resolucao de (sistemas) de
equacoes lineares

(parte 2): mais alguns problemas
gue dao origem a equacoes ‘
Iinea res. e oo oo R:IOQ,C::OEDI.OOmH,CZG;SOO.OOMFa,(;iZg.OOOkHz s
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Resolver é facil...

Como os métodos de resolucao estao bem padronizados, podemos quase
sempre recorrer a funcoes pré-existentes:

x=np.linalg.solve(M,Db)

Escolhendo outras opcdes se o problema for particular (exemplo matrizes
esparsas).

A dificuldade esta na construcao do sistema de equacdes adequado para o
problema.
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Calcular a distribuicao de temperatura numa

barra composta 1D Condutividade
Wm 1K1

Aluminio 237
Admite-se que nao existe fluxo lateral de calor. Cobre 401
Na direcdo longitudinal vale a lei de Fourier: Ferro 80
Acm 2cm 3cm

oT
Fluxo de canr=-ka
330K Al Cu 273K

Admite-se que a barra atingiu o equilibrio térmico (T=const em cada ponto),
logo Fluxo independente de x. Logo, em cada metal (k = const):

oT

— = const
0x

Isto é a temperatura varia linearmente, seguindo uma linha quebrada, com
guebras nas transicdes entre materiais.
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Discussao

A equacao da conducao de calor, de Fourier, € uma equacao diferencial:

or = —V.(—=kVT)
ot
reduzindo-se, o caso estacionario, a:
V2T =0

E, no caso unidimensional:

d kaT _ 0
0x ox |

No caso em que k é constante por trocos, obtém-se (de forma exata) um
sistema de equacodes lineares algébricas.

O caso geral, em que é preciso resolver a equacao diferencial, sera tratado
mais tarde.
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Conducao

273K
T3
dT To—T T, —T T, —T
Fluxo de calor = ky; (— —) = ky U kCul—Z = kpeu
ox X1 — Xp Xy — Xq X3 — X3y
= const
Sistema de equacodes lineares algébricas:
[k k k
_ Al T1 _ Cu T1 + Cu Tz — _ Al TO
< X1 — Xp Xy — X1 Xy — Xq X1 — Xp
k k k
Cu T1 _ Cu T2 _ Fe T2 — Fe T3
L X2 — X Xy, — X1 X3 — Xo X3 — Xo
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273K
T3
( k k k k
Al Cu Cu Al
- Tl — Tl + T2 - — TO
) X1 — Xp Xy — Xq Xo — Xq X1 — Xp
kCu kCu kFe . kFe T
1 2 2 — 3
sz_xl Xy — Xq X3 — Xy X3 — Xy
 ka ke ke ] [ kay - |
X1 — Xp Xy — Xq Xy — Xq T1]_ X1 — Xp 0
kCu _ kCu _ kFe TZ _ kFe T
! X2 — X1 X2 — X1 X3 T X2, | X3 T X 3_
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Equilibrio térmico numa barra

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

kA1l=237;kCu=401;kFe=80;T0=330,T3=273

x0=0,;x1=0.04,;x2=0.06,;x3=0.09

A=np.array([[-kAl/ (x1-x0)-kCu/ (x2-x1) ,kCu/ (x2-x1)],\
[kCu/ (x2-x1) ,-kCu/ (x2-x1) -kFe/ (x3-x2) ]] ,dtype=£float)

b=np.array([-kAl/ (x1-x0) *T0,-kFe/\
(x3-x2) *T3] ,dtype=£float)

T=np.linalg.solve (A,6b)

print('T="',T)

plt.plot([x0,x1,x2,x3],[TO,T[0],T[1],T3])

plt.scatter ([x1,x2],T)

plt.xlabel('x (m) ')

plt.ylabel ('T (K)')
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Solucao

Condutividade
Wwm- 1K1

Aluminio 237
Cobre 401 310 1
Ferro 80

320 A

T {K)

290+

280

330K

4cm

330 A

T T T
0.04 0.06 0.08

% (m)

T T
0.00 0.02
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Solucao 2

330 1

Condutividade 320 -
wWm-1K-1

310 +

Aluminio 237

T (K)

Manganésio 7.81
Ferro 80

290 -

280 +
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Se a barra for constituida por n segmentos

ke ke 0 0 _
Axl sz sz —ﬁT
& _ﬁ_ﬁ 0 0 Ty Axq 0
sz sz AX3 T2 0
0 0 . kn—z . kn—l kn—l Tn—2 0
Axp—p  Axp—q Axp—q | T 1] —ﬁT
kn—1 kn—1 kn | Ax,
0 0 — — n
Axp-q Axp—1  Axy]

Trata-se de um sistema triadiagonal, cuja solucao sao as temperaturas nas interfaces
[Ty, ..., T,,_1], dadas as temperaturas na fronteira [T, T,,] e as condutividades [kq, ..., k,,], com:

Axpm = Xm — Xm-1
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Como temos tempo...

Vamos considerar um tema mais avancado, que também da origem a
equacoes lineares...

(tépico opcional)
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Circuitos com componentes lineares em
corrente alterna (Resistor)

R, = 1kQ
Equacio algébrica linear: —VW
11 ==
Iysin(wt)
Lei de Ohm .
Ve = Ril V = Vysin(wt) (’P
Mesma fase
I R=1000Q,f=5Hz
I, =— = I[cos(wt) .,
1 Rl 0 ( ) |
= 5_ I
=2 _ 0014 |
0 o Rl o ) o O.IO (.'!I 0.2 0.3 0.|4 0.5 0.6

0.010 ~

0.005 ~

0.000 ~

1 (A)

w = 2nf

—0.005 ~

—0.010 1

T - T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
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Circuito em corrente L ¢ =10"%Fa

alterna num condensador .
V = Vysin(wt) (’P
. >
VC — EJ Idt Il c=10ec03Fa = 5Hzs
10 1
Se 5 - 1|
Ve = V¢, cos(wt) z o I
Sera: N ! '
I = —CVOCU sin(a)t) B 0.0 ; 0:1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
02 1
1 _ £ oo I
Ej —CVyw sin(wt) dt = ., 1 /1
oo T ok oz o o o5 o'
—wV, f sin(wt) dt = V, cos(wt) =V, '_I__ﬁ
2

Desta forma, ndo se trata de uma relagao linear (sin nao é proporcional
ao cos).

Laboratorio Numérico



Corrente alterna com == € =10"°Fa
numeros complexos .
V = Vysin(wt) @P

cos(wt) = Re{e'®t}, pois (férmula de Euler)

e = cos(0) + i sin (6)
V = Re{V,e'®t} = lJ [dt = [ = —CV,sin(wt) = —CV, (Re{—ieiwt})
0 C 0 0

Ou seja:

[
V=——I1=7.1
wC ¢

O que reproduz a lei de Ohm (lei linear) mas com uma impedancia complexa
[

Lr=———
¢ wC
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. L=10"3H
corrente alterna num indutor

+

V = Vysin(wt)

. dl
Vo cos(wt) = Vet =V, = L—
dt
m\ Vycos(wt) L 1.0~ 03¢, 1= 5tz
I =Iycos|wt — = | = ,
2 lwlL :
v, =2 )\
L =241 = 0 |
S A
~10 - i
O.IO Ill 012 0:3 0:4 0:5 O.IG
I |
7, = iwl s !
—200 ~ I I
0.0 (i.l I 0.2 temOF;z © 0.4 0.5 0.6
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Quando se definem impedancias complexas...

Os 3 componentes lineares satisfazem a mesma lei (de Ohm):
V =1ZI

Onde Z é real e constante no caso do resistor (Zp = R), mas é
imaginario nos outros dois componentes e varia com a

frequéncia (ZC = —wLC,ZL = ia)L).

Trata-se sempre de uma equacao algebrica linear que resolve
exatamente uma equacao diferencial, para uma data frequéncia
angular w.
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R, = 1kQ
Circuito RLC em

corrente alterna

L=10"3H == C=10"3Fa

+

V = Vysin(wt)

A vantagem das equacoes lineares é o principio da sobreposicao: as
propriedades dos varios componentes podem ser adicionadas.

[
V=Ur+Z, +Z;)[=|R+i0wl ——]1
(R L c) ( LW a)C>

... hotando que Z;, Z- dependem de w
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R, = 1kQ

Circuito RLC L =10"3H - ¢ =10"%Fa
+

import numpy as np — :

import matp{otlib.pyplot as plt V= VbSln(kUt) -

from math import pi

V0=10.;R=10. ;C=le-3;L=1e-3

i=complex(0,1.)

kp=0

for freq in[10,100,1000,10e3]:
omega=2*pi*freq; periodo=1./freq
kp=kp+1
t=np.linspace (0,3*periodo,301)
V=V0*np.exp (i*omega*t)
Z=R+i*L*omega-i/ (C*omega)
I=V/Z
plt.subplot(4,1,kp)
plt.plot(t,np.real (V) ,h label='V');
plt.plot(t,np.real (I*R) ,label='RI"')
plt.plot(t,np.real (I*i*omega*L) ,h label='ZL*I"')
plt.plot(t,np.real (-I*i/ (omega*C)) ,h label='ZC*I')
plt.legend() ; plt.grid()

plt.title(r'$R=%6.0f \Omega,L=%4.2f mH, C=%4.2f \mu Fa,f=%6.3f kHzS$' \
% (R,L*1000,C*1000000,freq/1000))

Laboratorio Numérico



C ° e R=10Q,L =1.00mH,C=1000.00uFa, f=0.010kHz
Ircuito
7.5 1
5.0 1
2.5

Equacao linear (complexa):

10Hz

V=(ZR +ZL +Zc)1=

I

100Hz

l
R+ iwl — —
L C

1kHz

10kHz

V = Vysin(wt)
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R, = 1kQ

Circuito RLC (v2) L =10"3H

= (C =10"3Fa

+
import numpy as np — .
import matplotlib.pyplot as plt V= VbSID(kUt) -
from math import pi
V0=10.;R=10. ;C=le-3;L=1e-3
i=complex (0,1.)
kp=0
for freq in[10,100,1000]:
omega=2*pi*freq; periodo=1./freq
kp=kp+1
t=np.linspace (0,3*periodo,301)
V=V0*np.exp (i*omega*t)
Z=R+i*L*omega-i/ (C*omega)
I=v0/Z
plt.subplot(3,1,kp)
plt.plot(t,np.real (V) ,h label='V');
plt.plot(t,np.real (I*R*np.exp (i*omega*t)) ,h label="'RI')
plt.plot(t,np.real (I*i*omega*L*np.exp (i*omega*t)) h label='ZL*I')
plt.plot(t,np.real (-I*i/ (omega*C) *np.exp (i*omega*t)),h label="'ZC*I')
plt.grid() ;plt.legend()

plt.title(r'$R=%6.0f \Omega,L=%4.1f mH, C=%4.1f m Fa,f=%6.0f Hz$' \
% (R,L*1000,C*1000,freq))
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Circuito RLC

Em geral (lei das malhas) temos uma equacao diferencial:

dl 1
V=V V V-=RI+L—+—| Idt
RtV + Ve + 1 Cj

Mas, se
V =V, cos(wt) = Re{V, et}

Ficamos com uma equacao linear algébrica, com coeficientes complexos:

[
V=Upr+Z, +Z;)[=|R+ 0wl ——]1
(R L C) < LW cuC)

Esta transformacao € um exemplo do método de Fourier de solucao de
equacoes diferenciais.
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Sistema de equacoes

. L=10"3H
lineares complexas

V = Vycos(wt)

(V = (iwl + R)L + Rol,  [GwL +Ry) R, N AR
<R2]2—(R3—$)I3=O = 0 R, _(RB_wLC) L1=| 0
. hL—L—-I3=0 ! 1 -1 -1 B0
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_— wvi

— Wha2

—0.2

—0.4 -

T T T T T T T
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030

import numpy as np;import matplotlib.pyplot as plt
i=complex(0.,1.)
V0=10;R1=100;R2=10;R3=10;C=le-3;L=1le-3;
fregq=100;omega=2*np.pi*freq
t=np.linspace(0,3./freq,301)
V=V0*np.exp (i*omega*t) L=10"3H
M=np.array ([ [i*omega*L+R1,R2,0],\
[0,R2,-(R3-1i/ (omega*C))],\
[1,-1,-1]11])
b=np.array([V0,0,0]) V = Vycos(wt)
I=np.linalg.solve(M,b) #M é& complexo
VC=-i/ (omega*C) *I[2] *np.exp (i*omega*t))
VL=i*omega*L*I[0] *np.exp (i*omega*t)
VR2=R2*I[1l] *np.exp (i*omega*t)
plt.plot(t,np.real (VC) ,h label=r'SV _C$')
plt.plot(t,np.real (VL) ,label=r'SV_LS$"')
plt.plot(t,np.real (VR2),6label=r'$V_{R2}$"')
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