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| CAPITULO 1 PRELIMINARES

Introdugao (p.1); Espagos de Medida (p.6);
Funcoes Mensuraveis (p. 9); Integracao Abs-
tracta (p.10); Propriedades do Integral (p.13);
A Medida de Lebesgue (p.17); Exercicios (p.21)

"The beginner ... shoutd not be discouraged 4if... he
§inds that he does not have the prerequisites for reading the

prenequisites”.

P, HALMOS (citado por M. Reed & B. Simon)

INTRODUGAO

§ 1.1 A teoria do integral & fundamental ndo s& como um
instrumento basico na analise e nas suas aplicagdes, como
também pelo facto de constituir uma teoria completa e intrin
secamente elegante onde elementos de varios ramos da Matemi

tica se combinam de maneira atraente.




0 classico integral de Riemann associa a certas fun
cOes definidas em certos conjuntos de R" um nimero, dito o
integral da fungao. Este conceito estd sujeito adetermina
das restrigoes sobre as funcdoes e sobre os dominios de in;
tegragao. As nogdes de comprimento, area ou volume estdo bem
definidas na teoria classica desde que se refiram a conjun-
tos nao muito "patologicos". No entanto, em Analise e nas
suas aplicagbes, tais como a Mecanica e a Fisica-Matematica
ou a Teoria das Probabilidades, a nogdao de medida, que pode
assumir o nome de area, massa, carga ou probabilidade, e a
nogao de integral, o qual pode ser interpretado, consoante
a situagao, como volume, pressao, potencial ou esperanga ma
tematica duma variavel aleatoria, necessitam frequentemen-
- te de ser definidas para conjuntos e fungGes que escapam ao

ambito estreito da teoria classica.

A extensao do integral de Riemann conduz ao integral
de Lebesgue. Este continua a ser um funcional sobre uma cer
ta classe de fungdes (maximal num certo sentido) que inclui
as fungOes integraveis a Riemann, e estd associado a uma me-

dida definida no dominio daquelas,.

§ 1.2 Com o objectivo de ilustrar esta extensao comecemos
por recordar formalmente o processo usual de construgao dos

dois integrais num caso simples.

0 integral de Riemann duma fungdo f:R ~ R e defi-

nido como o limite, quando existe, da soma das areas de fi-
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nos rectangulos que aproximam a superficie limitada pelo gra

fico de f. Este processo de construir o integral

i i+l X X

0 integhal de Riemann 0 integral de Lebeague
exige mais do que & necessario sobre o valor da fungdo em to
dos os pontos (dai o quadro natural do integral de Riemann
ser o das fungOes seccionalmente continuas, o que, em parti-
cular, exige pelo menos uma topologia sobre o dominio das fun

¢oes).

0 integral de Lebesgue € ainda o limite da soma das
areas de rectangulos aproximando a superficie limitada pelo
grafico de f. Mas existe uma diferengca fundamental na cons
trugao desses rectangulos: o contradominio de f & divido num
nimero fin:to de pequenos intervalos os quais determinam os
conjuntos Ai de todos os x tais que f(x) pertence ao i-&simo
intervalo; associe-se uma medida ”(Ai) a0 conjunto Ai e co
sidere-se a sucessdo de fungdes em escada fn tais que
f(x) = a, para xeA, , sendo ay um valor de f no {-&simo

intervalo; o integral de Lebesgue sera entdo o limite das sp




mas J ai“(Ai) , quando tal limite existir.
i

§ 1.3 A integragdo a Lebesgue, ao introduzir os ccnjuntos
A; e a medida “(Ai) , poe em evidencia as propriedades ne -
cessarias do espago de definigao das fun¢des a integrar, o
que permite a sua extensdao ao caso de fungoes tendo por domi
nio conjuntos abstractos desprovidos de qualquer topologia

No entanto, tanto na sua origem historica como nas suas ap]i
cacBes mais importantes ndo € esse o aspecto essencial do in
tegral de Lebesgue, mas sim o facto das suas propriedades sa
tisfazerem as necessidades basicas da Analise e das suasapli

cagoes.

Estre estas, contam-se duas propriedades essenciais
do integral de Lebesgue que o caracterizam como sendo essenci
almente a extensdo minimal do integral de Riemann:por um la-
do, a comutatividade do integral e da passagem ao limite@ va
lida num sentido mais geral como, por exemplo, no teorema da
convergéncia de Lebesgue e, por outro lado, dispoe-se de cer-
tos espagos de fungbes, 0s espacos L? , os quais sdo espa -
gos completos que desempenham um papgl fundamental na Anali-

se Funcional.

Em particular, o espago L2 das fungoes de quadrado
integravel (3 Lebesgue) constitui um exemplo basico dum espa
¢o de Hilbert, no qual a existencia de sistemas ortogonais
completos de fungGes permite uma formulagao mais elegante e

completa da teoria das series de Fourier.

I e e e e e

A vantagem da teoria de Lebesgue n3o esta sd no
factc de se estender a nogao de medida e de integral a wuma
classe mais vasta de objectos,mas tambem, e principalmente,
no facto de a medida (e o integral) de Lebesgue ser a solu-
¢ao unica do problema da medida para a classe dos conjuntos
mensuraveis. Isto porque nac & possivel construir uma medi
da mais geral que a de Lebesgue conservando as proprieda-
des basicas (u([0,1])=1 , a invariadncia para as isometrias
e a o-aditividade), as quais sdao as "razoaveis" para a nogao
de medida. Alem disso, Lebesgue nao limitou as suas pesqui-
sas a construgao da teoria, tendo ainda estudado a sua apli-
cagao aos problemas classicos da integragdo, tais como a de

terminagao de fungOes primitivas e de areas.

§ 1.4 Historicamente, o trabalho original de Lebesgue, pu
blicado no inicio no século (1902), versava as fungOes reais

de varijavel real e a nogao de medida na recta real.

Este exemplo basico em torno do qual se construiu
uma teoria geral & tipico da praxis matematica, na medida
em que um método introduzido inicialmente por Lebesgue e por
Riesz para o modelo concreto dos reais permitiu a extensao de
uma seérie de teoremas gerais basicos a espagos de medida abs
tractos. E claro que nem todas as caracteristicas da teo -
ria de Lebesgue podem ser generalizaveis, visto que toda a

extensao duma teoria tem o sey preco e a evolugao da Matemi

tica esta longe de ser "linear"




A teoria de Lebesgue 1mpOs-se entre oytras teorias
do integral como a mais util-generalizagao do integral de
Riemann. A sua extensao a Medidas'mais gerais em espagos
euclideanos foi efectuada 3 volta de 1910 por Radon, Young,
Riesz e pelo proprio Lebesgue, e conduziu 3 teoria da integra
¢ao em espagos abstractos por Moore (1912)) e, sobretudo,por

Fréchet (1915).

_Hoje em dia a teoria da integracdo estd essencial -
mente completa e & objecto de inumeros tratados e livros de

texto.

ESPACOS DE MEDIDA

N ,
§ 1.5 Nem todas as colecgOes de subconjuntos dum espago X

sdo adequadas para neles se definir uma medida, Assim a no
¢3o de espago mensuravel aplica-se apenas ao par (X,6) em
que X & um conjunto e G & uma o-algebra em X, i.e, , uma clz
se -de partes de X,tal que , (i) Xe3;(ii1) se Ae&,0 seu comple-

mentaf‘ Ae@; (11i) se R G, Vnel , entio U AEG. Os

n=1

elementos de © chamam-se conjuntos mensuraveis em X. E ime
diato que o conjuﬁto vazio ¢ € mensuravel, que a diferenga
simétrica e a interseccdo numeravel de conjuntos mensuraveis
s3o ainda conjuntos mensuraveis. E ainda facil verificar que
dada uma colecgdo “€ de subconjuntos de X a interseccdo de
todas as o-3algebras que contdm '€ & ainda uma o-algebra

em X, a qual se chama o-algebra gerada por € e e, conse -

e

A

quentemente, a meﬁ_or de todas elas. No casode X ser um espa-

¢o topoldgico, a o-3algebra gerada pela colecgdo dos abertos

de X & a c-algebra dos borelianos de X, ou o-afgebra de Borel.

§ 1.6 Uma medida (ou uma medida positiva quando houver ne
cessidade de distinguir doutro tipo de medidas) & uma fuﬁcio
y definida sobre uma o-3lgebra G com valores em/§+ED,{
que verifica a proﬁriedade de’ o-aditividade:

u( U

) AL) =nZ1U(A") . para A eG:ANA = ¢,V nmeN,n#m

]
(exclui-se o caso trivial "u(A) = « para todo AeG).

E facil ver que desta difinigdao resultam as proprie
dades
(a) wu(¢g) = 03
(b) AcB com A,Be G, implica u(A) < u(B) , e se u(A)<= ,

tambem - u(B-A) = u(B) - u(A);

(¢) wu(A,) ~ u(A) quando n+e , para - A eG, nel

i) com A = E A, se Anc An e

+1

ii) com A=f=\ A, - se A DA 1 & u(A.')<oo;

— — e ] 00
(d) Z Hu(A ) < » entao up(lim A ) = 0, onde limA=0 U A
n=1 n n n ;

n n=1 k=n ¥

: Recordemos, que a introdugao da semi-recta acabada



R — =
+ € acompanhada da convengao usual que garante a manutencio

da R
s leis Comutativa, associativa e distributiva nos reais:

8+ ©® =o s 0 < a< o ;

§ 1.7 Um espago de medida @& um terno (X, & u) em que X

g . -
um conjunto, G uma o-algebra em X e H uma medida
A medida y diz-se o-finita se X & unido nume-

ravel de elementos de G com medida finita. Se u(X) < = ep

tao u @ uma medida ginita. Em Particular, se u(x) =1
W € uma probabilidade e (X.E,u) um espago de probabilj
dades . )

Um exemplo simples & a chamada medida de contagem

sobre X, em que < & formado pela totalidade dos subconjuntos

d = o e j
e X, u(A) se A e um conjunto infinito e u(A) o nu

mer a
ero de pontos em A no caso contrario. No caso de X ser fj

» obtem-se uma probabilidade dividindo a medida de conta

gem pelo cardinal de X.

nito

Por exemplo, a probabilidade atri-
buida a cada face de um dado equilibrado & 1/6.
A medida de contagem sobre os naturais, i.e., X=N

mostra que em 1.6(c)i) a hipotese p(A]) < ®» @ necessdria

{pondo A= {n,n+1,n+2,. ..}, venm u(An) = e A= g),

Diz-s i
€ Que uma propriedade se verifica quase dempre

relativamente 3 medida . e abreviaremos por gq.s [p]

(em francés e em inglés as abreyiaturas s3o p.p. e a.e. res-
pectivamente) se se verificar para todos os pontos de X ex-
cepto, eventualmente, para um conjunto de pontos A de medida
nula, i.e., u(A)=0. Por vezes & conveniente, e sempre possi
vel, estender a classe de conjuntos mensuraveis de tal modo
que todo 0 subconjunto dum conjunto de medida leizsejaainda
mensuravel e de medida nula. Esta propriedade caracteriza

as medidas completas.

Sejam M=(X,G,u) e N=(Y,%¥,v) dois espagos de me
dida o-finita. ODefine-se a o-algebra G ® G de subconjuntos
do produto cartesiano X x Y como sendo a o-algebra gerada
pelos conjuntos da forma AxB 6 AcGe Be®. Prova-se que exis-
te uma unica medida v ® v definida sobre G®5 chamada medida
produto, tal que

(v ® v) (A x B) = u(AR) v(B) , V¥AeGa, Bew

Ao espago de medida MxN = (X x Y,G® ., U @ V)

di- se o nome de espaco de medida produto.

FUNGOES MENSURAVEIS

§ 1.8 Uma aplicagao f dum espago mensuravel (X,&) noutro
éspacb mensuravel (Y.ﬁ) diz-se mensunavel se f-](B)stspara
todo Bsﬁ. Por exemplo, se X e Y sdo espagos topoldgicos

e secef forem as familias dos borelianos de X e Y, res -

pectivamente, entao toda a aplicagao continua de X em Y @&
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obviamente mensuravel.

Quando Y fOor um espago topologico e ¢ ndo for ex
plicitado, subentende-se usualmente que ﬁ € a o-algebra dos
borelianos de Y. Em particular, podemos afirmar que uma fun
gao real f definida em (X,G) @ mensuriavel guando verifi-

car a condigao equivalente

{x:f(x)<ale & , VaeR

Uma fungao complexa f=u+iv & mensuravel se as fun
¢oes reais uev o forem. O conceito de mensurabilidade
das fungdes complexas & fechado para a adicao, produto, mo-

dulo |.| e para o limite pontual de sucessdes.

Tem-se ainda que se f e g sao funcdes reais men-
suraveis tambem o s3ao as fungOes sup(f,g) e inf(f,g).Em par-
ticular, isto e valido para as partes positivas e negativas

de f:

f*= sup(f,0) e f = - inf (F,0).

INTEGRAGAO ABSTRACTA

§ 1.9 Uma fungao diz-se simplfes se o seu contradominio &
formado apenas por um numero finito de reais positivos. E

necessariamente da forma
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sendo oy € R, e Xy, @ func@o caracterTstica do  conjunto
AJ={x|A(x)=aj}. E claro que s & mensurivel sse os conjun-

tos Aj' o forem.

Dada uma medida positiva wu sobre uma o-81gebra G
dum conjunto X, define-se o integral (de Lebesgue) duma fungdo

simples mensuravel 4 por meio de

Para uma fungao f mensuravel e nao-negativa, defi

ne-se

J f du = sup J s duy
X 4 X

sendo o supremo tomado relativamente a todas as fungoes simples
mensuraveis s tais que 0<s<f. 0 integral de Lebesgue de

f assim definido e um niUmero pertencente a ﬁ; = [0.=].

Se f @& mensuravel e neaf, pondo f=f+-f-, define-

-se

} f dy = J oy - J £ du
X X X

desde que pelo menos um dos integrais da direita seja finito.
No caso de ambos os integrais serem finitos diz-se que f &
4{ntegravel a Lebesque em X. 0 conjunto destas funcbes cos-

tuma-se indicar por L](ou por L](X).L](u).L](X.u) quando

houver a necessidade de por em evidéncia o conjunto, a medi

da ou ambos).

Fal




Una fungdo f=u+i{v mensuravel e complexa diz-se in

tegravel em X desde que lf[=(u2+ YZ)I/Z eL] e define-se

J f du = I u dp + £ I v dp
X X X

Indicando este facto do mesmo modo, & claro que

f e L] sse U,V € L]

Se se quiser integrar f apenas num subconjunto

mensuravel AcX, basta considerar

J f du = [ f XA du
A X

Uma das consequencias imediatas destas definigoes

e o facto de p(A) = 0 implicar J f dy = 0, o que se tra-
A

duz informalmente por: os conjuntos de medida nula sdao "des
preziveis" na integragdo. Em particular, duas fungOes
iguais quase sempre (i.e.,u({x|f(x)#g(x)})=0) tem o mes-
mo integral sobre qualquer conjunto mensuravel. Este facto
leva-nos a considerar no espago L] a relagdo de equivalen
cia "igual quase sempre" e a identificar cada fungao de L]
com a sua classe de equivaléncia. Este procedimento mostra
ainda a importancia de se considerarem na integracao as me-

didas completas,

e ————————————

PROPRIEDADES DO INTEGRAL

§ 1.10 De ora em diante consideraremos todos os conjuntos

e fungdes sempre mensurdveis.

Uma das propriedades essenciais do integral de Lebes
gue diz respeito a comutatividade dos processos de integra-
¢ao e passagem ao limite. Comegcamos por recordar duas pro-
priedades basicas para fungGes ndo-negativas e que sao conhe
cidas respectivamente por (1) Lema de Fatou e (2) Teorema

da convengencia monotona de Beppo-Llevdi:

TEOREMA 1.1. Seja {f,} uma sucessdo de fungoes

mensuraveis nao-negativas. Ent3ao tem-se

(1) [ (Vim inf £ ) du < lim inf J fFody o, )
n+e T onew "

X X
e, no caso de ser oif](x)ifz(x)i---i” ,» q.t.xeX |

(2) 1im J fodu = J (Vim £ ) du . 1

00 gl
n X X n

Usando esta permutabilidade do limite com o inte -

gral, juntamente com o facto de toda a funcao nao negativa

poder ser aproximada pontual e monotonamente (e mesmo uni -

(*) Recorde-se que 1im inf fn = sup inf fk existe sempre.
Mo n>1 k>n
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formemente se for limitada) por funcdes simples, obtem-se
uma série de propriedades do integral passando do caso simples
sucessivamente as fungdes .ndo-negativas, as reais e as comple

Xxas.

§ 1.11  TEOREMA 1.2 (a) Se f & limitada em X e u(X)<» ,
entao st](X);

(b) se m<f<M, em X(m,McR) e u(X)<=, entio

mu(X)< fo du < Mu(X);

(c) se f<g em X e se ambos integrais existem,entao

J fdy < J g du ;
X X

(d) se f,geL](X) e a,Bel entao af+BgeL](X) e
J (af+Bg) du = o J f du + B [ g dy ;
X X X
(e) se feL](X), entao

[ o

(F) fel'(X) e AcX , entdo feL'(A) e

< J [Fl du
X

J f du < J fdu , se f>0
A X B

E=srme e,
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(g) se feL](X) e J f du = 0 para todo AcX, entdo
A
f=0 em X. [

Note-se que as relagdes entre funcdes & tomada no

sentido quase sempre relativamente i medida yu.

Uma consequencia da aditividade do integral e do teo
rema da convergéncia mondtona € a possibilidade de obter no-
vas medidas a partir da integragdo das fungdes ndo-negativas,
resultado este que admite um importante reciproco — o teore-

ma de Radon-Nikodym — que estudaremos no Capitulo 3.

TEOREMA 1.3 Dada uma fungdao f ndo-negativa e men

suravel, tem-se que
v(A) = J f du (Re G, o-dlgebra de X),
A

define uma medida (positiva) v sobre . D

§ 1.12 Um outro resultado importante estabelece um crite -
rio para a troca do "J“ com o "1im" para funcdes complexas e
€ conhecido pelo tecrema da convergencia dominada (de Lebes-

gue):

TEOREMA 1.4 Seja {f } uma sucessdo de fungdes men-

suraveis complexas convergindo pontualmente quase sempre em
X. Se existe uma fungdo geL]. tal que lfn(x)lig(x) para to

do n e quase todo xeX, entdo

L
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1im J f, du = J (Vim fn) dp . D

R 00
X x N

§ 1.13 Terminamos esta revisdo das propriedades do integral
com o bem conhecido teorema de Fubini que permite a troca

de ordem de integragdo nos espagos de medida produto,

TEOREMA 1.5 Sejam (X,G,u) e (Y,%v) dois espa -
¢os de medida o-finita e seja f=f(x,y) uma fungdo mensuria

vel em XxY:

i) (Tonelli) se f & positiva (0<f<=), tem-se sempre

J(!f dv) dp = J f d(v ®v) = J( [f dp) dv
Xy xxY Y X

i1) (Fubini) se f & complexa e pelo menos um dos inte -

grais seguintes e finito

1= )[ [fld(n @ v) , I,= J(Jlfldv)du,l3= J({Ifldu)dv,
XxY Xy Y X
entao tem-se
(a) f(..y) € L](X) para quase todo o0 y ¢ Y,
(b) f(x,.) e L](Y) para quase todo o x ¢ X,

(¢) fo(x..)du € L](Y).

- 17 -

¢d) JYf(..y)dv e L'(x)

(e) 1, = I, =13, fc¢ L](XxY, y ® v), sendo ainda vali-
da a igualdade da alinea i). D

De um modo informal, diz-se que a ordem de integra-
¢ao pode ser invertida sempre que f>0 ou entao que um dos

trés integrais I,,1, ou I3 seja finito.

A MEDIDA DE LEBESGUE EM RN

§ 1.14 0 conceito geral de medida constitui uma generaliza-
¢ao natural dos conceitos de comprimento, area ou volume.

Um exemplo concreto de medida que engloba essas no¢oes ele-
mentares e & de extrema importancia tedrica e pratica & a me

dida de Lebesgue em R"—): .

TEOREMA 1.6 Existe uma medida (positiva) completa

A definida numa o-algebra & em R" , tal que:

n _ i n
(a) X( Z]JaJ’bJL) =‘:

(b.~a.} , a.
j J ]

1

(b) X & invariante por translacdo , i.e.,

ME+X) = A(E) , Ec2, x¢R"

(c) *» @& regular, i.e., para todo o E ¢ £

A(E)=inf{X(V):EecV abertol=sup (A(K):EsK compacto};
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(d) X contém os borelianos de R" , tendo-se E e
sse existe uma uniao numeravel de fechados A e uma inter-

secgao numeravel de abertos B, tais que
ActEcB e X(B-A)=0 . D

Os elementos de Z dizem-se mensurdveis a Lebesgue e
tem-se que < contem estritamente a v-algebra ;ﬁ dos borélig
nos de R". Além disso a medida de Lebesgue &, a menos
duma constante, a Onica medida de Borel (i.e. sobreB) fini

ta nos compactos e invariante para as translacdes.

§ 1.15 A construcao da medida de Lebesgue pode-se obter
como uma consequéncia do teorema de representacao de Riesz
que a cada funcional linear positivo A, sobre as fungdes con
tinuas com suporte compacto em RrR" » faz corresponder uma me

dida finita de Borel u, tal que

N =J fdu  (feC (RY).
]Rn (o

Mais precisamente a medida de Lebesgue & a medida
associada ao funcional definido pelo integral classico de
Riemann das fungoes continuas com suporte compacto em RrR"

Em particular, este facto implica imediatamente a coincidén
cia do integral de Riemann com o de Lebesgue para estas fun-
¢oes. Pode-se mostrar, em geral, que 0 integral de Riemann,

desde que exista, coincide com o integral de Lebesgue. Con-
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tudo, relativamente aos integrais improprios esta correspon
dencia so0 € valida se a convergencia for absoluta. E  bem

conhecido, por exemplo, que a fungao

4o +o
EEQ_E ¢ L](R), pois I Iégg—ﬁldx = ©, apesar de [ 553—5 dx = 7.

.00

§ 1.16 Un modo essencialmente equivalente 3 "via funcional”
para a construgao da medida de Lebesgue (usada em [R]) & a
“via abstracta"” {ver por gxemp]o [M] ou [KF]). Esta con-
siste em comecar por definir medida numa famTlia mais peque
na de conjuntos (por exemplo nos intervalos semi~abertos)
utilizando em seguida o teorema de extensio de medidas de

Hahn, ou o de Caratheodory.

Assim por exemplo em R, considerando uma funcao
FIR + R nao-decrescente e continua 3 direita podemos defi-

nir uma medida Mg sobre os intervalos pelas formulas:

n

we(la,bl) < F(b) - Fla) , ug([a,b]) = F(b) -F(a-)(™)

n

up(lasb) = F(b-)-F(a) e wp([a,b[)=F(b-)-F(a-)

Pelo teorema de extensao, esta medida pode ser es-
tendida de uma forma unica aos borelianos de R , obtendo-

"3€ 0 que se costuma chamar a medida de Bonel-Stieltjfes

(*) F(x +) = Vim F(y).F & fungio de distribuicao sse F(-«)=0 e
yx+

F{+~)=1, vindo entdo F(x)=up(]-=,x])=P[X<x] .

k.
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gerada por F. Esta medida pode ainda ser completada relati-
vamente a Up» estendendo-se de maneira inica a c-algebra

completa QfF que contem as borelianos. A esta medida comple
ta da-se o nome de medida de Lebesgue - Stieltjes gerada por
F. No caso particular de ser F(x) = ¥ tem-se a medida de
Lebesgue definida sobre a o-algebra Z dos conjuntos mensura

veis 3 Lebesgue. Note-se que, em geral, fo:fF.

A extensdo a R" pode ser obtida por completagao
da medida produto da medida de Lebesgue em R , ou ainda por

um processo directo de extensio, analogo ao caso de uma SO

dimensao -

§ 1.17 Finalmente, registamos ajnda o teoremad da mudanga de
variaveis no integral de Lebesgue em R", o qual @ frequente

mente utilizado ([Rlpag. 185 e [M]pag. 163):
TEOREMA 1.7 Sejam Uegq dois abertos de R" e

T:U ~ £ um difeomorfismo da classe C1. para qualquer corgun

to mensuravel A clU, e qualquer feL](ﬂ). tem-se
A(T(A)) =l A|JT(X)|dX
\ f(y)dy = j f(T(X))lJT(X)idX ,
Q U

onde JT(x) indica o Jacobiano da transformagdao T em X. D
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EXERCICIOS

1-1) Most}e que 2 g-algebra Jé'de Borel em R & gerada pelos
intervalos abertos _]a,b[ ou de modo equivalente por cada um
dos intervalos do seguinte tipo: (a,b].la-b L > Ja,b] » 1-=sal
]-w,a[,[b,+w[ , Jb,+=[ . Como consequéncia, conclua que @

g-algebra jbn de Borel em R" & gerada pelos produtos carte-

sianos de n jntervalos do tipo jndicado.
1-2) Prove as propriedades da medida a) 2 d) do §1.6, pag.7-

1-3) Mostre que se, num espago de medida completo,
duas fungodes reais f e g forem jguais quase sempre entao g

& mensuravel se f o for.

1-4) Usando © teorema da convergencia mondGtona prove 0 lema
de Fatou. Considerando 2 fungao fn= XA , para n impar,e fn=xAc
para n par,mostre que no lemd de Fatou a desigua]dade nao

g supérflua.

1-5) Mostre que numa sucessao nio-crescente de fungdes nao-

-negativas se tem 1im ] f du=[ lim f _du, desde que f]eL](XL
n s Iyn T

e que esta condicao € essencial.

1-6) Prove a desigualdade de Tchebychev:

pixeX:o(x)>e>0} < % J sdu para todo 0 $>0
X

[ | f1du=0 entao f=0 quase

e utilise-a para mostrar que seé ]
X

sempre .
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I-7) Mostre que se feL] entao

[ ¢ el < [itla

X X

tendo-se a igualdade sse existe aef , tal que of=|f| q.s[u].

I1-8) Prove o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue e

mostre que a hipdotese dos "fn serem dominados" & essencial.

I-9) Porque razio em le o teorema de Fubini nao se aplica

as fungoes:

) flay) = (Fay?y(xs v 2 e [0,11% R?S
l’l » x=y (sendo u a medida de Lebesgue em X=[0,1] e

b) f(x,y)

I

10 x#y 5 v a medida de contagem em Y=[0,1]).

I-10) Calculando os resultados parciais

2un - : _a=mny
s,e%= f senx eV dy (x>0 ) ,f senx e gx = 178
R

+ 0 T+y

e utilizando o teorema de Fubini, mostre que f %dx =m,

I-11) Defina uma fungdo F:R - R tal que a medida de Lebesgue-

-Stieltjes gerada por F tenha as seguintes propriedades:

sE(10)) = g we([0, 31 = 2, up(esm 31)=0 € ue( [ xD=2xoiol
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I-12) Mostre que se f fdy < = (f>0) a medida v defini-
x : .
da no teorema 1.3 & absolutamente continua relativamente

au, 1.e., Ve>0 , 3650 : u(A)<s = v(A) = J fdu < e.
A

I-13) Mostre que a medida de Lebesgue em R" & invariante para

as rotagles.




