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CAPITULO 2 os EsPACOs LP

Definicio e Desigualdades Basicas (p.24) LtP e
Completo (p.28) Aproximagdo em LP (p.30) Con-
volucdo e Regularizagao em Lp(mnﬂp.35) L2 e
Espaco de Hilbert (Revisdo) (p.40) Exercicios (p. 46)

DEFINIGAO E DESIGUALDADES BASICAS

§ 2.1 Recordemos que um espago normado e um espago vecto

rial munido de uma norma, i.e., de uma aplicagao nao-negati-

va || .l tal que, i) Il x l{=0 sse x=0, ii) [xwyll< [Ix[l +ly 1l
iii) | ax|l =lalll xII (cet). Se em i) [| x|| =0 ndo implicar
x=0 , || .|| diz-se apenas uma semi-norma. Um espaco normado

completo e chamado espaco de Banach. Sao exemplos bem conhe
cidos o espago R" com a distancia euclideana a origem e 0 es
pago das fungOes reais continuas e limitadas com a norma do

supremo.

Uma familia de espagos de Banach de importancia fun
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damental em Andlise sao os chamados espagos LP (p > 1) intro
duzidos essencialmente nos trabalhos de Lebesgue e de Riesz

(1907).

Seja (X,u) um espago de medida e p um real > 1.

Chamaremos P oo espago das fungoes complexas tais que

[lfipdu<°¥>.
X

Identifica-se em LP as fungdes que sdo iguais
quase sempre em X. De facto os elementos de L? s3o clas-
se de equivaléncia de fungOes com potencia p absolutamen-

te integravel (observe-se que f=0 q.s sse J |£1P du=0)
X

E claro que se felP e o0eC , entdo afelP e da de-

sigualdade

1£(x)+g(x) 1P < (JF(x) 1+1g(x) )P < 2PC1F(x) P + [g(x)1P)

resulta que se f,geLp, tambem f+geLp e 05 espagos LP sdo

espacos vectoriais.

Introduz-se uma norma em LP definindo-se
(2.1) [KaPE <Jx|f|” aw) /P para p > 1.

0 caso limite p== corresponde as fungoes mensura
veis que sdo essencialmente Limitadas em X, isto e, aquelas
para as quais existe uma constante C tal que |f|i C q.s5.X.

0 7nfimo dessas constantes C & chamado o supremo essencial




da fungdo f e indica-se por

(2.2) [| fil , = sup ess [f(x)]
xeX

£ facil verificar que || .|| _ @ uma norma no espa

. o ~ . P N
¢o vectorial L das funcdes essencialmente limitadas ( mais
uma vez se identificam as fungbes que sao iguais q.s., pois de

outro modo apenas se teria uma semi-norma}.

§ 2.2 Das definigles introduzidas vé-se facilmente que os
espagos Lp saoc espagos normados para 1ip:w. No entanto,
excepto nos casos limites p=1 e p=«, a propriedade ii) so-
bre a sublinearidade da aplicagao ||.Hp para l<p<w nao

& imediata e & conhecida pela desigualdade de Minkowski.Esta
pode deduzir-se facilmente duma outra desigualdade basica,a
desigualdade de Holder. Antes de as introduzirmos, conside
remos, para l<p<e , 0 expoente gq , dito Qonjugado de p,

e definido pela relagao

ol—
Of—

a qual implica g=p/(p-1)>1 e contem o caso particular

importante p=q=2.

TEOREMA 2.1 (Desigualdade de Holder) Se l<p<=

e feLP , geLq , entao fgeL] e

(2.3) J, 1rsl e s Ut lisllg -
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Dem: A fungao ¢(t)=(tp/p)+(1/q)-t tem para t>0,
um minimo (estrito) apenas em t=1 , minimo este que e zero.

Pondo t=ab'q/p, conclui-se que

p q
(2.4) ab< % + % , V¥a,b>0 (desigualdade de Young),

sendo a igualdade verificada sse aP= 9.

A desigualdade (2.3) resulta em geral de (2.4) pon

do a=|f(X)|/||f[|p , b=|g(x)l/||g|[q e integrando em X. E

Observemos que desta demonstracgdo resulta que a
igualdade em (2.3) & verificada sse [F(x)|P e lg(x)]? sao
quase sempre proporcionais.

Um caso importante da desigualdade de Holder e o
caso em que XN e u e a medida de contagem — neste caso

(2.3) assume a forma duma soma

nz1ia"b“] < (nz]|an|P)1/p(nZ]]bn|q)1/q

e 0 espago Lp(m) costuma indicar-se por P
§ 2.3 Note-se ainda que a desigualdade de HGlder & ainda

vilida nos casos limites p=1 e g=e ou p=~ e g=1, 0

mesmo acontecendo com o teorema seguinte:

TEOREMA 2.2 (Desigualdade de Minkowski) Se

l<p<e entado
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(2.5) e + gl f_llfllp + gl

Dem: Aplicando duas vezes a desigualdade de HGlder

tem-se

[ 1esal? o < [ 1eeslP NI 4Ig D) @

<] 1eealP e VS I+ i)

e (2.5) vresulta por divisao no caso de ser ||f+ gl]p<w ou

trivialmente no caso de nem f nem g pertencerem 2 LP. D

LP E COMPLETO

§ 2.4 Tendo sido provado que LtP & um espago normado,pas
samos agora a mostrar que e completo enquanto espago metrico,
i.e., toda a sucessao de Cauchy em Lp(i.ef, ¥e>0IN:n,m> N
=¢[|fn- fm|[p<e) converge em norma para um elemento de LP.

p

TEOREMA 2.3 L & um espaco de Banach para l<p<w,

Dem: Comecemos pelo caso mais simples, i.e., p== :

- - ©o —~ .
se fn e uma sucessao de Cauchy em L , ent3ao existe um

conjunto AcX , com wu(A)=0, tal que se x{¢A entdo para
todo o0 nem vem

(*)
1Fa00 L <N Il o E ()= x) ] < - F Il

(*) A € a unido dos {fon(x)>||fn|Iw} e dos {xIlfn(x)-fm(x)|>|lfn-§4|w}
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compo {||fn||m} & limitada em R , tem-se que f = converge
uniformemente no complementar de A para uma fungao Timita
da 7, pondo f(x)=0 se xeh, resulta fel” e IIfn—f||w+0

e, portanto, L” e completo.

Consideremos agora 0 caso l<p<e e tomemos uma
sucessao de Cauchy em LP. Ent3o existe uma subsucessao que,
apos um arranjo dos indices, indicaremos por {fj} e e tal

que

foq.=-f.ll <=, j
H j+1 J“p— 2J JelN

Pondo gm(x)

n
(&R
we~13
—_

|fj+](x) - fj(x)l . vem

g Il <
mp—;

Aplicando o lema de Fatou obtemos

m -+ o

J (Vim|g [)P du < Vim inf J lg, P du <
X - X

donde resulta g(x) = Vim g _(x) <= q.s. em X. Entdo a se-
m=+w
rie

f]()() "'JZ ij+](x)‘fj(x)]
€ absolutamente convergente para um valor f(x), em quase
todo o xeX. Pondo f(x)=0 no conjunto de pontos (de me-

dida nula) onde a série nao converge, tem-se
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m
Vim f_(x) = Vim {f,(x) -.Z [fj+1(x)-fj(x)]} = f(x), q.s.
m->oo m--co J=1
Resta ver que f & o limite em LP da sucessdo de
Cauchy. Ora para qualquer >0, existe N tal que Hﬂffn”p<€

para todos os m,n >N. De novo pelo lema de Fatou, tem-se

J |f-f_|P du=J Tim|f -f [P dy < lim inf f £ -f [P dp <eP
. n Xm+m m n — Moo N m n ==

- _ ~ p _
para todo n>N. Entdo f=(f-f )+f el” e | f anp+ 0

quando n-+e~ e conclui-se que LP & completo . E

Na demonstracao deste teorema construiu-se uma subsu
cessao de fungoes convergindo pontualmente quase sempre para |
uma fungdo de LP. Este resultado & intrinsecamente interes

sante, pelo que se costuma enunciar em separado: '

PROPOSIGAO 2.1 Se f, & uma sucessdo de Cauchy em

LP (1<p<w) tendo f por limite, entao existe uma subsuces-

sdo que converge pontualmente quase sempre para f(x). D

|
APROXIMAGAO EM LP -
§ 2.5 Ja referimos a importancia que as funcgOes simples

tem na construcdo do integral de Lebesque. Vamos agora ver
que toda a fungao LP pode ser aproximada nesse espago por
fungdes simples. Indicando por S a classe das fungoes

simples (mensuraveis) complexas temos o seguinte teorema:

T
TEOREMA 2.4 0 subespago SAL” & denso em LP (T¢pee) .

Dem. Usando a habitual decomposigdo em parte real
e imaginaria, seguida da decomposigao de cada uma destas em
parte positiva e negativa podemo-nos reduzir 3 aproximacao

das fungGes ndo negativas. Seja entdo OifeLp e considere-

-se

% se xe[% < f(x) < ﬂi;] ) m=0,1,2,....n2-]

s0x) = - n
n
n se xe[f(x) > n] .
- . p
E imediato que O:Anif » S,ESAL e que 5 —f

quase sempre. No caso p= , como se tem ||f-4n|h° < % s

para n suficientemente grande, a demonstracao do teorema &
trivial. Para 1<p<e , a conclusao resulta facilmente do teo
rema da convergéncia dominada de Lebesgue, uma vez que se

tem lf-An|piIf|p e, portanto,

Hf—An[|p+ 0 quando n - = . D

§ 2.6 Até agora temos considerado LP= Lp(X.u) num qual-
quer espago de medida. Considerando em X wuma topologia e
uma medida apropriadas podemos aproximar as fungdes de LP

por fungdes continuas. Antes enunciamos um resultado impor-

tante sobre a relagao entre as fungles continuas e as mensu-

raveis.
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TEOREMA 2.5 (LUSIN) Seja f wuma fungao complexa
mensuravel definida num espago de Hausdorff localmente compac
to X , no qual se definiu uma o-algebra (3 que contem
os borelianoseuma medida u regular e finita nos compactos
de X. Seja Ae@, wu(A)<= tal que =0 em A®. Ent3o para

*
todo o e>0, existe uma fungdo gecc(x) tal que (*)

sup la(x)| < sup [F(x)] e w((xIf(x)Fg(x)}) <c. ]
Xe X xeX

Este teorema, cuja demonstragao se pode encontrar
em [R,p.56], & valido, em particular, no caso em que X & um
aberto de R" e u a medida de Lebesgue, o qual fornece um

exemplo do teorema seguinte.

TEOREMA 2.6 Nas condigoes do teorema de Lusin,

N

C.(x) & denso em LP(Xx), para 1<p<ew,

Dem: Seja e>0 arbhitrario. Pelo teorema 2.4, para

todo felP existe ac smLP , tal que
I f-5 <ef2 .
i f-slly < e/

Per outro lado, como 4 e simples e p<e se
+h=cupg >, vira u(A)<e , e, pelo teorema de Lusin, existe

uma fungao geCC(X) tal que g{(x)=4(x) a menos de um con -

(*) C.(x) indica o espago das fungdes continuas com suporte compacto
upp q 3 Hy:quxgoﬂ\
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junto B de medida 6<(e/4[ls 1l 1P e [gl<lls|l_

Entao, tem-se
o -ally = ([ Te-1Pan) /P < 2 flall ue) VP <es2

e, portanto, ||f-g <e , 0 que prova a densidade de C (X)
p= c

em Lp(X). D

Consideremos de novo o caso mais usual das aplica -
¢0es em que X=Q & um aberto de R" e u & a medida de
Lebesgue em Rr". Este teorema, no caso lip<m, ao dizer-nos
que Cc(Q) € denso em Lp(Q) e sendo este espago completo,
permite concluir que LP(Q) & o completado do espago metrico
gque se obtem ao introduzir a norma ll.llp em C (2). Em
particular, isto mostra que o integral de Lebesgue & a exten

sao natural do integral de Riemann.

No entanto, o caso p== & substancialmente diferen
te, pois o completado de C.(9) relativamente & norma ||. ||
nao & L (Q) mas sim C,(2) o espago de todas as fungbes con

tinuas que se anulam na fronteira 20 e no finito, no caso

de  ser ilimitado
§ 2.7 Uma consequéncia directa da aproximagao em Lp(Q) e
a8 separabilidade deste espago para 1<p<w , Recordemos que

um espago normado diz-se Aeparavef se tem um subconjunto

numeravel denso. Em particular, recorde-se que 0 espago

C{%) das funcbes complexas continuas em § @& separavel se




o for limitado. Isto e uma consequéncia do bem conhecido

teonema de Stone-Wedenstrnass:

TEOREMA 2.7 Se Q & limitado em R" , entdo o con
junto P de todos os polinomios em x=(x],...,xn) com coefi-

cientes racionais complexos (i.e. em Q+4Q) e denso em

cm . ]

TEOREMA 2.8 (P(Q) @ separavel para Jl<p<eo e para

qualquer aberto Q de RrR"

Pem. Consideremos a familia de compactos de

(m=1,2,...)

e |x|<m} ,

= 1
O = {xe@ @ d(x,32) > &

sendo Xm 23S respectivas fungOes caracteristicas.

Pelo teorema de Stone-weierstrasg, Pﬁ%xmhﬂmP} e
denso em C(ﬁm), tendo-se que mg] P € numeravel. Vamos
mostrar que este conjunto & denso em Lp(ﬂ), o que demondgra
rd o teorema. Para felLP(Q) e €>0, pelo teorema 2.6 existe
geC (@) , tal que ||f-9||p§€/2- Por outro lado, se 1/m<

d(supp g,32), existe h ¢ Pm’ tal que
. _ -1/
lo-hll,, <7 [+@)] "

Entao, conclui-se

m(u(ﬁm))]/pgr.[J

-0l <lIf-gll, +llg-hll, <e/2+]lg=h]

A separabilidade de LP(X,u) € ainda extensivel,
sempre no caso 1<p<e~ , para conjuntos quaisquer X desde
que a medida u tenha uma base numerdvel (veja-se [KF]
pags. 421 e 422), que e naturalmente o caso de medida de Le

besgue em Rn,

Por outro Tado, mesmo para @ c:Rn,o espago L“ELmUn

nao e separavel.

CONVOLUGAO E REGULARIZAGAO EM LP(RN)

§ 2.8 Uma outra maneira de aproximar as fungoes de Lp(ﬂ)
l<p<e & fazer a convolugdo com fun¢des infinitamente dife
renciadveis com suporte compacto, ditas fungdes regularizan-
tes. A introdugao do produto -de convolugao parece dever-se

a Tchebychef em 1890 num trabalho relativo as probabilidades.

TEOREMA 2.9 Sejam f,g eL (R™). A convolugdo fwg

definida para quase todo o yemn por

()
(2.6) (Fe0) () = [ o F(00y-x) ax

esta ainda em L](Rn). Se l<p<w e gelP(R"), entdo

(2.7) I£gllys (1F 17 Hlg 11,

(*) Aqui e no futuro indicamos por dx a integragdo relativamente 3
medida de Lebesgue em R" (dx=dx]...dxn). Note-se que
feg=gxf .




pem. E essencialmente uma aplicagao do teorema de
Fubi.i, pois integrando [f(x)||g(y-x)| primeiro em y e

depois em x, tem-se

hJ(ﬁQHYHinJ¥anUH Lnluym>mymx=IM|thH]

uma vez que a norma L] & invariante para as translagoes
i.e.

n
J Ig(y—x)ky = J lg(y)idy para quase todo o xeR
R" R"

~

para demonstrar (2.7) para p>1, considere-se o

seu expoente conjugade g=p/(p-1). Da desigualdade

Jon 17001 P laty0 00190 <

S-[LRnH(X)Ig(y-X)Ide P, [LRn|f(x)|dX]]/q

conclui-se, ndo s6 que fag esta definido para quase todo

yeR", como também que

p/q
[(Fra) (1P < [Lmnlf(x)lig(y-x)lpdx]Ilfli]

Integrando e usando mais uma vez Fubini, tem-se

' ' p/q p
| } L P _ | P
ragl® < et ([ aloty-0 Parfiety ™ < e il 17
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dado que a norma de LP também & invariante para as transla

¢Ooe . D

§ 2.9 Seja ©® wuma fungdao real, nao-negativa, de classe

CW(Rn) e verificando as propriedades seguintes:
. (*) .
i) 6(x)=0 se |x|>1 , ii) (x)dx = 1.
Um exemplo, bem conhecido, e a "fungao sino"

K exp[-1/(1-|x|2)] . se |x|<«
0 , se |x| >1
sendo K>0 determinada pela condigao de

normalizagao ii). Para e>0, arbitrario i

a fungao

GE(X) = 6(2::—) - ¢ 0 ] i)

T |-
=

esti em 9 (R"), pois supp B .c {x :[x|<e} , e verifica a
condigdo §i) de normalizagdo. A um tal 8, chama-se ne-
gulanizadon ou funcdo regulanizante {"mollifier") e & con

volugao

(2.8) F(x)=(F+0_)(x) - Jm“ o_(x-y)F(y)dy

(*) A fungdo 6 tem, pois, suporte compacto em R", portanto SESD(Rn),
sendo 9 (Q) o conjunto das fungGes
suporte compacto em (.

infinitamente diferencidveis com
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chamamos uma regufarizacdc de f. E claro que (2.8) so faz

sentido para as fungOes de L}oc (mn),i.e., para as fungoes
* —~

localmente integriveis( ). As propriedades da regularizagao

resumem-se no

TEOREMA 2.10 Seja f uma funcdo definida num aber-

. ~ n
to O de Rn, e considere-se a extensao de f a R por zero.

1 — - ©,_n
(a) Se fely, o (9), entao f =fx0_ e C (R).

(b) Se alem disso o suporte de f for compacto em Q,

entdo f e PD(q) para todo e< d(supp f,30).

(¢) Se feLp(Q), para l<p<e, entao fFeLp(Q),

f <{|f e lim ||f_-f =0
e <lif iy lim e -1,
(d) Se f e C(Q) tem-se que f _—bf uniformemente em
-

todo o compacto K C Q.

Dem: Como a fungao eg(x-y) e infinitamente deri-
vivel em x e se anula para |x-y|>c , uma vez que podemos
trocar uma qualquer derivacao parcial de qualquer ordem em x
(indicada por Dx) com a integragado e, atendendo que, por hi

potese, a fungao f € integravel nos compactos de R", tem-se

D, (f0_) (x) = Ln D8 (x-y) f(y)dy ,

(*) Se @ @& um conjunto mensuravel de R", diz-se que feL}oc(Q) sse
st](A), para todo o aberto limitado A tal que A <.
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donde se conclui facilmente (a) e (b) (ver ex.s II-2 e 3).

A primeira parte de (c¢) resulta imediatamente do
teorema 2.9 wuma vez que lleE H]= 1, por construcao de o, .

A convergencia de fo> foem Lp(Q) resulta de (d), que co-

megamos por provar.

Se f e C(Q), temos

(0 )00 1= 0 (e [ -FOolavls sup [£(s)-F0l
R ly-x|<e

e pela continuidade uniforme de f no compacto K c @, a
quantidade da direitatende para zero quando e+ 0, uniforme-

mente em xeK, e (d) esta demonstrado.

Pela densidade de CC(Q) em Lp(n), para §>0 e

feLP() existe geC (Q) tal que |[[f-g ”p.i5/3- Entao
e il <l =g 1l +llg = a Il v lg~FIl <8
uma vez que

1F% 0 - gxd |l =lI(f-g)~e [l <]l F-gll j<6/3 ,

e,como 9, ——6 g uniformemente e g tem suporte compacto,
£
para e suficientemente pequeno,o suporte de 9. e vizinho

do de g, vem

lec-ali, <8/3,

provando o que faltava demonstrar, E
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§ 2.10 Como corolario do teorema anterior, usando mais uma
vez - teorema 2.6 e facil concluir o importante resultado

seguinte:
TEOREMA 2.11  F(2) e denso em LP(Q), para l<p<e

e todo o aberto Q c R" . []

Um outro resultado importante que tambem pode ser
obtido usando o teorema 2.10 & o teorema seguinte (ver exer

cicio II-11).

TEOREMA 2.11 Se fel] . (2), sendo o um aberto

lo
de R" , €
J f¢ dx=0 , Voe B(Q) ,
Y]
entdao f=0 para quase todo o xef. U

2 - _
L™ E uM ESPAGO DE HILBERT (Revisdes)

§ 2.1 Consideremos agora o caso especial de 2=L2(Xﬂ0 o}
qual & a realizagdo classica dum espaco de Hilbert. Com

efeito, tem-se um produto internoc, pondo

(2.9) (f.g) = jxfa g, ("

(*) A barra representa o complexo conjugado.
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ie., (.,.): L%x L% ¢ & uma forma sesquilinear definida po

sitiva (i.e., (f,g)=(§t?);(af+Bg,h)=a(fsh) + B(g,h),
a,Bel; e (f,f)>0. sendo nulo sse f=0), e pelo teorema 2.3

tem-se que L% & completo para || ]| =V, f)=lfll, .

Recordemos que, em qualquer espago vectorial dotado
dum produto interno, sao validas as desigualdades de Cauchy-

-Schwarz e triangular, respectivamente;:

(o) < [Hfil Ilgll

W+ gll < IIfl+lgll,

que no caso de L2 se reduzem a desigualdade de HOlder (para

p=2) e a de Minkowsky.

§ 2.12 Da desigualdade de Cauchy-Schwarz resulta imediata-
mente que, em qualquer espago de Hilbert H, a aplicagao

f + (f,g) @&, para cada geH, wum funcional linear continuo
sobre H. Um resultado fundamental que importa recordar e se
deve a Riesz (1934), e o facto que todos os funcionais Tinea
res continuos sobre H (o conjunto destes constitui o dual
2(0.1),

0 resultado havia sido ja provado em 1907, independentemente

H'de H) serem daquele tipo. No caso particular de H=L

por Riesz e Frechet.

& TEOREMA 2.13 (Riesz) Se AeH', dual dum espaco de

Hilbert H, ent3o existe geH, Gnico, tal que
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(2.10) Af=(f,g) , para todo feH .

Alem disso a aplicagao i:H> g +» AeH', assim defi-

nida € um anti-isomorfismo que preserva a nhorma (isome -
tria) . U

Sendo, por definigdo, a norma de AeH' dada por

I Afly= sup IA(F)I,
£ 1=1

pela isometria do teorema de Riesz, tem-se que
I Ajll,,:H 93” s (/\],/\2)*=(9],92) > Se /\J.=1'(gj) para j=1,2.

No caso de ser H=L2, a representagao (2.10) reduz-
-se a

Af=jfa du . com Al = dlall, s
X

e, identificando A <com o seu representante g, dado gue

L} 2 - - .
(Lz) :LZ, costuma-se afirmar gue o dual de L e o proprio

L2

§ 2.13 Nos espagos de Hilbert os conjuntos ortonoamados
(o.n. ,i.e. formados por elementos ortcgonais dois a dois:
flg ¢-» (f,g)=0 e normalizados: [[f || = 1) desempenham um

papel fundamental:

TEOREMA 2.14  Se {ej} € um conjunto o.n. dum
espaco de Hilbert, ent3do as seguintes condigdes sdo equiva-

lentes entre si:
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(a) {ej} e completo (i.e., ndo existe outro conj. o.n.
contendo-o estritamente),
(b) {ej} g fechado (i.e., o espago vectorial gerado por

{ej} € denso em H);

(c) se fJ.ej, para todo o j, entdo f=0;

d . .
(d) =1 ejle; , VfeH ;

(e) (f,g) Z(f,e j)(g.8) . Vf,geH

(fy Nf|2= Z[(f,ej)|2 » ¥feH (identidade de Parseval) D_
J

A condigdo (a) sugere o nome de base o.n. para um con-
junto ortonormado completo, e tal como as relagdes (d) e(f)

Justificam o nome de coeficientes de Founien de f para os

numeros c.=(f,e.).
j=(f.ej)

A classe dos espagos de Hilbert com mais interesse
sdo os separaveis (*), Ja mostramos que o espago LZ(Q) ,
(9 aberto de R") com a medida de Lebesgue & separavel. Um
outro exemplo & o espago 02- Lz(m) com a medida de conta-

gem, 0 qual se reduz a
¢% {(a;.a a y:a_eC,mel e ; |a |2<w}
1° 2,-.-,m,-.. S N m=] i

Tem-se entdao o seguinte teorema de Riesz-Fischer

(*) E por isso que certos autores exigem esta condigdo na definigdo do
espaco de Hilbert (veja-se por ex. [KF]).




TEOREMA 2.15 Um espago de Hilbert H & separavel
sse -xiste uma base o.n. no maximo numeravel. Neste caso
existe uma isometria entre H e tz, ou seja, todos os espa-
¢os de Hilbert separaveis de dimensao infinita sao isomor-

fos entre si. D

§ 2.14 0 exemplo ba@sico, que forneceu a terminologia
usada no quadro abstracto dos espacos de Hilbert, provem da
teoria classica das senies de Fourndien: Seja QCR o inter
valo Ja,b[ e consideram-se em LZ(Q)=L2(a,b) a sucessao
de fungdes {einwx//F}nez , onde T=b-a e w=2n/T; e facil
verificar que formam um conjunto o.n.; por outro lado, usan
do resultados classicos de analise (por exemplo, o teorema
de Weierstrass ou o de Fejér sobre a aproximagdao uniform
de uma funcdo continua periddica por polinomios trigonome -
tricos) ndoe dificil mostrar que aquela sucessao & fechada e,
pelo teorema 2.14, tem-se que aquelas fungOes formam uma

base de Lz(a,b); portanto para feLz(a,b), vem

e C

_n
hemeo /T

£ nw X

(2.11) £(x) e . aq.t.xela,b| ,

com as expressoes usuais os coeficientes de Fourier

3 _ b . *
.- (F,e<™X, fT) = 5; J F(x)e X gy (*)
T /a

oo
(*) A formula classica da série de Fourier : f=a + ) (a,cos nux +
n=1

+b, sen nux) resulta de (2.11) com a - co//Tlan=(cn+ c_n)//Fe
b, = 4 (e -c_ )/

Observe-se que o desenvolvimento de Fourier (2.11)
tem sentido em Lz(a,b) e que a convergencia pontual da se-
rie de Fourier requer condigOes suplementares sobre a fungao
f.

SO em 1965 & que foi resolvido por L. Carleson o
problema, aberto durante cerca de cinquenta anos, da conver-
gencia em quase todo o ponto x das somas parciais da serie

de Fourier (2.11) para f(x), desde que feLz(a,b).

Varios conjuntos o.n. s3o importantes em Analise e
podem ser obtidos a partir de fungOes elementares aplicando

0 processo de ortonormalizagao de Gram-Schmidt.Sao exemplo:

os polinagmios de Legendre obtidos a partir das funcdes
2020,1) s

as funcdes de Hermite : "e'x%z (n=0,1,2,...)em L

x" (n=0,1,2,...,) em L

2R),

as funcdes de Laguenne :x"e”* (n=0,1,2,...) eml?(O,m)

Se {ej(x)} e {ek(y)} sao bases o0.n., respectiva -

mente de LZ(X) e L2(Y), o conjunto de todos os produtos

ejk(x,y)=ej(x)ek(y) forma uma base o.n. de LZ(XXY). 0 que

conduz 3s séries multiplas de Fourier (ver [KF], pg. 440).

As demonstragoes dos teoremas enunciados nesta revi

sao podem ser encontradas, por exemplo, em qualguer dos 1i -

vros  [R] , [kF] , [¥] ou [RN].




EXERCICIOS

II.1) Mostre que, se feLp(mn) e fa(x)=f(x-a), aeR"  entido

n
FoelP®™) e I =lf 1l . para p2]

11.2) Seja Y um espago métrico e f:XxY+{ tal que (i) a

aplicacdo fixes f(x,y) para cada yeY, estd em L](X,u) .

ii) para gq.t.xeX , y»f(x,y) @& continua, e iii) existe

1
gel "(X,u) tal que |[f(x,y)|<g(x), para g.t.xeX.

Mostre que a fungao

F(y) = fo(x,y)du(x) € continua em Y.

11.3) Seja Q um aberto de R", f:Xx0+¢ tal que

1) para cada y, a aplicagdo x+> f(x,y) estd an](Xm)

ii) para q.t.x, foye f(x,y) & uma fungdo continua-

mente diferenciavel em y;

iii) a derivada parcial D, F(x:¥) eL'(X,u) para todo
i
0 ye2 e existe geL](X,u) tal que lDy f(x,y)I<g(x), para

1
todo o ye? e quase todo o xeX.

Entao a aplicagdo F do exercicio anterior & conti

nuamente derivavel em y; e tem-se

D, F(y) - jxnyif<x.y)du<x).

(esta & a formulade derivacdo sob o integral de Lebesque).

I11-4) b) Mostre que, se u(yx)<e e 1<psq<e , vale a inclu

sio L% LP, mais precisamente & valida a desigualdade

1.
P

1
q
el -

I, <Dutx)]
11-4a) Mostre a seguinte extens3o de desigualdade de Holder

1
a _ =
Hfgll,,f,llfllp|lgllq para o

1< r,p,qs= .

n
11.5) P(e) ¢ L (2) para 1<p<w e todo o aberto @ cR".
loc

11.6) Se felP, entdo lim |If I =lIfll,

p+o

I1.7) Se existe uma constante K tal que se tem ||f|lpfﬁ

para todo ]ip<oo s entEo fELw e ”f Hmf_K

11.8) Seja uma sucessao fn—a»s f, tal que lfn(x)Eg(x)JLt.x

p
para um certo geLp. Mostre que feLp e fn+f em L

g P
11.9) Seja, para 1l<p<e e para geLq (q= E%T) , A:LP> € o
funcional definido por A(f%{xfgdu. Mostre que IIA|L=||gIIq.

11.10) Mostre que a convolugdo & bilinear comutativa e asso

ciativa.
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I1.11) Demonstre o teorema 2.12 (sugestdo use o teorema
1.2 (g) regularizando a fungao caracteristica dum conjunto

mensurivel limitado arbitrario A,A C Q).

11.12) a) Num espago de Hilbert H, diz-se que fn conver
ge fracamente para f (fn—A f) sse (fn,g) + (f,g) , ¥geH
Mostre que se também |[f |l ~ {[f || entdo f ~ f fortemente
em H (i.e. em norma).

b) Se H=L2, seja A,A],Az,...An,... uma sucessao

de conjuntos num espago X, u(X)<e. Mostre que se X(An}-Sx(M

entao x(An) + x(A).

11.13) Desigualdade de Young para a convolugdo: Se

stp=LP(m9) e geLq, 1<p<+e , l1<q<+e, mostre que se tem

1 1 _
g ll, < HEll Hally » congs+don=d0,

(Sugestdo: aplique a desigualdade de Holder para os 3 espo-

entes 1, p/(r-p) e a/(r-q) em (onde gx(y) = g(x-y) )

Fag(x) |T< [11£1Plg 19.1¢17P.1g 1791,

e discuta o caso de algum expoente ser + ~ separadamente).
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CAPITULO 3 DECOMPOSIGAO E REPRESEN
TAGAO DE MEDIDAS

Introducao (p.49) Os teoremas de Radon-Nikodym e de
Lebesgue (p.52) Medidas reais e complexas (p.56) De
composicdo de Hahn e de Jordan (p.61) Dualidade e
Representacgao de LP (p.63). Medidas de Radon (p.69)

Exercicios (p.74)

INTRODUGAO

§ 3.1 Consideremos, da teoria elementar das Probabilidades,

o seguinte exemple de funcgdo de distribuigao sobre os reais:

(3.1)  F(x) =3 F () + 5 Fy(x) , xR . onde




