Fisica Estatistica Complementar

Série 1: Movimento Browniano e passeio aleatorio

1. Considere uma particula Browniana esférica de massa m e raio r num fluido de viscosidade
n a temperatura T'. A respetiva equacao de Langevin é:

—

d(t) = =) +£(1) (1)

onde v = 67rn/m e 5 representa a parte rapidamente flutuante da interacao com o fluido:
(1)) = 0e (&()E(t)) =T /md;;6(t —t') para qualquer coordenada i e j, em que (...)
¢ a média sobre o ensemble.

1.1. Mostre que, no limite em que £(t) = 0, a solucao da Eq. (1) ¢ #(t) = 7(0)e ™.
1.2. Derive a solugao formal para a velocidade 9/(t).

1.2.1. Determine (¥(t)), assumindo que a velocidade inicial é a mesma para todo o
ensemble de particulas.
1.2.2. Determine (v*(t)). Tendo em atengao o teorema da equiparticao de energia
mostre que I' = 2vkgT, onde d é a dimensao espacial do sistema.
1.3. Derive agora a solugao formal para a posi¢ao Z(t).

1.3.1. Determine (Z(t)), assumindo que a posicao e a velocidade iniciais sdo as mesmas
para todo o ensemble de particulas.

1.3.2. Determine (x?(t)). Mostre que para tempos longos (z*(t)) ~ 2d [’“’;T} t.

my

2. Para o mesmo sistema do problema anterior, a versao discretizada da equacao das velo-
cidades é:

t/At ~ ~ At ~
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2.1. Aplicando o teorema do limite central, mostre que, para cada diregao i, j € {z,y, 2},
((vi(t) = vi(0)e ™) (v;(t) — v;(0)e™")) = L [1 — e 7] 5.

2.2. Sendo P(7,t|0(0)) a funcdo densidade de probabilidade para a velocidade e tendo
em conta que P(¥,t|9(0)) = P(vy, t|v,(0))P(vy, t|v,(0))P(v,, t|v.(0)), mostre que:

ey m : m (T — 7(0)e)?
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3. Um passeio aleatorio discreto numa cadeia unidimensional, a cada passo, salta para a
direita com probabilidade p e para a esquerda com probabilidade ¢ = 1 — p. Seja Py(x)

a probabilidade da particula estar na posi¢ao x depois de N passos:

3.1. Escreva a equagao mestra para a probabilidade Py ().



3.2.

3.3.

Para a condicdo inicial Py(z) = d, 0, mostre que a funcao geradora da transformada
de Fourier,

Pk2) =Y Y @ Py(a) (@)
N>0 T=—00
é dada por P(k,z) = [1 — zu(k)] ™", onde u(k) = pe’* 4+ ge~* é a transformada de
Fourier da probabilidade de um tinico passo.

Determine a distribuicao de probabilidade do passeio aleatorio.

. Considere o limite continuo de um passeio aleatério numa cadeia unidimensional que, a
cada passo, salta para a direita com probabilidade p e para a esquerda com probabilidade

g=1-p.

4.1.

4.2.

Para o caso simétrico (p = ¢ = 1/2), derive a equagao de difusdo (D = 1/2) expan-
dindo em série de Taylor até primeira ordem no tempo e segunda ordem no espaco.

Generalize o resultado anterior para o caso assimétrico e mostre que no limite con-
tino: oP oP 0*P
z,t z,t z,t
(0.t) | OPa.t) _  OPla) 5
ot ox 0x?

Determine o coeficiente de difusao D e a velocidade v em fungao dos parametros
microscopicos p e q.

4.3. Para a condigao inicial P(z,0) = §(z), mostre que a solugao da Eq. (5) é:

1
P(x,t) = \/ﬁe—(x—vtPMDt ‘ (6)



