1 — Complementos de calculo vetorial e tensorial
1.1. Varidveis escalares, vetoriais e tensoriais

Os sistemas fisicos sdo caracterizados por certas grandezas intrinsecas (extensivas ou intensivas, conforme
sejam proporcionais ou ndo a quantidade de matéria do sistema). Essas grandezas tém em geral dimensdes
fisicas num certo sistema fundamental e coerente de unidades. As grandezas fisicas sdo representadas por
objetos matemadticos que pertencem a certas classes e desfrutam de certas propriedades puramente
matematicas e abstratas. Essas propriedades tém interpretagdes fisicas e podem ser muito Uteis na pratica.
Por exemplo o deslocamento de uma particula tem as propriedades de um vetor. A adi¢ao de vetores é
comutativa, logo a adic3o de deslocamentos U, ¥ é comutativai.e. U + ¥ = ¥ + © podendo ¥ ser posterior a
U ou vice-versa. Algo de grande importancia fundamental e ja chamado a atenc3o desde os filésofos gregos
é a explicacdo matematica do mundo fisico.

Existem grandezas que sdo representadas por um numero real (eventualmente um nimero complexo) ou
guando muito por um ndimero racional ou inteiro sendo, portanto, grandezas escalares. Sdo disso exemplo
as grandezas que medem a extensdo espacial dum sistema ou temporal de um fendmeno, a massa inercial,
grandezas termodinamicas como a pressdo, temperatura e as concentragdes especificas.

Outras grandezas tém uma natureza vetorial, i.e. sdo-lhes associadas um mddulo (comprimento ou
amplitude), direcdo e sentido. Sdo exemplos algumas grandezas cinemdticas e dinamicas como o vetor
deslocamento, a velocidade, a aceleracdo e a forca. Vetores de 2 componentes podem ser representados
por um numero complexo.

Existem grandezas de natureza mais complexa que os vetores e que denominamos por tensores. Os
escalares sdo tensores de ordem p=0 (zero), os vetores sdo tensores de ordem p=1 porque sdo representados
componentes indexadas a um Unico indice (e.g. indice i) que percorre os valores de 1 até uma certa dimensao
n. Os tensores de ordem p>2 tem componentes representadas por 2 indices i,j (i,j =1,...,n) sendo portanto
formalmente representados por uma matriz quadrada de dimensdo n. Em mecanica dos meios continuos
definem-se varios tensores de 22 ordem (e.g. tensor das pressdes e tensor taxa de deformacdo). Outro tensor
de 22 ordem é o da resistividade elétrica. Os tensores de 22 ordem em dimens3do n podem ser encarados
como um agrupamento de n vetores de dimensao n. Existem outros nimeros mais que os reais e 0s
complexos tais como os quaterniées de Hamilton que tém 3 unidades complexas (i,j,k) (raiz de -1) em vez de
uma Unica como 0s numeros complexos que tem apenas uma Unica unidade complexa (i). No entanto os
quaternides ndo gozam de pripriedade comutativa. Aplicam-se em cineméatica em R3, mecanica de fluidos
etc.

1.2 Propriedades dos espacgos vetoriais

Define-se um espaco vetorial real S como um conjunto de elementos (denominados vetores), representados
habitualmente por um simbolo ¥ (letra com uma pequena seta sobreposta). Sobre o conjunto dos vetores
S define-se uma operacdo binaria interna de soma, representada pelo simbolo + (tal como na adicdo de
numeros reais) tornando S numa estrutura algébrica de tipo grupo comutativo, i.e. que satisfaz as seguintes
propriedades:
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1) Comutatividade:u+ v =v+UE S,VU,VE S

2) Associatividade: i+ (V+w) = (U + V) + W,VU,),w € S (1)

3) Existéncia de elemento neutro: existe um vetor nulo 0eES:Vi,i+0=1

4) Existéncia de vetor simétrico: para todo o vetor Ui € S, existe o seu simétrico, denotado —1i € Se tal

que U + (1) = 0. Tal permite definir a subtracio de vetores: & — B, Vi, ¥ € S

Para S ser um espaco vetorial real (i.e. definido sobre o corpo dos reais), é necessario definir a operagao
de multiplicagdo de um escalar real @ € Rpor um vetor i € S e que representamos por ail € S. Essa
operacao satisfaz as seguintes propriedades:

1) Distributividade em relagdo a soma de escalares: (a + p)u = au + fu;Vu € S,Va, B € R

2) Distributividade em rela¢do a soma de vetores: a(U + V) = au + av; Vi,V € §,Va € R (2)

3) Associatividade entre multiplicagdo de escalares e multiplicacdo de escalar por vetor: a(Bfu) =
(aB)i; Vi € S,Va, B € R

4) ldentidade multiplicativa: 11U = U;Vu € S

A partir das 4 propriedades anteriores podem deduzir-se as igualdades multiplicativas do vetor nulo: 0u =
a0 = 0: Vi € S,Va € R.

Os exemplos mais elementares de espagos vetoriais reais sdo os constituidos pelos n-tuplos, ou seja, os
agrupamentos de n valores reais (vq, vy, ..., ;) € R v; € R,i = 1,...,n . Em particular todas as posi¢des
do espaco tridimensional (3D), i.e. com n=3, representam-se por tripletos de coordenadas cartesianas
(x,y,2) € R3. No entanto existem outros espagos vetoriais menos triviais. Por exemplo o conjunto de todas
as fungdes lineares: f(x) = ax + b:1 - R definida sobre um subconjunto I R é um espaco vetorial cujo
vetor nulo é a fun¢do nula: f(x) = 0.

Um conceito muito importante nos espacos vetoriais é o de conjunto de vetores linearmente independentes.
Assim um conjunto L = {é,,é,,..., é,}de r vetores, todos ndo nulos, diz-se linearmente independente se

qualquer combinagdo linear nula deles: Y/, a;é; = Bexigir qgue os coeficientes dessa combinacdo sejam
nulos, i.e. a; = a, =...= a, = 0. Se tal ndo se verificar, entdo algum dos vetores pode ser representado
por uma combinacdo linear dos outros (r-1) vetores. Nessas condi¢des, o conjunto L diz-se linearmente
dependente (e.g. um conjunto dueto, formado por um vetor e qualquer seu multiplo, em particular o seu
simétrico € um conjunto de vetores linearmente dependentes). O conjunto das combinacdes lineares dos
vetores de L é espaco vetorial contido em S, dizendo-se um subespaco de S e é representado por: {u =
Yio,a;i€;} = Span(L), i.e. (subspace spanned by L).

Uma questdo essencial é a da representacdo dos vetores de um espaco vetorial através de um conjunto
minimo de vetores fixos. Tal leva-nos ao conceito de base de um espaco vetorial e que se define como um
conjunto L de vetores linearmente independentes L = {é,,¢€,,..., &, }tais que qualquer vetor U € Sdo
espago se representa por uma combinagdo linear Unica: U = Y,j_; 4;€;. O cardinal r da base ou numero de
vetores da base é bem definido e denomina-se dimensao do espaco vetorial S (teorema de Steinitz). Assim,
os vetores do espaco real de dimensdo n tém uma correspondéncia biunivoca com os n-tuplos de
(uq,uy, ..., u,) € R™. Tal significa que todas as operagbes que se podem executar em R™ou propriedades
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que se verificam em R™tem um equivalente em S. Significa isso em linguagem matematica que a classe de
todos os espagos Euclideanos reais de dimensdo n constituem uma classe de equivaléncia em que R"esta
contido.

Refiramos o exemplo citado anteriormente das funcdes lineares no plano; a dimensao é 2, sendo uma base
possivel: {fi(x) =1,f,(x) =x} e portanto tem-se que f(x)=a;fi(x)+ afo(x) =0a; +a,x &
(ay, ;) € R2.

1.3 Espagos Euclideanos, normados e métricos

Um espago vetorial pode ainda possuir uma estrutura mais rica se nele for definido um produto interno, o
gue Ihe confere propriedades geométricas, tais como as nocoes de perpendicularidade (ou ortogonalidade),
angulo, paralelismo etc. Um produto interno real (inner product) é uma aplicacdo que faz corresponder um
numero real a cada par ordenado (i, ?); U,V € S. Esse valor representa-se indiferentemente por U ¢ You
por (i, V) (notacdo introduzida pela Mecanica Quéantica). O produto interno satisfaz as propriedades:

1) Comutatividade (U, V) = (v, u)
2) Proporcionalidade: {au, V) = a{u, V), a € R (3)
3) Distributividade: (i, v + W) = (U, ¥) + (U, w)

4) Positividade: (%, %) = Oonde (L, u) =0 < U =0
Um espaco vetorial munido de um produto interno diz-se espac¢o Euclideano ou espago métrico.

A propriedade 4 permite definir a norma, amplitude ou comprimento de um vetor na forma:/ (i, U) =
[d]l = 0. A positividade da norma permite chegar a desigualdade de Schwarz e a possibilidade de definir
angulo #(u, V) entre dois vetores U, ¥ € S (mesmo que n3o sejam vetores do espac¢o), sendo o seu cosseno
dado por:

(u,v)

cos[ (U, V)] = i € (- 11 (4)

Espacos Euclideanos sdo espacos normados (mas ndo necessariamente o contrario). Nestes define-se uma
funcdo real positiva ou norma satisfazendo as seguintes propriedades, que sdo as intuitivas para o que
sucede com a norma ou comprimento de um vetor:

1) Positividade: ||| = 0,V%; ||d]l = 0 © % = 0. Se houver vetores ndo nulos de norma nula, temos
uma seminorma.

2) Proporcionalidade da norma: ||ai|| = |a|||u]l, Va € R,VU € S (5)

3) Desigualdade triangular, || + ¥|| < ||U]| + ||¥]l, equivalente a referir que um lado de um tridngulo é
menor que a soma dos outros dois (ver figura).

[ i}
I

U+v
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Para (uq,uy,...,uy) € R"*podem definir-se vérias normas possiveis, i.e. satisfazendo (5), tais como as
denotadas p-norma ou norma LP: |||, = (¥}, |u;]P)YP;p > 0. A norma Cartesiana (ou L2 corresponde
a p=2 fornecendo o comprimento de um vetor segundo o Teorema de Pitagoras. No entanto outras normas
para p#2 sdo igualmente Uteis, em particular a norma ||i||.. = _7{r§ax}|ui|.

l€{l,.n
Para cada norma, define-se o lugar geométrico dos vetores (ou pontos) de norma unitaria: {u: ||u]| = 1}
(superficie esférica unitaria). Tal corresponde a superficie esférica de raio unitario no caso p=2, n=3

(circunferéncia no caso p=2, n=2). O conjunto {u: ||i]| < 1}denomina-se bola unitaria fechada.

E instrutivo mostrar no caso genérico para um valor de p arbitrario, como se representam as bolas unitdrias
no plano bidimensional (n=2) (Fig. anexa)

p=2"1 p=20 p =205 p=2! p =22 p=2%
=05 =1 =1.414 =2 =4 =0

Geometricamente, o vetor nulo Ocorresponde a um certo O ponto a que chamamos a origem e cada vetor
i = OU € Sune a origem O a um outro ponto U havendo assim uma correspondéncia entre pontos e vetores
posicdo. A utilizacdo do conceito de norma permite-nos definir uma distancia entre pontos U, Vdada pela
diferencad(U,V) = ||W — Wf” = ||v — u]|. Os espacos normados s3o também espacos métricos (mas n3o
necessariamente o contrario), i.e. em que por definicdo existe uma funcado distancia (definida positiva):

1) d(U,V) =>0; 0sseU =V
2) d(U,V)=d(V,U) (6)
3) Desigualdade triangular: d(U,V) < d(U,W) +d(W,V)

Pelas consideracdes anteriores a estrutura mais rica é a de espaco Euclideano, seguida da dos espacos
normados e finalmente da de espacos métricos.
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1.4 Ortogonalidade e independéncia linear

Vetores ortogonais (ou perpendiculares na geometria) sdo vetores cujo produto interno é nulo. A nogdo de
ortogonalidade estd intimamente ligada nocdo de independéncia linear através do seguinte teorema:

Teorema : Num espaco Euclideano, um conjunto L :{él,éz,...,én} de vetores ndo nulos, ortogonais

entre si é necessariamente um conjunto de vetores linearmente independentes (L.1.).

Dem. Seja uma combinagdo linear nula /-, @;€; = 0. Tomando o produto interno com 5]- arbitrario, obtém-

. L 2 : . N
se: Yimiai(é,6;) = 0 =a;||é]|” = aj = 0, logo conclui-se a independéncia linear (ged).

Os conjuntos de vetores L.I. ortogonais e que constituam uma base, dizem-se bases ortogonais. Além disso,

sem perda de generalidade, podemos substituir cada vetor da base pelo seu versor vers(é’j) = é}/”é}| , isto
é o respetivo vetor com a mesma direcdo e sentido e norma unitdria. As bases ortogonais cujos vetores sao

normados (norma 1) dizem-se ortonormadas (b.o.n.).
Seja L = {€;,€,,...,€,}uma b.o.n. de um espaco de dimens3o n finita, entdo tem-se:

0,sei#j
1l,sei=7j

(7)

& v8=(6,8) =10, ={

onde §; ;diz-se Delta de Kronecker que vale um ou zero, respetivamente para componentes iguais ou

diferentes.

Um vetor arbitrdrio v = }iL; v;é;tem componentes dadas por: v; = (7, 5]-) = v ¢ é;. A demonstragdo
recorre ao produto interno da expans3o de Ycom é’j, usando as propriedades da b.o.n. Assim:

-

Ve =280 8) =Xk vi(8i+8) +v;(&+8)=0+v;=v; (qed).

A nocdo de expansao de um vetor através de uma combinacao linear de vetores uma b.o.n. pode generalizar-
se para funcBes pertencentes a um certo espaco Euclideano de fungdes (espaco funcional Euclideano). Tal
exige a definicdo de um produto interno entre fungdes satisfazendo as suas propriedades operacionais (3).

Tomando em conta a ortonormalidade entre versores da b.o.n., o produto interno entre dois vetores
arbitrérios U = Y-, u;€; e U =), v;é;expressos numa b.o.n. é dada por: Ue?V =, u;é;) e

(X1 v€) = T X wivj (60 €) = Xy wiv; (8)
Este produto (soma dos produtos das componentes na b.o.n.) diz-se produto interno candnico.

A partir do produto interno candnico, podem definir-se outros produtos internos, todos eles satisfazendo as
propriedades (3). Um exemplo genérico é dado por:

Uo v =Y wvw;w; > 0,Vi (9)

onde os coeficientes positivos fixos w; > 0sdao chamados de pesos do produto interno. A superficie de norma
unitaria correspondente é um hiper-helipséide (generalizagdo a n dimensGes de uma elipse) com eixos
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(wl-)‘l/z. A utilizacdo de normas ndo candnicas, i.e. com pesos diferentes, é Util quando se pretende dar
mais ou menos importancia relativa as diferentes componentes.

Um conjunto de n vetores L.I. ] = {d,, d,, ..., d,} mas ndo necessariamente ortogonais, pode transformar-
se numa base ortonormada L = {é,, é,,..., &, }através da ortogonalizacdo de Gram Schmidt. Trata-se de um
processo iterativo baseado numa passo de ortogonalizacdo e de um passo de normalizacao de cada vetor:

é1 = dy/lldqll
k-1

2 - - >N 2 p4 p4 . _

fie = ay _Z(ak °€;)€; ek —fk/”fk”:k =2,...,n
i=1

1.5 Mudanga de base

Consideremos uma nova base ortonormada (b.o.n.) de versoresfj,j = 1,...,nobtida a partir da antiga b.o.n.
com versoresé;, i = 1,...,n. Recorrendo ao teorema 1, a transformacéo de base escreve-se:

-

fi=2Xki(€ o f)éi =X 1Rijé;,j = 1,...,nondeR;; = cos 4 (€, f;) = é;  f; éai-ésima componente do
= . . ~ . . . .
versor f;. Essas componentes, reunidas na chamada matriz de rotacdo R com coeficientes R;;na linha i e

S
coluna j, sdo os cossenos dos angulos entre os versores novos f;e os versores antigos €; (cossenos diretores).
Dada a comutatividade do produto interno, tem-se que

A matriz Rsatisfaz a certos constrangimentos que podem ser obtidos a partir das relacoes:
Sk = € * € = X711 RijRx; = (RR") e = Lyy; Sy = fi ® fre = Xj=1 RjiRjx = (RTR) e = Iy, (11)

onde a matriz Ié a matriz identidade em dimensdo n, o sobrescrito T significa transposicdo (aplicada a uma
matriz para obter a respetiva matriz transposta, significando troca de indices de linha por coluna) e se usou
a multiplicacdo usual entre matrizes. A relacdo (11) significa que a matriz inversa Ré a sua transposta ou seja
R~! = R”. Por defini¢do, quando tal acontece,R diz-se uma matriz ortogonal. Mostraremos que as matrizes
ortogonais tem a propriedade de o seu determinate ser £1 (1: rotacdo propria como num triedro direto; -1:
rotacdo imprépria=rotacdo propria seguida de reflexdo como num triedro de versores inverso).

Vamos dar exemplo de uma matriz ortogonal em dimensdo n=2, resultante da rotacdo direta de um angulo

o (Fig. anexa):
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A respetiva transformacdo pode escrever-se na forma matricial:

77 > > > > cosa — sena > - 77
[f1f2] = [é,€;]R = [é,¢&,] [Sena oS a ;[€1e;x] = [f1f2]RT

A coluna 1 de R contem as componentes de é; e a coluna 2 contem as componentes de é&,.

Arelagdo RRT = I verifica-se. De fato

[cog a — sin 0{] [Cos asina ] B [(cos a)? + (sina)? cos asina — cos a sina] B [10]
sinacos a —sinacosa cos asina — cos a sina (cos a)? + (sin a)? 01

Numa dimens3o n arbitraria, os n? coeficientes de R, ndo sdo independentes, sendo sujeitos a n(n+1)/2
constrangimentos (relagées) associadas as relacdes de ortogonalidade e normalizacdo (norma unitaria).
Deste modo existem n?- n(n+1)/2= n(n-1)/2 coeficientes independentes. Na verdade, qualquer matriz de
rotacdo (ou ortogonal) pode ser construida pela sequéncia de n(n-1)/2 angulos de rota¢do (ou dangulos de
Euler) correspondente ao produto matricial de matrizes de rotacdo elementar (ou matrizes de Givens). Cada
uma dessas rotagdes elementares sao rotagdes diretas de um angulo aij do planos gerado (subtendido) pelo
de direcdes arbitrarias segundo os versores(éi,é’j). Em particular para n=3, ha 3*2/2=3 angulos de Euler,
respetivamente dos planos (€4, €,), (€1, €3) e (€,, €;), sendo dadas respetivamente pelas matrizes:

cosay, —Ssina;, 0 cosay;30—sina; 1 0 0
Rz = [sina;,cosa,,0 |[; Rz =10 1 0 [;Rp3 =|0cosazs—sinass
0 0 1 sina;30cos a3 0 sina,3cosays
cujos coeficientes satisfazem a: Rii(i‘j) = ij(i h= cos ai,j;Rij(l, = _Rﬁ(i = sina; j; Ry = 1(k #

i,J), sendo nulos todos os outros coeficientes. Assim uma rotacdo do plano (€, €,), seguida de rotacdo do
plano (€, €3), seguida de rotacdo do plano (&;,€;) é dada pelo produto matricial Rz 3)R1,3)R(1,2)- As
rotacdes ndo comutam em geral.

Mostremos agora como se transformam as componentes ou coordenadas de um vetor U =

S
v €;quando se escreve na b.o.n. fj,] =1,...,n. Usando a transformacdo (10) tem-se:

- - -
D=3l v & =Y v X Ryf; =2y (X Rivi)fy = X0 T £ U = Yoy Ryvi= novas

coordenadas
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Os n-tuplos coluna v = (vq,vy,..., 1) e ¥ = (¥, ¥,,..., U,) formados pelas componentes de ¥ nas bases

e;e fjestéo relacionados da seguinte forma matricial:

U=R"v;v =Rv (12)
1.6 Tensores de 22 ordem

1.6.1. Nogao intuitiva de tensor de 22 ordem

Um tensor de 22 ordem é representado por n vetores de n componentes ou seja, pertencentes a R". Para
exemplificar consideremos n=3.

_ [A11412413 Ay;
A = |A3145,A53| = [d d,d3]onde os vetores coluna d; = |A42;| (i = 1,2,3) formam a matriz associada
A31A32A33 As;

A. Os tensores de 22 ordem sdo Uteis para representar grandezas fisicas que dependem da orientagdo em
gue a medicdo é executada. Por exemplo a temperatura num ponto de um meio continuo é um escalar, ndo
dependendo de qualquer tipo de orientagdo. Ja por exemplo a resisténcia elétrica de um material depende
da orientacdo do fluxo de cargas elétricas. A caracterizacdo completa da resisténcia elétrica é dada pelo
tensor de resistividade que é de 22 ordem.

O estado de tensao mecanica num ponto interior P de um meio material é também caracterizado por um
tensor de 22 ordem. Tal permite inferir que forca o meio exerce na sua vizinhanca. Para tal consideremos
um cubo infinitesimal centrado em P. Este cubo tem 3 pares de faces opostas entre si (ver figura) e
ortogonais a cada versor €;, €,, €;da b.o.n. Assim a face frontal ou anterior é ortogonal a &;, a face da direita
é ortogonal a €,e a face de cima é ortogonal a é;.

Tem-se assim n=3 faces, cada uma correspondente a um versor &;da b.o.n. Na face ortogonal a€;, o cubo
exerce a tensdod; (forca/area) sobre a vizinhanca. A tens3o exercida pela face oposta é —d; . Deste modo o
conjunto dos vetores tensao sao reunidos num objeto com caracteristicas de tensor de 22 ordem, o chamado
tensor das tensdes.

1.6.2. Representacdao de um tensor de 22 ordem

Na algebra, existem objetos mais complexos que os vetores. Em dimensdo n, um escalar tem n°=1
componentes, dizendo-se um tensor de ordem zero. Um vetor tem n! componentes, sendo totalmente
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caracterizados por um indice i que percorre todos os valores de 1 a n; dizem-se assim tensores de ordem um
ou primeira ordem. Um tensor de 22 ordem, aqui representado por A, exprime-se em componentes
percorrendo 2 indices i,je{1,...,n}, e admite a expansao:

~ _ n - - A .. 7 . H H { 2.0
A= Zi,j:lAij e;e; onde Ajé a (i,j)-ésima componente que multiplica as chamadas diadas €;e;

Cada diada é dada pelo produto exterior dos versores €;por €;, sendo denotado por é;¢; = €; ® €;. A diada
é vista como um par ordenado de 2 versores pertencente ao produto Cartesiano S ® S = {(u, vV): U, v € S}.
O produto exterior é ndo comutativo, i.e. UV # Vu; U,V € S e diz-se exterior porque produz objetos hum
espaco vetorial de dimensdo maior n?, i.e. com n?> componentes. Em geral um tensor de 22 ordem é
formalmente representado por uma matriz quadrada de n? componentes.

A lei de transformagdo dos tensores ao passar da base (antiga) €,,...€,para a nova base f;,... f,,é :

~

A=30i1A1;88 =37 qe1 Apq fofy onde  Ayq = 3T i_i RipRjgAy; (12)
1.6.3. Tensor Delta de Kronecker &

O tensor d é um tensor de 22 ordem que corresponde a matriz identidade de nxn componentes, isto é:

« _(O,sei#j ..
l] - {]qsel =j,l’-] € {1"":n}
10....0
Formalmente tem-se: § = |01++0
00..... 1

1.6.4. Transposto de tensor de 22 ordem
(Para simplificar a notacdo eliminemos o simbolo * de tensor a menos que seja estritamente necessario)

Definicdo: Seja A um tensor de 22 ordem expresso em termos de diadas numa bon. Define-se o seu
transposto AT a partir da definicdo operacional: AiTj = A;;(i,j = 1,...n), ou a partir da troca de indices. O

transposto de um tensor é representado pela matriz transposta.
1.6.5. Tensor de 22 ordem simétrico e antissimétrico

Um tensor de 22 ordem A é simétrico (symmetric) se A=A ou seja, se Aij = Aﬁ,Vi,j = 1,...n. Tal significa
que cada linha na posicdo i=1,..,n seja igual a coluna correspondente. Um tensor de 22 ordem A é
antissimétrico (skew-symmetric) se AT=-A ou seja A;jj = —Aj;, Vi, j = 1,...n.Tal exige que os coeficientes da
diagonal sejam nulos e que os elementos da matriz triangular inferior sejam simétricos dos da matriz
triangular superior.

Teorema: Para qualquer tensor de 22 ordem A tem-se a decomposi¢do Unica numa soma de um tensor
simétrico com um tensor antissimétrico:
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Ag = %(A + AT)partesimétrica
A=A+ Ajonde 1
Ag=5(A- AT)parteantissimétrica

Exemplo:
1—48 1-2-6 1-31 0—-17
A=|-2610|=;4T = [-464 ;As = 1—=367 [; A, = (103
—642 8102 172 -7 —-130
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1.6.6. Vetor axial associado a um tensor de 22 ordem em R3

Seja A um tensor anti-simétrico em dimensdo n=3, representado por 32=9 componentes. Apenas 3 dessas
componentes sd3o ndo triviais e que poderemos juntar no chamado vetor axial associado a = ax(/i). As
componentes de dsatisfazem a rela¢3o:

a; = Aj (14)

onde jj,k constituem uma permutacdo ciclica da sequéncia (1,2,3). Uma permutacdo ciclica é obtida do
seguinte modo. Imagine-se que (1,2,3) estdo dispostos regularmente ao longo de uma circunferéncia.
Imagine-se que os indices rodam todos de uma posicao no mesmo sentido direto ou retrégrado (no sentido
dos ponteiros do relégio). O resultado é uma chamada permutacao ciclica simples. Uma permutacdo ciclica
é uma sequéncia de permutacodes ciclicas simples. Assim as permutacdes ciclicas de (1,2,3) sdo: (3,1,2) e
(2,3,1) tal como indicado na figura anexa.

(7
ONOWe)

Assim, recorrendo a antisimetria, tem-se: a; = A, 3 = —A3,;a;, = A3 = —Ay3;a3 =A1,=—4A,,. O
tensor A e o seu vetor axial a ficam entdo arranjados na forma:

0az —a, a,
_a30a1 ],d’ = CLX(A) = (a2> (15)

a, —a;0 as

A=

1.7. Tensor de 32 ordem e superiores
1.7.1. Representacdo geral de tensores
Um tensor de 32 ordem necessita de 3 indices para ser explicitado. Por exemplo:

C= ZZj,kzl Cijk éiéjékonde C é representado por uma combinacdo linear de triadas (produto exterior de
um versor por uma diada ou entre 3 versores). Um tensor de ordem p necessita de p indices sendo
representado por uma combinacdo linear de p-tuplos (produtos exteriores de p versores). Um tensor de

. ~ , . 14 .
ordem p e dimens3o n é um objeto pertencente a R™")ou seja tem n? componentes e representa-se

n
iip=1 Tis.ip

curvatura de Riemann que é utilizado em Teoria da Relatividade Geral.

genericamente por T =), éil...éip. Um exemplo de tensor de 42 ordem é o tensor de
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A nogado de simetria é generalizavel a tensores de ordem p>3. Assim Tdiz-se hipersimétrico quando Til...ip =
lel_.jpem que (jy,...,Jjp) € uma permutacdo arbitraria de (iy, ..., ip). Nesse caso, face aos constrangimentos,

o0 numero de componentes independentes é (n+p—1)!/[(n— 1)!p!]. Por exemplo, um tensor

hipersimétrico de ordem p=3 satisfaz as relagbes: Tijx = Tixj = Tjix = Tjki = Tkij = Tkji, Vi, j, k €
{1,...,n}.

Numa b.o.n. rodada, as componentes satisfazem a uma relagao generalizada de (12):

T — n

Tiyip = 2jysjp=1 Tjsejp Rizis Rizize -+ Ry (16)

onde os indices fixos surgem como indices coluna da matriz de rotacao R.
1.7.2. Produto exterior de dois tensores

Sejam C e D tensores de ordem a e b respetivamente. Assim numa b.o.n. tém-se as expansdes:

C= Z l1 la ei1' D Z11 2Jb 11 Jb e]1 € (17)

.....

O produto exterior de C por D é um tensor de ordem a+b e cujas componentes sdao todos os possiveis
produtos (entre escalares) das componentes de C pelas componentes de D. Assim o respetivo produto
exterior vem dado por:

- - o -
E=C ®D CD = le’ fla—lzjl’ Jip=1 11 --iaDjl---jb eil...eiaejl...ejb (18)
Em termos de componentes tem-se:

E.

i1..lgJ1-Jb

= (CD)i,..izj,..j» = Ci,..i,Dj, .. (19)

i1iag1Jb

O produto exterior aplica R*®RP em R@*), O produto exterior entre tensores de ordem arbitraria maior que
zero é ndo comutativo ou seja em geral CD=DC visto que o arranjo dos indices em CD é diferente do arranjo
dos indices em DC.
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Exemplo 1

Produto exterior de 2 vetores (tensores de ordem 1):
E trivial verificar que o transposto de @bé bd ou seja (dE)T = bd.
Exemplo 2

Produto exterior de vetor d@a por tensor de 22 ordem B:
Eiji = (a X B)l.jk = (aB)l,jk = a;Bjy
1.7.3. Produto de Hadamard entre dois tensores

O produto de Hadamard, de Schur ou ‘componente a componente’ é um produto entre tensores C, D da
mesma ordem p e dimensdo n é um tensor cujas componentes sdao os produtos das componentes de Ce D.
Simbolicamente:

E=CQDCy,. D (20)

1i2 ..... lp i1i2 ..... lp - l1i2 ..... lp

Por exemplo, o produto de Hadamard entre 2 matrizes quadradas: E;; = C;;D;;, Vi, j € {1,...,n}

j;
1.7.4. Produto interior ou contraido de dois tensores

Sejam C e D tensores de ordem a e b respetivamente na mesma dimensdao n. Enquanto que o produto
exterior aumenta a ordem dos tensores, o produto interior ou contraido é inferior a dimensdo do produto
exterior, surgindo como uma generalizacdo do produto interno entre vetores. O produto interior recorre a
nocao de contracdo de indices que é essencialmente um somatdrio de produtos de componentes ao longo
de indice tal como acontece no produto interno candnico. Genericamente, a contracdo de indices consiste
no seguinte.

Contracao de indices: De entre os indices dos tensores C e D, escolhem-se dois indices, que podem pertencer
ambos a C ou ambos a D ou ser um deles de C e o outro de D. No produto contraido apenas se consideram
as componentes (de C ou D) em que os valores dos referidos indices sao iguais (entre 1 e a dimensao n),
dizendo-se indices contraidos. O produto interior vem a ser a soma do produto das componentes de Ce D
ao longo de todos os valores (de 1 a n) dos indices contraidos ou repetidos.

Chama-se a essa operacao de contracdo de indices, uma vez que o objeto final serd um tensor com uma
ordem subtraida de 2 por cada contracdo. Por cada escolha de par de indices tem-se um possivel produto
interior. Se os indices contraidos forem adjacentes (uUltimo de C com primeiro de D), entdo o produto interior
diz-se produto interno e representa-se por C ¢ D. Deste modo é possivel generalizar a no¢do de produto
interno em tensores. Podem executar-se mais de uma contracdo de indices. A ordem tensorial do produto
interior de C por D com r contragdes é a+b-2r.
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Vamos dar exemplos de produtos interiores entre um vetor c (tensor de 12 ordem, a=1) por uma matriz D
(tensor de 22 ordem, b=2). Existem 3 possiveis produtos interiores com uma contra¢do tendo todos ordem
a+b-2r=1+2-2x1=1 ou seja o resultado final € um vetor (tensor com um sé indice). Assim:

n

Z ¢iDij=(ceD);= (DT o c)j = wj(contragdodol®ndicedeccomolndicedeD)

ciDji = (ce D) = (D  ¢); = u;(contragdodol®ndicedeccomo2®ndicedeD)

M:ﬁ'
[y

~
[y

S

¢jDy; = (cTr(D)); = v; = cj(contragdodol®ndicedeDcomo?22mndicedeD)

(N

=y

1=

onde Tr(D) i.e. o somatdrio das componentes da diagonal da matriz quadrada D.

O produto matricial de uma matriz D por um vetor ¢ é um produto interior. Na nota¢do algébrica, a
representacdo Dc do produto de matriz D por vetor ccoincide na notacdo tensorial com o produto
interiorD e c. A notacdo da dalgebra indicial (com indices explicitos) permite representar objetos algébricos
mais gerais que a notacdo da algebra de matrizes e vetores. Mostremos um exemplo com 2 contracgdes,
introduzindo os chamados duplos produtos internos entre tensores de 22 ordem:

n
Z CijD;j = C »* D(contragdes:12indicedeCcom12deDe22deCcom22deD:indiceshomdlogos)
ij=1

n
Z CijDj; = C:D(contragdes:12indicedeCcom22deDe22deCcom12deD: indices anti-homélogos)
ij=1

Nestes casos, o produto contraido tem 2+2-2x2=0 indices, ou seja, trata-se de um escalar e pode encarar-se

como um produto interno. A norma quadrada C es C = ||C||2 = Z§j=1 Cijzé a norma de Frobenius.

Usando essa convencdo pode exprimir-se o traco de um tensor C (soma dos elementos da diagonal) na
forma: Tr(C) = 6:C = § ee C = Cy;+...+C,,. Em particular o traco do tensor Delta de Kronecker é
Tr(8)=n=dimensdo do espago R".

1.7.5. Convencgao de Einstein (CE) ou dos indices mudos

Sempre que ha contracdo de indices ha normalmente que representar o simbolo de somatdrio que estd
implicito. Einstein inventou uma conven¢do que omite o simbolo de somatério economizando assim a escrita
sem qualguer ambiguidade. Essa convencado afirma que sempre que haja indices representados pela mesma
letra (ex. i), admite-se (a menos que se diga o contrdrio) que esses indices contraem tomando-se, portanto,
0 somatorio para todos os valores possiveis desses indices (de 1 a n). O simbolo de somatério é omitido uma
vez que é redundante quando se admite a convencao de Einstein.

— —_ n _ n
Exemplo 1 aiBij = apoj = Li=1 aiBij - z:p=1apoj
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Na expressdo anterior, i e p sao indices mudos uma vez que estes sao indices de somatério enquanto que j
€ um indice fixo.

Exemplo 2 ApBij = Y1 AipBij = Cp;

Neste caso i é indice mudo, (p,j) sdo indices fixos.

Exemplo 3 a;B;; = apByp, = Y1 1a;B;; = ¥5-1 apByy,
i ou p constituem um indice mudo.

1.7.6. Aniquilagao do tensor Delta de Kronecker

O produto contraido permite algumas simplificacdes. Por exemplo, quando se considera o produto interior
de um tensor A com o tensor Delta de Kronecker 9, este deve desaparecer sendo o indice contraido de A,
substituido pelo indice de 8 que ndo contrai. Tal é devido ao fato de no produto interior com J, apenos um
termo ser ndao nulo. Por exemplo:

Aip5pq = Z;JL:lAipapq = Aiq;Tijkaqukq = iqk6kq = Tiqq = likk (21)
1.7.7. Outros produtos interiores

Seja d um vetor e T, Rtensores de 22 ordem em R". Um dos possiveis produtos interiores é d T o R. Este
tensor contraido tem ordem p dada pela soma das ordens dos tensores (1+2+2), subtraida de duas vezes o
nimero de contragdes (duas neste caso). Assim p=1+2+2-2x2=1, tratando-se, portantod ¢ T « Rde um vetor.
Assim, usando a convencdo de Einstein, a sua i-ésima componente é:

(@eTe ﬁ)i = a;TjpRp; = X7y Xpe1 4 TipRpi = 5Tk Ry = Xty ey 5Tk Ry = i TesRsi

onde ha duas contrac¢des de indices uma vez que hd o par de indices j (ou s) e o par de indices p (ou k). Os
indices contraidos sdo mudos e devem ser representados por letras diferentes das dos outros indices
contraidos e das dos indices fixos.

Usando a convencdo de Einstein, os dois possiveis duplos produtos interiores entre tensores de 22 ordem T
eRsaoT:R = TUR]UT ee R = TURU = T:RT = TT:R.
1.7.8. Tensor alternante ou de Levi-Civita ¢

O tensor de Levi-Civita ou tensor alternante é um tensor especial de ordem p em dimensao n=p. Esse tensor
assume valores unicamente de {0,1,-1} e fornece a paridade de uma permutacdo. A definicao é:

Osedoisoumaisindicessdoiguais

Eiyigeniy = {paridadedapermutagéoil,iz,...ipquandotodososindicesséodiferentes (22)

Definamos paridade de uma permutagdo iy, i, ... [,arbitraria dos nimeros inteiros 1,2,...,p (reordenagdo

dos valores 1,2,...p, e.g. 2,1,3,4....p). Admitamos que os p indices estdo dispostos ciclicamente ou seja com
o primeiro adjacente ao ultimo (e.g. uma mesa redonda na qual se sentam p pessoas numeradas).
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Uma permutacdo simples consiste numa troca de indices adjacentes (e.g. duas pessoas vizinhas trocando de
lugar). Vamos considerar um exemplo de uma sequéncia de permutac¢des simples com p=5 (ver Figura).

/| A 4

PO P1 P2

A permutacdo P2 é o resultado da sequéncia das permutacbes simples PO e P1. Pode mostrar-se que é
possivel chegar a uma permutacdo arbitraria (chamemos-lhe 1), unicamente com uma sequéncia m(n) de
permutacdes simples. A sequéncia ndo é Unica, no entanto a sua paridade é bem definida, o que significa
gue m(m) é par ou impar independentemente da sequéncia escolhida. Cada permutacdo de p simbolos é
assim caracterizada pela assinatura da permutacdo: (-1)™™ que tem o valor 1 ou -1 conforme a permutacdo
seja par ou impar (e.g. P1 é impar e P2 é par).

Mostra-se que a paridade de uma troca de dois indices deixando todos os outros inalterados é impar.

O tensor alternante de 22 ordem é representado pela matriz quadrada antissimétrica de ordem 2:

e= [0 ]

~10 (23)

O tensor € de 32 ordem tem a seguinte forma:

1se(i,j, k) sdo diferentes e constituem uma permutagdo par de(1,2,3)

gijk = —1se(i,j, k)sdo diferentes e constituem uma permutacdo impar de(1,2,3)
0 se dois ou mais indices séo iguais
(i,j,k =1,23)

As permutacdes pares de (1,2,3) sdo: (1,2,3), (2,3,1) e (3,1,2), donde €1,23= €2,31= €3,1,2= 1. As permutacdes
impares de (1,2,3) sdo: (2,1,3), (1,3,2) e (3,2,1) e portanto €,1,3= €1,3,2= €3,2,1= -1. Todas as outras 21=nP-6=27-
6 componentes do tensor de Levi-Civita sdo nulas.

As propriedades do tensor de Levi-Civita de ordem 3 sdo as seguintes:

1) &ijk = gk = Ekij = —E€ij = —Ejik = —E&kji isto € uma permutacgdo par dos indices deixa invariante
€; uma permutagdo impar produz o simétrico de €.

2) A contragdo de 2 de qualquer dos seus 3 indices é nula ou seja & = &ii = €ixi = 0. Esta
propriedade é trivial porque os termos da soma que esta implicita na contrac¢do sdo todos nulos.

3) Regra Epsilon-Delta. Trata-se de uma férmula que exprime o produto interior de dois tensores
alternantes com uma contracdo. Tem-se, pois, 2 indices mudos e 4 indices fixos:
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Eqrp€stp = Epqrépst = Eqprspt = 6qs6rt - 6qt6rs (24)

O resultado é uma soma de produtos de Deltas de Kronecker. No primeiro produto de Deltas tem-se
(a,s) e (r,t) ou sejam respetivamente os primeiros e os segundos indices de cada & (indices
homdlogos). No segundo produto de Deltas tem-se (q,t) e (r,s) ou sejam respetivamente (o primeiro
e segundo) e (o segundo e o primeiro) indices de cada «.

1.7.9. Tensor alternante e produto externo

O tensor alternante é muito importante na definicdo de produto externo ou vetorial entre vetores, de
produto misto e triplo de vetores e ainda na definicao de determinante de uma matriz ou tensor de 22
ordem.

Recorrendo ao tensor alternante g, o produto externo d A bde dpor bé dado pelo produto interior de ¢

com de bcom duas contracdes de indices na forma:

(@ AB), = epqapbq (25)

O produto de @ A b com @ é nulo e portanto d A bé ortogonal a dsendo dado por dado em funcdo dos
coeficientes do tensor alternante:

(@n E)iai = €1pqApbya; = —€pigapbga;(pela prop. 1 de €) =
= —&ipqaibga, (por i,p serem indices mudos) =

= —&ipqApbga;(prop. comutativa da multiplicagdo)=0
(porque vem igual ao simétrico)

O produto externo de dois vetores pode ser obtido através da notacdo de determinante:
€,6,€3

dAb = |ayaza;| = (azb; — azb,)é; + (agh; — a;b3)é, + (arb, — aby)é; (26)
b1b;bs

1.7.10. Tensor alternante e tensor alternante assimétrico

Um tensor axial assimétrico de ordem 3 fica totalmente caracterizado pelo seu vetor axial a=ax(A) definido
como:

Apq = EipqQi = £pqiay; (I, p, @) permutacdociclicade(1,2,3) (27)

Uma forma alternativa obtida a partir do tensor alternante é:

a; = %eiqupq = [ax(4)]; (28)
1.7.11. Produtos entre vetores e tensores de 22 ordem
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Seja d um vetor e béo produto exterior de dois vetores (ex. diada). Os produtos interno e externo entre de

b vém definidos de forma coerente como:
debi=debé=(deb)&dnbe=(dAb)E (29)
1.7.12. Produto misto entre 3 vetores de R3

O produto misto entre 3 vetores da, b e ¢ é um escalar obtido pelo produto interno de um desses vetores
pelo produto externo dos dois restantes. Assim tem-se o produto misto:
de(bAC)=be(@Ad)=Ce(dAD) = epgabyc, (30)

Este produto é invariante para uma permutacdo ciclica dos trés vetores mudando de sinal para uma

permutagdo impar. Tem-se |d@ » (b A &)| = Vque é o volume V do paralelogramo retangulo definido pelos
trés vetores (vide figura).

1.7.13. Produto triplo

O produto triplo de 3 vetores é o produto externo de um deles com o produto externo dos dois restantes. O
produto triplo pode exprimir-se através de produtos internos gragas as propriedade Epsilon-Delta de &. Tem-
se assim o produto triplo:

dA(bAE)=(ded)Db—(deb)e (31)
Dem. A componente i do produto triplo é:

[& AN (E N E)]l = ((_i JAN CZ)l(defdeJ) = Siklakdl = Eiklak(glqupcq) =

(eiklslpq)akbpcq = (e”kelpq)akbpcq = (SipSkq — 6iq6kp)akbpcq(prop. €-6) =
8ipOkqarkbypcq — 8iqOipaibycq(prop. distributiva) = a,b;c, — a,byc;(aniquilagdo de §) =

(@« &b;— (db)c; = [(d@e&b—(deb)E] vi

donde sai o resultado.
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1.7.14. Determinante de tensor de 22 ordem

Um tensor A em R3 é representado por matriz 3x3 que é formalmente idéntico a linha de 3 vetores coluna
d,, d, e ds ou seja A = [d,,d,,d3]. O determinante da matriz A é o produto misto d,; * (d, A ds)e
representa (a menos de um sinal) o volume do paralelogramo definido pelos trés vetores. O determinante é
expresso por:

det(A) = |A| = &;j3AiAjpAxs = det(A™) = g;jxA1i42A3; (32)

Pode obter-se o determinante de um tensor de 22 ordem em R" recorrendo ao tensor de Levi-Civita € de
ordem n que fornece a assinatura de uma permutacao genérica de n indices tal como no caso em n=3. Tem-
se assim em geral a férmula de Leibnitz-Laplace:

det(A) = det(AT) = gi1.---inAi1,1" -Ain,n (33)

Dadas as propriedades d tensor alternante, se duas linhas ou colunas sdo iguais, entdo o determinante é
nulo.

No caso n=2 o tensor alternante é dado por uma matriz 2x2:

£ = [811812] = 01 ] donde o determinante de A é:

£21€22 -10
det(a) = [1z] — o a4, = 6,404 Ay A Ay A Ay Ay, =
et(4) = Agpihy,| = Efinfz = €141 12 T €21A21 412 + €12A411 427 + €22A21A22 =

= —Ay1412 + A1145;

Se Bé obtida de Apor uma certa permutacdo © de linhas (e/ou colunas), entdo o determinante é o mesmo
multiplicado pela paridade (1 ou -1) da permutacao:

det(B) = det(A)(—1)™™ (34)

Em particular a troca de duas linhas e/ou colunas troca o sinal do determinante. Se duas linhas e/ou colunas
sdo iguais ou se alguma linha e/ou coluna é nula entdo o determinante é nulo.
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Os determinantes tem algumas propriedades relevantes:

1)
2)

3)

4)

5)

O determinante de um multiplo da matriz identidade é: det(cl) = c™

O determinante do produto de matrizes é o produto dos determinantes: det(AB) =

det(A) det(B).

Como corolario de 1) e 2), o determinante da matriz inversa vem: det(A™1) = 1/ det( A)

O determinante é uma forma multilinear das colunas e das linhas. Tal significa o seguinte.

Seja M = A||(au + Bv)||Buma matriz quadrada (de dimensdo n) resultante da concatenacdo
(justaposicdo | |) da matriz retangular A com a combinag3o linear de vetores coluna aii + BV e com a
matriz retangular B. Entdo tem-se que o determinante é a combinacgdo linear dos determinantes:
det(M) = adet(A||u||B) + B det(A||V||B). Em particular, o determinante fica inalterado quando se
adiciona a uma coluna uma combinac3o linear das outras. Deste modo, se as linhas e/ou colunas forem
linearmente dependentes, o determinante é nulo e a matriz diz-se singular, caso cointrario diz-re
regular.

O determinante de uma matriz triangular A (i.e. com elementos nulos acima da diagonal e/ou
abaixo da diagonal) é o produto dos elementos ao longo da diagonal, det(4) = [1X; 4;;-
Teorema de Sylvester: Seja Auma matriz quadrada regular de dimens3o n e vetores i, vde dimens3o
n, tem-se que: det(A + uvT) = det(A)(1 + vTA™1%)
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1.7.15 Matriz inversa

A matriz inversa de uma matriz inversa regular4, i.e., com determinante n3o nulo denota-se por A~ le
satisfaz a:

1 _ g-14 — 7. -1 _ 2-1 _
AA =A A_I'AikAkj _AikAkj_6ij
Assim o determinante é det(A™1) = 1/ det(A). Em particular, numa matriz ortogonal, i.e. U™ = U7, tem-se
det(U) = +1 sendo 1 numa rotagdo prdpria e -1 numa rotagdo imprépria (rotacdo prépria seguida de reflexdo de

um dos eixos).

A expressdo da matriz inversa recorre a e de Laplace para exprimir o determinante. Chama-se menor M;;ao
determinante da submatriz de dimens&o (n-1) resultante da eliminagdo da linha i e da coluna j, sendo (—1)(*)M; 0
cofator. A matriz adjuntada (adjugate na literatura ingles; ndo confundir com a adjunta) é a transposta da matriz dos
cofatores:

[Adj(A)];; = (=)™ Mj; (35)
A adjuntada tem a seguinte propriedade de o o produto ser uma matriz diagonal proporcional a matriz identidade:
Adj(A)A = AAdj(A) = det(A)l (36)
Em termos de componentes, tal escreve-se na forma:
Y (=DM Ay = det(A)8j, V), k
Logo, se a matriz for ndo singular, a inversa é imediata:

-1 _ 1
~ det(4)

Adj(A) (37)

Vamos dar o exemplo mais simples da matriz em n=2:

R A o
1 [d—b

Adj(A) = [Cic_ab] AT = ad — bcl—ca
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