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Capitulo 1

Introducao

1.1 Revisao de conceitos e leis da termodinamica

1.1.1 Umas definicoes

Sistema termodinamico é qualquer sistema macroscépico confinado num vo-
lume.

Um sistema termodinamico carateriza-se pelos parametros termodinamicos
(ou varidveis termodinamicas): pressao P, temperatura 7', volume V e en-
tropia S. Os parametros termodinamicos distinguem-se como intensivos (P
e T) ou extensivos (V e S).

Se parametros termodinamicos dum sistema nao mudam com tempo diz-se
que o sistema esta no estado de equilibrio termodinamico.

Os parametros termodinamicos nao sao independentes. A equacao que de-
termina esta relacao refere-se como a equacao de estado do sistema termo-
dinamico. Por exemplo, a equacao de estado dum gas ideal

PV =kgNT (1.1)

onde N ¢é o numero de moléculas e

PV g3 J
= =1.380649 - 10723 = 1.2
hp = S = 1380649 - 107 (1.2)
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a constante de Boltzmann.

Quando o estado dum sistema termodinamico se muda com tempo diz-se
que decorre um processo termodinamico. Para um sistema que inicialmente
se encontrava num estado de equilibrio térmico isto pode acontecer se as
condicoes externas variam. Diz-se que o processo termodinamico é reversivel
se com o retrocesso das condigOes externas o sistema regressa ao estado
inicial. Nos outros casos o processo ¢é irreversivel.

Trabalho W (infinitesimal) realizado pelo sistema num processo em que o
volume varia por V' determina-se como

SW = P§V (1.3)

Calor Q) absorvido pelo sistema num processo em que a temperatura sofre
um aumento infinitesimal 67" é

0Q = CéT (1.4)
onde C' é a capacidade calorifica (ou a capacidade térmica).

Um sistema ¢é isolado se nao acontece qualquer troca de energia com o ex-
terior do sistema (i.e. nao existem nem absor¢ao de calor nem trabalho).
A energia dum sistema isolado é uma constante. Um sistema chama-se fe-
chado se nao existe troca de matéria (i.e., de particulas) com exterior (mas
a energia pode ser transferida entre o sistema e o exterior). Quando a troca
de matéria entre o sistema e o exterior é permitida, vamos falas dum sistema
aberto.

1.1.2 Potenciais termodinamicos

Admitindo que nao acontece alteracao de numero de particulas que consti-
tuem um sistema macroscépico, podemos definir quatro potenciais.

Energia interna:
U=U(S,V), dU =TdS — PdV (1.5)
Energia livre de Helmholtz

F=FTV)=U-TS, dF =—-SdT — PdV (1.6)
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Entalpia

H=H(S,P)=U+PV, dH =TdS + VdP (1.7)
Energia livre de Gibbs

G=G(T,P)=U+PV-TS, dG=-8dT+VdP  (1.8)

1.1.3 Leis de termodinamica

A lei zero de termodinamica: se dois sistemas termodinamicos estao
em equilibrio térmico com um terceiro sistema, entao eles estao em equilibrio
térmico entre si.

A primeira lei de termodinamica: Num sistema fechado em qualquer
processo termodinamico a mudanca da energia interna do sistema, dU, é
igual a diferenga entre o calor fornecido ao sistema dQ e o trabalho oW
realizado pelo sistema:

dU = 6Q — W (1.9)

A segunda lei de termodinamica: Nao existe nenhum processo termo-
dinamico o unico efeito do qual seria extracao duma quantidade de calor
dum banho térmico e conversao dele inteiramente em trabalho (formulagao
de Kelvin).

O calor nunca pode passar de um corpo mais frio para um mais quente
sem nenhuma outra mudanga, ligada a ele no mesmo tempo (formulagao de
Clausius).

A terceira lei de termodindmica: Quando a temperatura de um sis-
tema termodinamico se aproxima zero absoluto, a entropia do sistema apro-
xima a um valor constante.
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1.2 Revisao da teoria de probabilidade e estatistica

1.2.1 Distribuicao binomial

Consideremos um volume V dividido em duas partes V7 e Va:
V="m+V (1.10)

Supomos que num instante no volume V;j se encontram N7 particulas e no
volume V5 se encontram N» particulas, sendo

N = N1+ Ny (1.11)
o numero total das particulas.

As probabilidades de encontrar uma particula no volume V7, que designamos
por p, e no volume V5 que designamos por ¢ sao

oW

_n —1-— 1.12
7 (= p (1.12)

O ndmero de possibilidades de distribuir N moléculas idénticas em grupos
de N; e Ny moléculas é dado pelo coeficiente binomial

N N!
(N, Ny) = (N1> = NI =N (1.13)

A probabilidade de encontrar N7 moléculas no volume V; e os restantes Ny
moléculas no volume V5 é dado pela distribuicao binomial

BNGN.p) = iy A=Y () (1)
Propriedades
N
> w(N) = p+ (1-p)¥ =17 =1 (115)
N1=0

Sabendo a probabilidade w(N7) podemos calcular o valér médio de qualquer
funcao f(Np) pela féormula

N
(F(N) = > F(M)w(M). (1.16)

M=0
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Calculamos o valor médio (valor esperado) de N;

NiN! _
Z Niw(Ny) = Z (1 - )N
N1=0

(N — N
= NN — Ny)!
N — 1IN Ni-1 N—1-(N1-1)
= Z pp"™ (1 = p) !
- 1 (N — 1))
A (N = DN — 1= (N - 1)
N-1
(N —1)! N N-1-N
=N 1 — =N 1.17
pNZUNl!(N_l_N)' (1-p) P (1.17)
-

Valor médio do N?

N
NEN! _
= 3 Npw(Ny) = Z B v =Y

N —Ny)!
Nl—D
Ni(N = 1)! Ny—1 N—1—(N;—1)
=N 1=l _ 1
NZ_ S T R ) 2

N-
Z (N1 +1)(N = 1)! le(l_p)quNl
~ NN —1—Ny)!

N—
1! ) L
=pN +pN Z _1_Nl),ppN1 Hl-phith

N-1 _ Ni—1(1 _ .\ (N=2)—(N1—1)
_ 2 B (N =2)lp™= (1 —p)
= PN 4P NN 1)N§1 (M — DI(N —2— (N, —1))!

=pN +p’N(N - 1) (1.18)

Agora podemos calcular a flutuacdo quadrdtica média' de Ny

(N1 = (N1))?) = (N7) — (N1)?
= Np+ N(N —1)p> = N’p* = p(1 — p)N (1.19)

o desvio padrao on,

ony = V(N1 — =vp(1—p (1.20)

mean-square fluctuation em Inglés

1
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bem como a flutuacdo relativa
on _ [y _ fiop
™) ‘\/ AL ‘\/ ™ < (1.21)

Teorema de De Moivre—Laplace: Para n suficientemente grande na
vizinhanga de np é valida a aproximacao seguinte

=i e B

Portanto, na vizinhanga do ponto N; = (N7) podemos aproximar

w(Ny) ~ (NI_W] (1.23)

1
———— exp | —
V2TonN, v [ 2012\71

1.2.2 Distribuigcoes continuas

Consideremos uma variavel x no eixo real. Definimos a densidade de proba-
bilidade p(x) de forma que

p(x)dx (1.24)

determia a probabilidade de encontrar um valor de x no intervalo (z, z+dz).
Claro que a densidade de probabilidade deve ter as propriedades seguintes

p(z) =20 (1.25)
/_ p(z)dr =1 (1.26)

Esta definicdo pode-ser generalizada para o espaco N —dimensional: & € RV,
onde dx = dx1dxs ... dry.

O valor esperado duma funcdo f(x) determina-se como

()= [ " f@)p(a)da (1.27)
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Em particular

(x) = /OO xp(z)dz (1.28)

—00

é o valor médios de x enquanto
(o]
(™) :/ x"p(z)dr (1.29)

chama-se momento de ordem n.

1.3 Revisao da mecanica classica Hamiltoniana

Introduzimos notacoes seguintes

q:={q1,q9,...,qn} coordenadas generalizadas

Gg:={q1,q2,--,dn} velocidades generalizadas (1.30)

(nestas expressoes ¢; e ¢j sao escalares). Por exemplo para um gés de N
moléculas n = 3N e

q=A{ri,r2,...,*N} = {r1z, "1y T125 20, T2y T225 - -3 TN TNYs TNz )
(1.31)

q= {’01,1)2, cee 7UN} = {Ulazvvlyavlz;UQJ,’aUnyUQZ; .. ';UNxvayysz}
(1.32)

(nestas expressoes r; e v; sdo vetores tridimensionais).

O ntimero minimo de coordenadas generalizadas n necessarias para descreve
um sistema mecéanico chama-se o niimero de graus de liberdade.

1.3.1 Equacoes de Hamilton

Suponhamos que T e U sao energias cinética e potencial dum sistema. Noés
vamos considerar sé situacoes em que a energia cinética depende s6 das
velocidades generailzadas enquanto a energia potencial depende sé das co-
ordenadas generalizadas, i.e.,

T=T(@), U=Ulg) lou U=U(g0) (1.33)
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Neste caso os momentos generalizados determinam-se como

- 9T1(q)
Pi= "¢,

(1.34)

Usando esta férmula podemos expressar ¢ através de p e obter T' = T'(p).
Definimos momentos generalizados

p:=1{p1,p2,---Pn} (1.35)

Definimos funcao de Hamilton ou Hamiltoniano

H(p,q) =T(p) +U(q) [ou H(p,q,t)=T(p)+Ul(g,t) (1.36)

A mecanica dum sistema caraterizado pelos (p, ¢) descreve-se pelas equacaies
de Hamilton
dpj - OH dq]' - OH

= —— =—, j=1,... 1.37

ou na forma mais compacta

dp  OH dg OH

dt  9q dt  p (1.38)

A lei de conservacao de momento linear: Se o Hamiltoniano nao
depende da coordenada (generalizada) q;, entdo o momento linear corres-
pondente, p; conserva-se.

Consideremos uma situagao tipica, onde a energia potencial é uma fungao
s6 de coordenadas, U(r) enquanto a energia cinética é uma funcdo (uma
forma quadrética) sé de velocidades, i.e.,

2 2
T:Z%%:Z% (1.39)
J

J

Neste caso
H(p,7)=T(p)+U(r) (1.40)

i.e., o Hamiltoniano € a energia total dum sistema mecanico.
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A lei de conservagao de energia mecéanica: se o Hemiltoniano nao
depende do tempo explicitamente, entdo a energia total do sistema conserve-
se:

H(p,q)=E (1.41)

onde E é uma constante que se chama a energia mecanica do sistema. Ve-
rificar pelo calculo direto:

aH Z (6qu1 8Hdpﬂ) -y (‘9H‘9H _ aHaH) —0
Op; dt - dq; Op;  Opj Og;j

1.3.2 Espaco de fase

Consideremos um sistema fisico isolado com n graus de liberdade e vamos
usar as notagoes (1.30). O espago n—dimensional (¢, p) chama-se o espacgo
de fase do sistema. O espago de fase vamos designar por I'. Cada ponto no
espaco de fase corresponde a um dado estado do todo sistema. Com tempo
a variacao do estado do sistema descreve-se por uma trajetoria do ponto
respetivo do espago de fase, (q(t),p(t)). A trajetoria deste ponto chama-se
a trajetoria de fase. O conjunto de todas as trajetorias de fase do sistema
chama-se o retrato de fase do sistema 2.

Como exemplo consideremos o espagco de fase dum oscilador linear (harménico)
uni-dimensional (n = 2). O Hamiltoniano é dado por

2 2
p mw” 2
H — 4 — 1.42
(p2) = 5~ + = (1.42)
Equagao para trajetérias de fase (na forma implicita)
H(p,z) = E (1.43)
toma a forma
2 2 2F
p2 + — v =1, po=V2mE, x0=1/—7y. (1.44)
p: 23 mw

O retrato de fase respetivo ilustra-se na Fig. 1.1.

2Mais informacdes sobre construcdo de retratos de fase podem ser encontrados em
D.W. Jordan, P.Smith, Nonlinear Ordinary Differential Equations. An introduction for
Scientists and Engineers. (Oxford Press, 2007); S. Strogatz, Non-linear Dynamics and
Chaos: With applications to Physics, Biology, Chemistry and Engineering (2001).
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—— E=2 — E=05 ——E=3

Figura 1.1: Retrato de fase do oscilador linear com m = 1, w = 2.

1.4 Regra de Quantizacao de Bohr-Sommerfeld

Consideremos um movimento dum sistema classico no espaco de fase (p(t), ¢(t))
que acontece ao longo duma trajetoria de fase fechada. Na descrigao quéantica
(mecdnica quantica antiga) nem todas as trajetérias sdo permitidas mas sé
aqueles que satisfazem a condicao de quantizacao de Bohr-Sommerfeld:

%pdq = nh = 2mnh (1.45)
onde n = 1,2,... é inteiro positivo,
h= % = 1.05457168(18) x 10734 J - s (1.46)
e
h = 6.62607015 x 10734 J - s (1.47)

¢ a constante de Planck (no sistema SI).

Consideremos o exemplo do oscilador linear (1.42). A partir de (3.4) obtemos

2
p= i\/2m <E - m;"x?> = tmwy /a2 — 22 (1.48)

onde

T =\ —= (1.49)
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Portanto

0
Qmw/ \/ 23 — 2%dx = 27nh
—xzo
Usando que
o
/ \/ 23 — 22dx = Ex%
—x0 2

obtemos

E = hwn

11

(1.50)

(1.51)

(1.52)

Nota-se que este resultado vem também diretamente do valor da drea dum

elipse:

nh = mpoxy = 27 E /w

(1.53)

O valor exato que vem da Mecanica Quantica é (veja Exercicio 21 na pagina 84)

1

1.5 Exercicios

1. A partir da defini¢ao do Jacobiano

ou ou
a(“a”): dr Oy
Ow,y) | Ov v
or 0Oy
demonstrar as propriedades
O(u,v) _ O(u,v) O(t,s)  O(w,v)  O(v,u)  O(u,y)
Ox,y)  O(t,s) O(x,y)" Ox,y)  Ox,y) O,y

2. A partir das relagoes

dU =TdS — PdV

H=U+PV, F=U-TS, G=U+PV =TS8,

(1.54)

(1.55)
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v F T
u G
s H P

Figura 1.2: O diagrama do Maxwell

(a) deduzir relagoes entre as derivadas dos potenciais termodinamicos
e verificar a validade do diagrama do Maxwell [Fig. 1.2];

(b) deduzir as relagoes de Maxwell seguintes:

(o), = (5s), (ar).=(3),

1.59
o5\ _ (op osy _ (avy
ov )y, \oT )’ oP ), oT ) p
3. [1] A partir das férmulas para capacidades calorificas
ou 0OH
_(9U _ (%2 1.
or=(5r), o= (5r), (o0
Deduzir que
08 08
cw_T<mJV,cb_T<mJP, (1.61)
(57),
T
@—@:—Tj—i (1.62)

(57)
oP )
Uma vez que (0V/OP) < 0 a partir de (1.61) concluimos que Cp, > C,

4. Considere a quantidade A = Y7 | a(¢). Discuta em que condigbes A
pode ser aproximada por um integral, isto é:

Az/a@ﬁ (1.63)
0
Como aplicagao estabeleca a aproximagao de Stirling:

Inn! =nlnn —n+ o(n). (1.64)
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5. Considere a quantidade

M
S=> Ty (1.65)
N=1
com T > 0 para qualquer N. Mostre que se M for muito grande, e a
parcela maxima do somatério Tj,e, for da ordem e se tem
log S =~ log Trnax (1.66)

6. Considere o langcamento simultaneo de N moedas idénticas a uma mo-
eda perfeita, onde N é par por forma a que N/2 seja inteiro; seja n
o numero de faces ‘cara’ num lancamento; n especifica a distribuicao
de membros da coletividade pelos ‘microstados’ acessiveis, isto é, n
caracteriza o ‘macrostado’ da coletividade.

(a) Calcule o peso estatistico (nimero de microstados) de uma dis-
tribuicao com n caras.

(b) Calcule o nimero total de microstados.

(c) Determine a probabilidade de uma distribuigdo, W(n). Deter-
mine o valor n que maximiza W(n)?

(d) Faga uma aplicacdo ao caso N = 4.
7. Sejam 1 ,xo,...,zN, N varidveis aleatérias estatisticamente indepen-

dentes e semelhantes a uma variavel aleatdria, x, de valor médio e
variancia finitas. Mostre que a flutuacao relativa da variavel aleatéria

S=z1+x2+ - +zpN (1.67)

é proporcional a 1/v/N. Compare com os resultados obtidos na Sec. 1.2.1.
Interprete o resultado.

8. a) Calcule a distribui¢do mais provavel de N = 5 particulas dis-
cerniveis (macroscopicas) por r = 3 células, com probabilidade de
ocupacao uniforme.

b) Se a energia de uma particula na célula 1 for zero, na célula 2, €, e
na célula 3, 2¢, calcule a distribuicao mais provavel, correspondente a
energia total do sistema, E = 3e.

9. Seis particulas discerniveis (macroscopicas) sao distribuidas por 3 células.

(a) Calcule o nimero de combinagoes de particulas que produzem a
distribuigoes: (6,0,0) e (4,1,1).



14 CAPITULO 1. INTRODUCAO

(b) Suponha que as trés células tém energias 0, €, e 2e. Qual é a dis-
tribuicao mais provavel com energia total 6¢, se as probabilidades
de ocupacao de cada célula forem idénticas?

10. Para cada dos sistemas Hamiltonianos seguintes

2

H(p,q) = 2{)7” -+ (1.68a)
p2

H(p.q)= - +¢ ¢ (1.68b)
p2

H(p.q)=5——¢"+d' (1.68¢)
p2

H(p.q)=5—-+¢ ~dq (1.68d)
p2

H(p,q) = om 2 cos(q) (1.68e)
p2

H(p,q) = p- + sin(q) (1.68f)

obter as equagoes de movimento e o retrato de fase, e analisar quali-
tativamente os tipos movimento possiveis para cada sistema.



Capitulo 2

Estatistica classica

2.1 Descricao estatistica

Considerando um valor dado de energia F dum sistema podemos introdu-
zir diferentes microestados do sistema, entendidos como configuragoes es-
pecificas microscépicas descritas por diferentes pontos do espaco de fase
que o sistema termodindmico pode ocupar. De forma alternativa, podemos
considerar um conjunto de diferentes sistemas idénticos, cada um num mi-
croestado descrito por um ponto no espaco I'. Tal conjunto de sistemas
chama-se coletividade estatistica.

Uma coletividade estatistica é descrita por uma fun¢ao de densidade p(p, q,t),
que se defina tal que

p(p,q,t)d"pd"q = p(p,q,t)dl (2.1)

é o nimero de pontos do espago de fase (nimero de sistemas da coletividade)
dentro do volume infinitesimal do espaco de fase

dl' := d"pd"q = dp1dps . . . dppdgidgs . . . dgy, (2.2)

no instante de tempo t.

15
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Teorema de Liouville demonstra-se para coletividade de sistemas Ha-
miltonianos:

v _

5 =0 (2.3)

Na forma explicita podemos escrever

dp 9p ~~[0p. Op.
e s L+ Lp ). 2.4
dt ot +;<3q¢q +6pip> 24

Usando a definicao de parénteses de Poisson

N
of 0g  Of 0Oy
= = — — . 2.
e} ; (8%‘ Opi  Op; 0g; 25)
podemos reescrever (2.4) na forma
op
bt = 2.
L {p H}Y =0 (26)

A Fisica Estatistica estuda coletividades estatisticas com funcoes de densi-
dade que nao dependem do tempo explicitamente, i.e. dp/dt = 0, e portanto

{p,H} =0 (2.7)

Considerando sistemas macroscépicos no estado de equilibrio, vamos res-
tringir a nossa consideracao ao caso quando p depende dos seus argumentos

como p(H (p, q)).

Hipétese de ergodicidade: wum sistema isolado ao longo de um periodo
de tempo suficientemente longo vai aproximar-se arbitrariamente perto a
qualquer ponto acessivel no espaco de fase.

Aqui a acessibilidade dum ponto do espaco de fase determina-se pelas condigoes
macroscopicas, nomeadamente pela condicao de energia constante.

Em termos de aplicagoes a Fisica Estatistica esta hipdtese significa que o
valor médio de um parametro termodinamico obtido ao longo dum inter-
valo do tempo suficientemente grande, coincide com o valor esperado deste
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parametro obtido com a funcdo de densidade da coletividade estatistica res-
petiva.

Assim para calcular o valor médio duma fung¢do de momentos e de coorde-
nadas, f(p,q), podemos usar a férmula

() = JrdUf(p,q)p(p,q)
JrdCp(p,q)

A validade da descricao duma grandeza macroscépica pelo valor obtido
usando (2.8) determina-se pela condicao de flutuagao quadratica média ser
desprezivel no limite termodinamico

{(f2) = (f)?
()

(2.8)

—0 se N — oo sendo v = % =const (2.9)

Alem disso vamos usar o valor mais provdvel do f(p,q) que é o valor ca-
rateristico medido no maior niimero de membros da coletividade. O valor
mais provavel designamos como f(p, q).

2.2 Formalismo microcanonico

O formalismo candnico considera sistemas isolados.

Postulado de probabilidade igual a priori Quando um sistema ma-
croscopico estd em equilibrio termodinamico, o seu microestado pode ser
qualquer um dos microestados que satisfazem as condigoes macroscopicas
do sistema com igual probabilidade.

Consideremos um volume (2n—dimensional) de espago de fase que corres-
ponde aos sistemas com energias entre F e E+JF. Em termos matematicos
o postulado de probabilidade igual a priori implica que

(2.10)

(p.q) = const E < H(p,q) < E+0F
i 0 H(p,q) <E, H(p,q) = E+JE

A coletividade descrita pela distribuigao (2.10) chama-se a coletividade mi-
crocanonica.
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2.2.1 Entropia
Definigao

Consideremos uma coletividade microcandnica de sistemas com n graus de
liberdade cada, cujo volume de espaco de fase define-se como

I'E) = / d"pd"q (2.11)
E<H(p,q)<E+SE

I'(E) é uma grandeza dimensional. Usando a regra de quantiza¢ao de Bohr-
Sommerfeld (1.45) podemos associar com o volume I" um nimero de quantos
entendidos no sentido (1.45), que vamos chamar microestados:

I(E) / d"pdq
Q(F) = = 2.12
(®) (2mh)™ E<H(p,q)<E+sE (2mR)" (212)

Q(FE) é uma grandeza adimensional. A entropia S define-se como
S =kplnQ(E) (2.13)

Vamos também definir o nimero de microestados no volume de espaco de
fase que corresponde as energias menores do que E:

d"pd"q
Y(E :/ 2.14
) Hpg<e (2Th)" ( )

Claro que
QFE)=%X(E+F)—X(F) (2.15)

Vamos considerar 0 < 6F < E. Neste limite introduzimos a densidade de
estados

w(E) = Gg(EE) (2.16)
que permite escrever
QF)=w(E)E (2.17)
No limite termodinamico definido como
N =00, V — o0, % = const (2.18)

sao validas relagoes (Ex. 1, p. 49)
S=kplnQ(E), S=kphw(E), S=kplnX(E). (2.19)
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A entropia como uma grandeza extensiva.

Vamos provar, que no limite termodinamico a entropia é uma grandeza ex-
tensiva. Consideremos um sistema isolado que consiste de dois subsistemas
1 e 2. Os subsistemas tém volumes V; e V5, bem como nimeros de particulas
Nj e Ny, fixos (excluimos a possibilidade das particulas dos subsistemas de
se misturar, i.e., consideramos os subsistemas isolados). Temos

Vi+Vh=V, N +Ny=N. (2.20)

Os Hamiltonianos dos subsistemas sao H® (p(M), ¢(M) e H® (p(?) ¢2)) onde
p) = {pgl),pgl), ...,pESR}, Ni é o numero de graus de liberdade do subsis-
tema 1 (o, p? e ¢ definem-se analogamente). Os minimos dos Hamil-
tonianos Hp 2 sao finitos, o que é necessdrio para estabilidade do sistema;
por isso podemos assumir que His > 0. Se desprezamos interacoes en-
tre subsistemas, i.e., consideremos eles como fechados, podemos atribuir as
energias E(M) e E?) a cada um dos subsistemas, i.e., H®M (pM) ¢y ~ B
e HA(p®? ¢?) ~ E@). As coletividades microcanénicas dos subsistemas
define-se pelas condigoes

EW <« HY <« EW 45,  E® <H® < E® 4 §E (2.21)
As entropias de cada dos subsistemas (sendo isolados) sao dadas por

S (EW Vi, Ny) = kplnQ(EW),  So(EP, Vo, No) = kpInQu(E?)
(2.22)

Consideremos a energia E do sistema total. Agora a coletividade micro-
candnica pode ser definida pela condicao

E<EY +E® < E+2E. (2.23)

Vamos provar que no limite termodinamico (2.18), i.e.,

Nig — 00, Via — 00, = const (2.24)

Q.Z ‘K*<

se verifica

S(E,V,N) = S (EW, Vi, Ny) + So(E® Vs, Ny). (2.25)
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Considerando 6E < E dividimos o intervalo (0, E + 20 E) em intervalos de
comprimento §E. Se a energia do subsistema 1 é entre E) ¢ E1) 4 §E,
entdo a energia do subsistema 2 é entre E?) < E?) 4+ §E e nés obtemos

E/SE
AE) = S 0(ED)u(E - EVY) (2.26)
§=0

onde E](l) = jOE e usamos definicao (2.15). Portanto

E/SE
S(E,V,N)=kgln > Qu(EM)(E - BY) (2.27)
7=0

Agora consideremos o limite Ny — oo. Supomos que Ej é a energia do
subsistema 1 que maximiza:

max {Ql(E](l))QQ(E E(”)} = O1(E)%(E — By) (2.28)
Logo
Q1 (E1)Q(E — Er) <QUE) < ((5;,; 1) Q1 (E)Q(E—Ei)  (2:29)

e portanto

kB In (Ql(El)QQ(E — El)) < S(E V N

_ E
< kpln (Q(E1)Q(E — E1)) + kgln <E > (2.30)
No limite termodinamico (2.24) temos
V~N, E~N (2.31)
Q~VN~NY ImQ~NhN (2.32)
E
In <<5E + 1) ~InE~InN (2.33)

(estas relagdes ilustram-se pela férmula (2.59) em baixo). Portanto (veja
Ex. (5), p. 13)

S = thl[Ql(
= kBIH[Ql(

1)QQ(E — El)] + O(lnN)

E
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2.2.2 Temperatura e a lei zero de Termodinamica

Designamos Fy = F — E;. Uma vez que E; maximiza o ntimero de micro-
estados Q1 (E1)Q1(E2) temos

d [ (E1)Q2(Es)] g =5, =0 (2.35)
Eg9=Ey
dE1 +dFEy =0 (2.36)
Logo concluimos que
0 In Q4 (EY) 0 In Q9(Es) (2.37)
S 1(£1 = o 2( L2 .
8E1 B =F, 8E2 Ey=Fy
ou
0 0
—S1(Fy) = ——S59(E») (2.38)
0E, =g, OFE2 Fy—Fy

Definimos a temperatura absoluta

1 0S(F)
T= (6—E)N’V (2:39)
Vamos usar também
1 0lnQ(E)
pu— p— 2.4
’ kT ( OE )N,V (240

Com a definigao (2.39) a igualdade (2.38) pode ser reescrita como
T =T (2.41)

Portanto, a temperatura dum sistema isolado é o parametro que carate-
riza o estado equilibrio deste sistema. Se dois sistemas estao em equilibrio
entre si eles tém temperaturas iguais. Assim demonstramos a lei zero de
Termodinamica.
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2.2.3 A segunda lei de termodinamica

Vamos provar que qualquer alteracao de estado de equilibrio do sistema s6
pode acontecer se a entropia final é maior ou igual do que a entropia inicial.

Para um sistema isolado F e N sao constantes e s6 V pode variar-se. Mas
sem pressao exterior V' sé pode crescer (ou manter-se constante). Portanto
devemos demonstrar que a entropia é uma funcao nao decrescente do V.

Usamos a definigao

S(E,V,N) = kg InX(E, V, N) (2.42)
Mas pela definicao se Vo > Vi, entao X(E, Vo, N) > 3(FE,V;, N) e portanto
S(E,Vo,N) > S(E,Vi,N).

Agora consideremos dois sistemas com T} < T» em contacto. Para volumes
e numeros de particulas fixos obtemos a partir da definicdo da temperatura

1 . dSl 1 . dSQ . dS2

— S = =2 T2 2.43
T1 dEl T2 dEQ dEl ( )
Logo para a entropia de todo sistema S = S7 + So obtemos
dsS
— >0 2.44

Uma vez que S nao pode diminuir num processo termodinamico: dS > 0,
concluimos que neste processo dFE; > 0, i.e., o copo mais frio recebe a
energia, o que representa a segunda lei de termodinamica.

2.2.4 A primeira lei de termodinamica

Consideremos a entropia como fun¢ao da energia F (mantendo N constante,
sem indicar explicitamente como um argumento): S = S(E, V). Temos

dS(E,V) = <§Z>VdE+ <S§>Edv (2.45)

Definimos pressdo como

o=l (240

)
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e usando (2.39) podemos reescrever (2.45) como

1
dS = = (dE + PdV) (2.47)

ou

dE = TdS — PdV (2.48)

2.2.5 Termodindmica a partir do formalismo microcandénico

1. Considere um sistema isolado e determine o Hamiltoniano;

2. Considerando F < H(p,q) < E+ dF (ou H(p,q) < E) calcule Q(E),
w(E) ou X(FE), a partir das defini¢oes (2.12), (2.16), ou (2.14);

3. Calcule a entropia S(E, V) usando a férmula respetiva de (2.19);
4. Resolve S = S(E,V) em relacao a energia U(S,V) := E(S,V);

5. Calcule o resto de carateristicas termodinamicas. Por exemplo, con-
siderando U = U(S, V) podemos expressar a temperatura e a pressao
através da energia interna diretamente

oU oU
(& p=— (& 2.4
<8S)V,N’ (aV>5,N (2.49)

2.2.6 Teoria do gas ideal

Consideremos um gas de N particulas livres, que nao interatuam entre si.
O Hamiltoniano é

| XN
H=_—-% p; 2.50
o 2P (2:50)
Temos (agora g; = r;)
1
X(E) = 3]\[/ d3p1d3p2 T d3de37‘1d3T2 : ”dng (2.51)
h H<E

Definimos

p=V2mE (2.52)
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Usando que
/ dg’l"j =V
\%

5(5) = (1) et

obtemos

onde
Csn(p) = / dép1d®psy - dP’py
pi+-+py <p?

é o volume duma esfera 3N —dimensional, que é conhecida'

a3N/2

3N
NEE

Csn(p) =
Aqui I'(+) é a fun¢do gamma definida como

I'(z) :/ t#“le7tdt  (Rez >0)
0

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

Algumas propriedades desta fungdo resumem-se na Sec. 5.2. Em particular,

no limite termodinamico usando (5.7) e depois (5.10) calculamos

N N
InCsn(p) =3NInp+ 37ln7r—lnI‘ <32 + 1)

= %ln@mE) + g In7m —1In [?);VF (3N>]

2

_ 3N In(2rmE) —InT <3é\7> +O(InN)

(2.58)

T2
3N 3N 1 3N 3N
3N 4mmE 3N

2 () L2 L o
5 n< AN )—i— 5 +O(nN)

Agora usamos

S =kpln [(;)N Csn(P)

'O célculo deste valor pode ser encontrado por exemplo no livro [1].

(2.59)
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e obtemos a entropia do gas ideal

drm E\ %/ 3
Usando o Algoritmo:
3h? N 2 S
— = 1) 2.61
U(s,V) (m) e <3NkB ) , (2.61)
ou 2 U
08 )yn 3Nkp
ou 3
Cy = () = —Nkp; (2.63)
or)yy 2
ou 2U  kgNT
P=—|— =—-== 2.64
<8V> sy 3V v ( )
Assim obtemos a relacao (para um gés ideal)
3
U= §PV (2.65)
bem como a equagdo de estado do gds ideal
PV =kpNT (2.66)

2.2.7 Paradoxo do Gibbs e contagem correta do Boltzmann

Reescrevemos a entropia dum gas ideal na forma

S = kN In (Vu®’2) + Nso, (2.67)
onde
3 3kp 4mm

(o significado de u como a emergia média por uma particula esclarecemos
mais tarde depois de demonstrar o teorema de equiparticao na Secgao 2.8,
veja (2.198)).
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Consideremos dois recipientes com gases com Ni, Vi e Ny e Vo, mas com
a mesma temperatura T e a mesma densidade, separados por uma parede.
Entropias dos gases nos recipientes sao

S1 =kgNiln <V1u3/2) + Nisg, S9=kgNsln (V2u3/2> + Nasg (269)

Vamos tirar a parede que separa os gases e deixamos os gases de se misturar.
A temperatura ndo muda, enquanto a entropia é dada por (2.67) com N =
Ni+NoyeV=V+V,.

Calculamos a variagao de entropia

v %
AS =S — (51 + 52) =kgpNiIn— +kpNoln— >0 (2.70)
%1 %)
Isto é o resultado esperado para dois gases diferentes, mas é contraditério
para os gases nos volumes Vi e V5 iguais, porque significa que a entropia
final depende do ”historico” do gés, e portanto nao pode ser atribuida a um
estado.

A resolugao deste paradoxo foi encontrada (empiricamente) pelo Gibbs, e
conste na redefinicao da contagem de microestados:

dpdVq dVpdVgq
RN NI

(2.71)

Esta modificagdo de contagem de estados (em caso de particulas indis-
cerniveis) refere-se como contagem correta do Boltzmann. Portanto, com
contagem correta do Boltzmann devemos modificar as definigoes:

Q w by
Usando a férmula de Stirling,
N~ NInN — N (2.73)
obtemos a entropia do gas ideal na forma (ver Ex. 2, p. 49)
Vv 3 5 4mm
S=kgNIn(—u¥?) + kpN (> +In— 2.74
B H(N“ Tt \5 T g (2.74)

que é conhecida como equagao de Sackur-Tetrode.
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2.3 Formalismo canonico

2.3.1 Coletividade candnica

Consideremos um sistema isolado (descrito pelo formalismo microcanénico)
que consiste de dois subsistemas de tamanhos essencialmente diferentes:

NI < Ny, VigVs FEi<KE, (2.75)

Analisamos o numero de microestados do sistema definidos dentro do for-
malismo microcandnico, i.e., com energias

E < E|+Ey, < E+20E (2.76)

A probabilidade de subsistema 1 se encontrar no volume de fase dpdg(®) in-
dependentemente do estado do subsistema 2 é proporcional a dp)dgN Ty ( Es)
onde I'2(E3) é o volume do espago de fase do subsistema 2. Por isso

p(pW, V) & To(E — Ey) o Qo(E — Ey) (2.77)

é a funcdo de densidade do subsistema 1. Usando o desenvolvimento em
série de Taylor (2.75) calculamos

0S5y (FE
kplnQo(E — Ey) = SH(E — Ey) = Sy(E) — <2(2)> Ei+--
0FEs By—E
E
~ So(E) — ?1 (2.78)
onde T é a temperatura do sistema. Portanto
Qo (E — Ey) ~ 52(E)/kp g=E1/(kpT) (2.79)

O primeiro termo nesta férmula, e52(E)/k5 nzo depende de carateristicas

do subsistema 1, enquanto o no segundo termo podemos substituir £; por
Hl(p(l),q(l)). Agora, considerando a funcao densidade nao normalizada
podemos definir

p(p,q) = e~ H:0)/(ksT) (2.80)

onde nés deixamos escrever fndice (1) considerando (p™),¢M) = (p,q). A
coletividade descrita pela fungao de densidade (2.80) chama-se a coletividade
canonica dum sistema com o numero de particulas fixo e em contacto com
um reservatorio térmico com a temperatura 7.
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2.3.2 Termodinamica a partir do formalismo candnico
Definimos a funcdo de particdo

1

onde o integral se calcula sobre todo espaco de fase do sistema.

A energia interna

[ dpdgH (p, q)e=PH@0)

U= (H) T dpdge—a) (2.82)
calcula-se diretamente a partir da funcao de particao:
U= _9 InZ (2.83)
= 86 N .
A energia livre de Helmholtz foi definida (no formalismo microcanénico)
como
oF
F=U-TS=(H)-TS=(H)+T (% (2.84)
or )y,
onde usamos que
oF
S=—\| -5 2.85
(o), 259
Portanto
oF
H)=F-T| =— 2.86
() (57). (2.56)

Agora vamos definir a energia livre de Helmholtz no formalismo candnico
através da relacgao

Zn(V,T) = e PFVT) (2.87)

Podemos verificar que F' é uma grandeza extensiva: se um sistema consiste
de dois subsistemas, no limite termodinamico temos

N = ZN1ZN27 N = N1+ N (288)
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e portanto

F(V?T):Fl(vlaT)+F2(V27T)> V=V+W

29

(2.89)

Provamos, que a defini¢ao (2.87) é consistente com a definigao F = U —T'S
que vem de (1.6) no ambito do formalismo microcandnico. Para isso usamos

que de (2.87) e (2.81) vem

/ SIEVID-Hpg) e
N3N

Calculamos a derivada desta equagao com relagao a (:

0= 9 / GBIV -H(p.g) PG
o3 N3N

oF dpd
_ | BIF-Hp) | _ o Paq
/6 [F H(p,q)+5<aﬁ>v] N3N

Tendo em conta a relagao

0 0
b5~ Tor
a partir de (2.91) concluimos que
OF

o que coincide com (2.86).

Algoritmo (formalismo candnico)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

1. Considere um sistema fechado e determine o Hamiltoniano H (p, q);

2. Calcule a fungao de partigdo Zn(V,T) calculando integrais pelo todo

espago de fase acessivel ao sistema;

3. Calcule a energia livre de Helmholtz F'(V,T) usando (2.87);

4. Calcule o resto de carateristicas termodinamicas. Por exemplo,

oF oF
P=- <av>T,N’ 5=- (azr)m

G=F+PV
U= (H)=F+TS.
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2.4 Densidade de estados

Consideremos um sistema de N particulas. A partir de definigao (2.12)

_0X(E) 0 dpdyq
“E) =58 = 8E J,y_p VNI

0 dpdq / o )
= — —_ dE'0(H - F
O fopes

0 E dpdq
_ 9 [ aE PY s H(p.q) — E
8E/0 d / pan 0 (P ) = )
el

- [ e - B) (2.97)

todo espago
de fase

Por outro lado, podemos reescrever a funcao de particao (2.81) diretamente
através da densidade de estados:

_ Ny dpdg
ZNV,T) = / e ,BH(p,q,N)N!th

todo espago
de fase

E / dpdq
todo espago
de fase
E ’
= / dEe PE w(E") (2.98)
0

Aqui especificamos que o Hamlitoniano é de um sistema de N particulas.
Resumindo

Zn(V,T) = /0 ) dE'e PP w(E') (2.99)

Consideremos o caso de particulas que nao interatuam entre si, i.e.
H(p,q,N) = Hi(p1,7m1) + Hi(p2,72) + - + Hi(pNn,TN) (2.100)

Aqui o indice "1”em Hi(pj,r;) (j =1,...,N) significa que o Hamiltoniano
¢ de uma particula sé, enquanto p; = (pjz, Pjy,Pjz) € Tj = (4,5, 2;) sao
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o momento linear e o vetor de posicao da particula j no espago 3D. Neste
caso podemos representar a funcao de particdo na forma

ZN(V,T) = 1/eﬁ[H1(p1,r1)+---+H1(PN,7‘N)]dpldrl e dpndry (2.101)

N! h? h3
ou
3N
ZIN(V,T) = NI (2.102)
onde nés introduzimos a funcao de particdo de uma particula 3 = Z1(V, T):
_ dpdr
3(V.T) = /e AL () e (2.103)

onde a integracao faz-se pelo todo espago de fase admissivel para uma
particula. 3(V,T) ainda pode ser escrita como

= Ee_ﬁg/w e')de' )
3(V,T) /0 (e")d (2.104)
onde

w(e) —/5(H1(p,r)—s)dzgh (2.105)

é a densidade de estados de uma particula.

Como exemplo, consideremos um gés ideal no volume V. Para cada particula
deste gas:

p2

Hi(p,r) = o

p? p2dpdQdr
wEl=Jol\on =) T
(usamos /dQ =4r e / dr = V>
1%

4V [ [ p? 9
= — o —— d
i J, 2 (e

(mudanga de variavel p = v/ 2m1/)
) 2m)3/2 [
- 7rV(m)/ S(v—e) 24y
h3 0
13
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2.5 Flutuacoes de energia

Para demonstrar a equivaléncia dos formalismos candnico e microcandénico
consideremos flutuagoes de energia. Partimos da igualdade

_ dpd
1w = gl mea o (2.106)

Calculamos a derivada com relacao a (:

oU OF\ dpd
ov _meAF-Hea) (p_ paq
55" (U - H)e ( H T8T> Ny =0 (2107)

Usando (2.93) podemos reescrever esta equagao como

gg +{(U-H)* =0 (2.108)
Portanto
(H?) —(H)? = —gg = kpT® <gg>v (2.109)
Finalmente temos
(H?) — (H)? = kgT*Cy (2.110)
No limite termodinamico
(H) x N, Cy x N (2.111)

como se segue do teorema de equiparticao e portanto

~ (2.112)

Neste sentido os formalismos candnico e microcandnico sao equivalentes.

2.6 Formalismo grande canénico

2.6.1 Coletividade grande candnica

Designamos por p(p,q, N) a funcao de densidade no espago de fase dum
sistema com N particulas. Consideremos dois subsistemas (1 e 2) dum



2.6. FORMALISMO GRANDE CANONICO 33

sistema fechado a temperatura 7. Suponhamos que

VisWV=V-WV N1 < Ng =N — N;

e designamos os momentos lineares e as coordenadas respetivamente (p(l), q(l))
e (p(2), q(2)). Importante: os dois subsistemas de ponto de vista microscépico
sao idénticos, o que permite escrever o Hamiltoniano na forma

H(p,q;N) = HpW,qV; Ny) + H(p®, ¢?; Ny) (2.113)

onde

(p.a) = (P, p®, ¢, ¢®) (2.114)

determina o espaco de fase do sistema inteiro. Por exemplo, considerando
um gas temos

2m

N1 (pgl))Q Ny N1
HE® g M) = 3524 3 0 () + 3 0 (1 o)
j=1 j=1

Gk=1
i>k
N2 <p§2))2 No N2

H(p?,¢?; Ny) = o + ZUl (T](-Q)) + Z Us (|7°](-2) - T1g2)|)
Jj=1 j=1 j],};:k1

onde nés s6 incluimos interagoes entre duas particula, mas podemos gene-

. : . : ~ . 1 1 1 1
ralizar incluindo interagoes de trés, Us (|’r]( ) _ ’r,(C )|, |7°]( ) _ rl( )
particulas. Entretanto, nés desprezamos a energia de interagoes mecanicas

entre os subsistemas que acontece através de fronteira entre elas (para in-

|), ou mais

cluir esta energia em considera deviamos acrescentar Us (|r](-l) — 7',232)\) no
Hamiltoniano (2.113).
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Consideremos a funcao de particao de todo o sistema:

N3N

o ([ o o) ( o
NN dg+ [ dqi)--- /dQN+/ dgn | e” 7P
NN\ Jy, Vo Vi Vo

d d d d
N'h3N / P1 /V1 q1- / pN/V1 aN

ZIN(V,T) =

N' termo
(/dpl/ dgi - - /de 1/ dgn— 1>/de/ dgn +
Vi Vi Va
m =N termos
+/dp1/ dql/de/ qu efﬂH(p:Q)
V2 V2
0]!\],\!,121 termo

T (2) ,—BIH M VN1 +H(pP) ¢ ;Ny))
N'h3N Z NI'N2 / /dF e P ¢ Ny p'?,q ;N2

(1) o(1).
_ Z / dr(l)e /BH p »q Nl // ﬂH(p(Z),q(2>;N2)
ot Vi Nl 'h3Nl N2 | h3N2

(2.115)

Recorda-se que

ar® = gpWae®  gr® — gp® g,@ (2.116)

A probabilidade relativa. de que hd N; particulas no volume Vi com co-
ordenadas no espaco de fase entre (p(t), ¢M) e (p™M + dp(M), ¢V 4 dg(M) é
proporcional ao integrand de [] fV1 dr s ~, ha equagcdo (2.115). Definimos
a densidade de probabilidade

—BH((pW g1 Ny)
oW, g, Ny) = 1 e PR AN // o~ BH(P®) ¢®);N2)
ZN(V T) N1'h3N1 NQ'h3N2

 Zny(Va,T) e —BH (pM) ,q(M;N7)
- Zn(V,T) Ny !h3N1

(2.117)
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Verificamos que p(p(l), ¢, N,) satisfaz a condigdo de normalizagao

N
5 /dp(l)/ g p(p™, ¢V, Ny) = 1 (2.118)
N1=0 Vi

Usando (2.87) obtemos

Zn,(Va, T) _ _BIF(V =V T,N—N1)—F(V,T,N)]
22 t) , T, 2.11
Zn(V,T) ‘ (2.119)

Para N < N e V1 < V desenvolvemos em série de Taylor

— F(V,T,N)
~V1P — uN; (2.120)

onde P a pressao dada por (2.94) e nés introduzimos a grandeza

= (‘W) ; (2.121)

que se chama-se o potencial quimico. Também usa-se atividade’:
f=er (2.122)

Finalmente obtemos a densidade de probabilidade da coletividade grande
canonica

fN
o~ BPV—BH(p,a;N) (2.123)

onde omitimos o indice ”1”. Agora o banho térmico determina T, P, e o
potencial quimico u.

2 Fugacity em Inglés
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2.6.2 Termodinamica a partir do formalismo grande canénico

Definimos a func¢do de parti¢ao grande candnica (também grande funcao de
partigao)

Z(LV,T) = i N2y, T) (2.124)
N=0

A partir de normalizagao (2.118)

o N
1= /dp/dq S ~BPV-BH(paN) (2.125)

3N
= N'h
obtemos
SV =" fNZn(V,T) = 2(1,V,T) (2.126)
N=0
Logo
PV =kpTh Z(f,V,T) (2.127)

0 que pode ser visto como uma equagao que permite calcular a pressao
através da funcao de particdo grande candnica.

Por outro lado para o nimero de particulas médio obtemos
SR N Z(VT)
> N0 NZN(V,T)

ou considerando (N) como uma varidvel termodinamica (i.e. usando (N) —
N) temos

(N) (2.128)

N = f(%an(f,V,T) (2.129)

As equagoes (2.127) e (2.129) podem ser vistos como as equagoes de es-
tado dum sistema termodinamico. Se excluir a atividade f destas equacoes,
obtemos uma relagao entre as varidveis termodinamicas P, V e N.

Agora para a energia interna podemos obter a férmula (compare com (2.83))

U(f,V,T) = — <885 InZ(f,V, T))fv (2.130)
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Para isso usando (2.123) e (2.127) calculamos:

N =
M8

dpd
U=(t) = 331" [ Ny ey

N3N

Il
o

Il

|
W=
NE

N < 9 dpdq eBH(p,q,N))

95 | N3N .

=2
Il
=)

dpdq_ _pri(pq.N)
Nh3N

~—
=N
(]
~
=
—

f?v

(2.131)

Il
|
— W=
S
Q‘QJ
5
\\}
S— |l
-
<

Logo, a capacidade calorifica calcula-se como

oU
= — 2.132
Cv <6T>V,N (2.132)

Tendo em conta que também (veja (1.61))

0S
=T\ == 2.1
cv = ( 6T>V (2.133)

obtemos a entropia na forma dum integral
C T’
S = / KAL) o (2.134)

Finalmente podemos obter a energia livre de Helmholtz como F = U —T'S.

Algoritmo (formalismo grande candénico)

1. Considere um sistema descrito pelo Hamiltoniano H (p, q);
2. Calcule a funcao de parti¢ao grande canénica Z(f,V,T);
3. Escreva e resolva as equagoes de estado (2.127) e (2.129).

4. A energia livre de Helmholtz calcula-se usando o caminho descrito (ou
usando a aproximacao (2.165) que deduzimos em baixo)
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2.6.3 Potencial quimico

Recordamos a definigdo do potencial quimico (2.121)

o= <8F<];]’VV’ T)>V7T (2.135)

e consideremos o diferencial da energia livre de Helmholtz:
dF = —PdV — SdI' 4+ udN (2.136)

Ua vez que as transformagoes de Legendre nao envolvem o numero de
particulas N, temos

dU = —PdV + TdS + pdN (2.137)
dG = VAP — SdT + pdN (2.138)
dH = TdS + VdP + udN (2.139)
e
oF oG oU OH
— ([ 2= Y - [ == = == 2.14
g <6N>V,T (aN)p,T <8N)V,s <0N>s,p (2.140)

Esta formula representa um caso particular da regra de pequenas variagoes:

(5F)v,T,N = (5G)P,T,N = (5U)V,S,N = (5H)S,P,N (2.141)

O facto de que G(N, P,T) é uma grandeza extensiva implica a forma G =
Ng(P,T) onde g é uma funcao de P e de T, e portanto

oG
= <8N>P,T =g(P,T) (2.142)
G=NuPT). (2.143)

Portanto o potencial quimico pode ser interpretado como a energia livre de
Gibbs por uma molécula.



2.6. FORMALISMO GRANDE CANONICO 39
O potencial quimico dum gas ideal

Como exemplo calculamos o potencial quimico dum gés ideal.
N

1 p?
ZN:N!h?)N/dpdqexp _5, 1%
= W </ d3p1d37‘165p%/(2m)> . </ d3de3,,,N€ﬁp?\,/(2m)>
! 3 od3 e PP/ (2m N (mNvN ©  aiemy.2 g )
:W(/dpdreﬂp/( )) = N i e~ PP/ 2m) 2 g,
_ ANV m P e s N
T NN\ B ; pdp

N
vy (4TF)N 3N/2 /2
= N1 @)y GmksT) T

1 v\Y
NI

onde nés introduzimos o comprimento de onda térmico

| 2mh?
A= 2.144
mkpT ( )

Usando aproximacao de Stirling calculamos a energia livre de Helmholtz:

In (;)N - ln(N!)]

— ko [N ({3 ) = N+ ]

F = —kBTanN = —kBT

A3

= —kgTN [m (;AS) + 1] (2.145)

Logo
OF A3
= —_—= — _ —_— [— 1 —
% ON kBT|: ln(v) :| kBT
)\3
= kpTIn () = kpTIn (\°n) (2.146)
v

onde n = 1/v = N/V é a densidade do gés.
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2.6.4 Flutuacgoes de niimero de particulas

Vamos calcular a flutuagao quadratica média de ntimero de particulas.

ZN NZy(V,T) aaszfNZN

(N?) = =0 =
ZfNZN V,T) > 12y
=0
)
_ 3ZNfNZN+fafoNZN SINfNZy
TSI 2 (Y P zw) (X 2)
2
faffafflnz(f,V,T)Jr(N) (2.147)
Portanto
2
(N?) —(N)? faffafflnz(f,v,T) (2.148)
Uma vez que
1
= Blnf (2.149)

calculamos (a temperatura constante)

o oud 10

— e 29 2.150
or ~1oran = Hon (2150
Usando férmulas (2.148) e (2.127) obtemos
62
(N%) — (N)? = k312 (2 In z) (2.151)
7z V,T
°pP
= kpTV (8 2> (2.152)
v, r

Para perceber o significado fisico desta expressao, tomamos em conta que
o volume V = vN é uma grandeza extensiva e por isso podemos definir a
funcao (v, T) tal que

F(N,V,T) = No(v,T) (2.153)
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Portanto, temos para pressao

Vamos omitir o argumento 7" admitindo que nas contas a seguir a tempe-
ratura é fixa. Alem disso, uma vez que ¢(v,T) é uma fungao de s6 duas
varidveis, omitimos também o sub-indice T'. Para o potencial quimico obte-
mos

_ [OF(N,V,T) B -
b= ( i )VT o) ~ v 28 (2.155)
15) %p(v oP
B = ‘“52(2) =% (2.156)

Também, usando as propriedades de Jacobianos (1.56) calculamos

(lu o

ov )

O?P 1 v 1 1

oYy o+ L 2.1

(éw?)T op v [P (2.158)
ov ) p

(na ultima igualdade usamos (2.156)). A compressibilidade isotérmica define-
se como

oP
<gz;>T B <8v>T 1 (2.157)

1 /0V
Kr=——= == 2.159
=7 ()., (2159
e portanto pode ser reescrita como
1/ 0v
Kr=—|=— 2.1
r v <8P>T (2.160)

onde nds usamos que devido a (2.154) o P e portanto K sao fungoes de v
eT.

Com esta defini¢ao temos

(N?) —(N)? = k;BTngKT = kﬂ(N)% (2.161)
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e portanto

\/<N22]\7>§N>2 x \/gVT> (2.162)

A probabilidade de sistema ter N particulas é proporcional a
NZN(V,T) = PN-FINV.T)] (2.163)

Uma vez que as flutuagoes relativas de nimero de particulas tendem para
zero quando (N) — oo, a expressao (2.163) como fungdo do N tem um
maximo agudo no ponto onde N = (N) e por isso

2~ [N Z (V,T) = fN e AFUNVT) (2.164)

Finalmente, renomeando a variavel termodinamica (N) por N, obtemos a
expressao da energia livre de Helmholtz diretamente através da fungao de
particao grande candnica:

F(N,V,T) ~ kgTNn f — kgTn Z(f,V,T). (2.165)

2.7 Distribuicoes

A probabilidade de encontrar um gas no volume de espaco de fase dpdq pode
ser escrita como:

dw = Ae PHPD dpdq (2.166)

onde A é a constante de normalizacao:

/ dw=1 = A= / e PHPD dpdyg (2.167)
todo espago todo espago
de fase de fase
Considerando
N p2
H(p.q) =) 55 +Un(ri,....7n) (2.168)

i=1
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podemos descrever (2.166) na forma dum produto
dw = dwpdw, (2.169)

onde

N 2
dw, = Apexp (—ﬂz ;j%) dp; ...dpn, /dwp =1 (2.170)
i=1

descreve a probabilidade de encontrar o sistema com momentos lineares
entre p e p + dp independentemente das coordenadas, e

dwg = Agexp (—BUN(r1,...,7N))dg: ... dgn, /dwq =1 (2.171)

descreve a probabilidade de encontrar o sistema com coordenadas entre q e
q + dq independentemente dos momentos lineares.

2.7.1 Distribuicao de Maxwell

A formula (2.170) admite a fatorizacao

dw, = dwp, dwp, - - - dwp, (2.172)
onde
1 P +py + 02
dw, = ————~ —2 Y "2 ) dp.dp,dp. 2.173
Wp = kT eXp< kT pxdpydp (2.173)

Esta probabilidade reescrita em termos de velocidades v = p/m chama-se a
distribuicao de Mazwell:

3/2 2 2 2
3 m m(vy + v, + v3)
dwv = (W) exp <— 2]€BT > dvxdvydvz (2174)

Para outras formas da distribuicao de Maxwell veja Ex. 19, p. 54.
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2.7.2 Distribuicao de Boltzmann

Distribuicao de particulas no espago, independentemente das velocidades
delas, dw, também admite factorizacao, se nés desprezamos interagoes entre
particulas e representamos

Un(ri,...,rn)=U(r)+U(rs) +---+ U(rn) (2.175)
onde U(rj) é a energia potencial da particula j. Agora temos
dwg = dwy, - - - dwy, (2.176)
onde
dw, = Ape VT gy gV = dedydz (2.177)

¢é a probabilidade de encontrar uma particula no volume dV com localizagao
r. Para um gds com N moléculas idénticas no volume dV encontram-se

AN, = nge” UM/ (ksT) gy (2.178)

moléculas, onde ng é a densidade de moléculas no ponto em que U(r) = 0.
Portanto a distribuigcao de moléculas no espaco caracteriza-se pela densidade

n(r) = nge V) (kET) (2.179)

Isto é a formula de Boltzmann.

Como exemplo, consideremos o ar, que vamos considerar como um gas ideal
no campo gravitico. A energia potencial se uma molécula com a massa m
no campo gravitico é

U(r) = mgz (2.180)

onde z é a altura encima da superficie da Terra. A partir de (2.179) obtemos
a

n(z) = nge"m9*/(keT) (2.181)

onde ng ¢ a densidade do ar na superficie da Terra (i.e., no nivel z = 0).



2.8. TEOREMA DE EQUIPARTICAO GENERALIZADO 45

2.8 Teorema de equiparticao generalizado

2.8.1 Consideracao geral

Recordamos que as coordenadas generalizadas e os momentos generalizados
num Hamiltoniano sdo consideradas como variaveis independentes. Portanto
9qi 94 94 Oqg;

Y L _ % 2.182
dqj 7 9¢; 7 dq; 9 (2152

onde d;; é o simbolo de Kronecker.
Vamos usar &; para p; e g;:

{{17627 ce 7§na§n+17 ce 75271} = {QLQ% <oy qnyP1y - - - 7pn} (2183)

ie, & =gq;paraj=1.nef =pj_, para j = n+1..2n, onde n é o nimero
de graus de liberdade e

dl' = d&1d€s - - - d€§;—1d&;dEiy1 - - - d€on.

Calculamos

1 OH
(5 9%, e - T'(E) /E<H<E+5E5 g, P

OF 0 ¢
( )8E H<E Jafz

dpdq (2.184)

Célculo detalhado do integral
0H / J(H — E)
L = i—dl' = j———dI’ 2.185
’ /H<E éj agi H<E 5] 8& ( )

- H(Elag% "'75727 "'7£2n)

Uma vez que

pOdemOS escrever
H—-F
I = / - / d1dEs - ;s -+ dEa / d@@(g) (2.186)
gie I3 1

onde X; é o dominio definido pela condicao seguinte: para (&1, ..&—1&i+1, -, E2n)
dados, & € X; se H < E, ou por outras palavras as fronteiras do dominio X,
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que designamos por 0.X; determinam-se pela solucao da equacao H — E =0
i.e.

fi S 8XZ se H(fl,fg, ...,fi, ...,fgn) —F=0 (2.187)

em relacao ao §. Logo podemos calcular o ultimo integral em (2.186) por
partes:

O(H—E
/&EXZ' éj(agl)dfz = fj [H(fl, ~--7§N) - E]£¢€8X¢
¢,
- /&Xi(H —E) agj d¢; (2.188)

O primeiro termo do lado direito desta férmula da zero devido (2.187), e

€.
tendo em conta que i = 0;j, obtemos que

9&;
I; = —5ij/"'/df1d§2 ceed1dEipr - dEN /&Xi(H — E)d¢;
= —0ij (H — E)dT (2.189)
H<E

Agora usamos que

0E_0E 11 (2.150)
T(E)/h" ~ QE)  w(E) 0%(E)/0E '

(veja definigbes (2.12), (2.17), and (2.16)) e calculamos

OH (Sl'j 0 dpdq 51']‘ / dpdq
) = — ——(E—-H)=
<59 a§i> w(E)OE Jg.p h™ ( ) w(E) Jg<p h"

_ S(E) =46 _ZB) 5 [alogE(E)]l

w(E) Y 9x(E)/OE OF
kp
=0 2.191
10S/0F ( )
Finalmente obtemos o teorema de equiparticao generalizado
0H
<.gj87§i> = §ijkpT (2.192)
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Em particular:

<%ng> = kpT (2.193)
<pigg> = kT (2.194)

Teorema do virial

Agora consideremos um gés de N particulas, i.e., n = 3N e tomamos em
oOH

dq;

conta que = —p;:

<iri pz> = —3NkpT (2.195)
=1

Isto é o teorema do virial.

2.8.2 Dois exemplos. Um paradoxo da estatistica classica

Para um gas de N particulas livres temos H = Z
as equagoes de Hamilton (1.38) calculamos

ol N N p?
Zp] ZPJ T = ij-vjzz:pj-ﬁ:ZZﬁ:zH
J=1 j=1

112m

j=1

(2.196)

Por outro lado

OH 2 2 4 p2 4 p?
<p] : > . <p]> _ <ppy P2\~ skpr (2.197)
D, m m
Logo
3N

(H) = —kBT (2.198)

Assim podemos associar a energia %kBT a cada grau de liberdade.
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Como um outro exemplo consideremos uma cadeia de n osciladores lineares
uni-dimensionais

H= Z < I 3) = Ecin + Epot (2.199)

Por analogia com (2.196) calculamos

sz oy, ~ 2Een (2.200)
ii =2F o 2.201
;CE axz pot ( 0 )

“~( O0H 0H
> <pia + l’iam> —2H (2.202)

i—1 Pi i

Logo calculamos
n

<Ecin> - <Ep0t> — §kBT (2203)
(H) = nkgT (2.204)

Assim podemos generalizar que se um sistema tem v parametros que modem
ser excitados, como momentos lineares, coordenadas, angulos de rotacao,
etc., que podemos chamar graus de liberdade termodinamicos (no caso do
exemplo anterior v = 2n) entao

U= ngT (2.205)
e portanto para a capacidade calorifica a volume constante obtemos
v
Cy = 51{3 (2.206)

Este resultado leva-nés a um paradoxo. Na mecénica classica cada particula
é um ponto material. Se admitimos, que cada elemento constituinte dum
sistema macroscépico € divisivel em elementos menores, entao para chegar
a pontos materiais como elementos constituintes precisamos de aumentar o
umero de graus de liberdade termodinamicos ate infinito (pelas sucessivas
divisoes): v — co. Assim deviamos concluir que a capacidade calorifica dum
sistema macroscépico ¢é infinita: Cyy — oco. Este paradoxo resolve-se sé na
estatistica quantica.
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2.9 Exercicios

1. Demonstrar que no limite termodindmico as definigoes
S=kplhQ(E), S=kphw(E), e S=kplhX(E) (2.207)
sao equivalentes.

2. Obter a férmula para a entropia dum gas ideal com contagem correta
do Boltzmann:

1% 3 5 4m, 3
= Nkgln [ —u??2) + SN Z4ln——o = 2kT. (2.2
S an<Nu >+2 k3<3+n3h2>, u 2k (2.208)

Demonstrar que o paradoxo de Gibbs nao existe neste caso.

3. [1] Um gés ideal é dividido entre dois compartimentos dum recipiente
com N moléculas em cada compartimento a mesma temperatura 7.
Entretanto as pressoes sao diferentes: P; e P». A separagdo entre os
compartimentos retira-se permitindo a mistura dos gases inicialmente
separados. Calcular a variacao de entropia.

4. Considere um sistema composto por um ntmero muito grande, N, de
atomos localizados (discerniveis) e independentes, cada um dos quais
possui apenas dois niveis (nado degenerados) de energia: 0 e € > 0. Seja
E/N, a energia média por dtomo, no limite N — oo.

(a) Qual é o valor maximo possivel para E/N?
(b) No caso de equilibrio termodinamico, calcule a entropia por atomo,
S/N, como funcao de, e = E/N. Simplifique a resposta usando
a aproximacao de Stirling.
(c) Demonstre a relagao
eN
EF=——
1+ ePe

(d) Qual é o valor para E/N no limite T — oo (T > 0)?

(2.209)

5. Considere uma cadeia de osciladores classicos unidimensionais e dis-
cerniveis a temperatura T'. Cada oscilador descreve-se pelo Hamilto-
niano Hy(p,z) = p?/2m + V(). Mostre que a funcdo de particdo do
sistema destes osciladores é dada por (compare com (2.102))

Zn =3V (2.210)
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3= i/: exp (— Zg) da (2.211)

onde

e o valor do comprimento de onda térmico A deve ser calculado; com-
pare este valor com (2.144).

. [2] As moléculas numa centrifuga giram em torno do eixo com a veloci-

dade angular constante w. As moléculas estao em repouso em sistema
de coordenadas giratéria, mas estdo afetos pela forca centrifuga mw?r,
onde r ¢ a distancia do eixo. Isto é equivalente a um potencial efetivo
U(r) = —%mw2r2. Dois gases rarefeitos de moléculas com massas m;
e mg encontram-se nesta centrifuga. Obter a dependéncia de nj/ngy

do r.

. Considere a equagao de Helmholtz,

V2p(r) + K2p(r) =0 (2.212)

cujas solucoes representam ondas estacionarias ou ondas progressivas,
consoante as condicOes de fronteira; considere ondas descritas pela
equacao anterior, numa caixa cubica de aresta L.

(a) Determine as solugoes da equagao de Helmholtz, para condigoes

de fronteira, ¢(r) =0.

fronteira

(b) Calcule o nimero de modos normais de ondas estacionarias, f(k)dk,
para os quais k € [k, k + dk| (recorda-se que k = |k|).

(c) Verifique que, f(k)dk = dX(k), onde X(k) é o nimero de modos

com vetores de onda inferiores a k.

(d) Calcule o niimero de modos normais, com frequéncia angular, w,
compreendida entre w e w + dw, F'(w)dw. Considera-se que a lei
de dispersao é w = kc.

(e) Determine as solugoes da equacao de Helmholtz, com condigoes
de fronteira periddicas

o(x+ Ly, 2) = ¢p(x,y + L,2) = p(2,y, 2 + L) = ¢(,y,2).

(f) Mostre que, para ondas progressivas, a densidade de estados é a
mesma que para ondas estaciondrias.

(g) Calcule o nimero de modos normais, com k entre k e k+dk, i.e.,
g(k)d>k.
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EXERCICIOS 51

. Considere um géas ideal classico nao relativista (a energia dum atomo

2
é dada por € = p—) e ultra-relativista (a energia dum dtomo é dada

por € = ¢p), em uma (d = 1), duas (d = 2) e trés (d = 3) dimensoes.

(a) Demonstre que a densidade de estados duma particula e dada pela
férmula w(e) = AVe® com as constantes A e s que dependem do
tipo do gés e da dimensao do espaco d. Calcule A e s na forma
explicita.

(b) Demonstre que a energia e a equacao de estado dum gas deste
tipo sao dadas respetivamente por

U=(s+1)NkT e PV = NkT. (2.213)

. [2] Neutrinos sao particulas cuja lei de dispersao é dada por €(p) = cp

onde ¢ é a velocidade de luz. Considere N neutrinos num volume V'
a temperatura T suficientemente alta para que o sistema possa ser
tratado como um gés cldssico.

(a) Encontre a capacidade calorifica Cy do sistema
(b) Encontre a pressao do sistema em termos da energia interna U e

em termos de temperatura 7.

Teoria cldssica de paramagnetismo: Considere N atomos cada dos
quais tem o momento magnético intrinseco p; (j é o niimero de dtomo)
com |p;| = p.> O Hamiltoniano na presenca do campo magnético
externo B = (0,0, B) é dado por

N
Hy = Ho(p,q) — uB Z oS (2.214)
j=1

onde Ho(p,q) é o Hamiltoniano do sistema na auséncia do campo
magnético e a;j € o angulo entre a inducao magnética B e o momento
magnético pj. Mostre que

(a) A magnetizacao induzida, que se defina pela férmula

OF
M = (0,0,M), M=— <> (2.215)
0B ) 1y n

3

Nao confundir com o potencial quimico
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(veja a regra de pequenas variagoes (2.141)), é

M = NuL (g;) ., L(6) = cothf — % (2.216)

uB

kpT’

(b) Num meio magnético existe relacio B = uo(H + M) onde py =
47 x 107" H/m é a permeabilidade magnética do vacuo (usa-ze o
sistema SI) e H é o vetor do campo magnético. Se a magnetizagao
é fraca, podemos usar aproximacao do vacuo B ~ ugH. A susce-

L(0) chama-se a fungao de Langevin e 6 =

oM
tibilidade magnética determina-se como y = <8H> . Demons-
T
tre que
2
pop~N (1 1 )
= — - 2.217
X= TkgT <92 sinh2 0 (2.217)

(c) A temperaturas suficientemente altas y = CT ! (a lei do Curie)
onde C = Nuopu?/(3kp) (a constante do Curie).

11. Demonstre que para um oscilador anarménico, caracterizado pela ener-
gia potencial

1
V(z) = ga;vQ + ba? + cat (2.218)

onde a, b e ¢ > 0, na aproximacgao
ba? + caxt < ax? (2.219)

(a) se tem 3 = AkpT + B(kpT)? onde constantes A e B devem ser
expressas em termos de a, b e c. Explique a aproximacao feita de
ponto de vista fisico. Discuta a possibilidade de aplicacao deste
resultado ao case de ¢ < 0.

(b) Mostre que a energia interna aproximadamente é dada por
3c
2

U=N (kT — (kBT)2> (2.220)

a
e calcule a capacidade calorifica.

(c) Determine as temperaturas para quais a aproximacao (2.219) é
valida. Justifique a resposta.

12. [1] Considere um gés ideal.
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(a) Prove a relacao para os valores de calor especifico cp — ¢y = kp

(b) Calcule o trabalho feito sobre o gds num processo isotérmico em
que o volume muda de V; (no inicio do processo) para Va2 (no final
do processo)

13. Mostre, usando a distribuicao grande canénica que

kpT? <a;;z> . (H) — 1u(N) (2.221)

e subsequentemente

kpT? <8<N>

3T>“,v = (NH) — (N)(H) = p ((N*) = (N)?) . (2222)

14. Por analogia com o exercicio 13, mostre, usando a distribuigao grande
canénica, que

kpT? <3<H>

8T>uv = ((H?) — (H)?*) + p ((H)(N) — (HN)) (2.223)

15. O potencial quimico p pode ser considerado como uma variavel inde-
pendente (em vez de numero de particulas N). Para isso na termo-
dindmica introduz-se potencial €2 que é a transformada de Legendre
de U(S,V, N) nas variaveis S e N (ver Sec. 5.6), i.e.

Q=U-TS - uN (2.224)

(a) Prove que dQ2 = —SdT — PdV — Ndy;

(b) Prove que 2 = —PV (logo podemos concluir que Q = —kgT'In Z,
tendo em conta a relagdo (2.127) que se prove na Sec. 2.6.1).

(c) Prove que, para um gas ideal a compressibilidade isotérmica de-

finida em (2.159) é dada por, K% = Nl::/BT'
(d) Mostre que, (N°) —(N)* = —kpT | — .
e ) ry

[Sugestéo: use o formalismo grande canénico.]

(e) Use os resultados das alineas (a) e (c) para mostrar que, (N2) —
(N)2 = NKp/KY, onde K7, é a compressibilidade isotérmica do
sistema.

[Sugestao: prove e use que ([“)P> = <8N> ]
o )+ ov )
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16. Calcule a pressao do gas ideal como uma funcao de N, V', e T" usando

(a) formalismo candnico (a funcao de partigao)

[Sugestao: calcule a energia livre de Helmholtz e use que P = — (%) v T]

(b) formalismo grande canénico (a grande fungao de partigao)

Sugestdo: use a relacdo Z ~ fMZ\y(V,T) e demonstre que P =
(N)
kg1 —8‘2/ In Z(f,V,T)]

17. [2] O Hamiltoniano dum gés ideal cldssico de N atomos no potencial
harménico externo escreve-se como
N 2 2,.2
p;  mwors
H= = : 2.225
n=1 (2m ' 2 ) ( )

(a) Calcule o volume de espacgo de fase e a entropia do sistema.
(b) Calcule o potencial quimico do gés.
18. Um gés classico a temperatura, T', estd contido num cilindro vertical,
infinitamente longo, em repouso num campo gravitico constante de

aceleracao, g. Se, m, for a massa de uma molécula, mostre que a
funcdo de particio, 3, é proporcional a, (kT)%/2.

(a) Calcule a energia interna de uma molécula e comente o resultado
a luz do teorema da equiparticao.

(b) Calcule o potencial quimico do gés.
19. [1] Demonstrar as férmulas seguintes para a distribuigao de Maxwell:

(a) em coordenadas esféricas

3/2
dw,, = m e~/ (2kBT),2 gipy 0dfdpdu, (2.226)
2rkpT

calcular a distribuicao pelos valores absolutos de velocidades de
dwy;

(b) em coordenadas cilindricas

m 3/2 2 2
o = (2 K T) ez AvR CRET) y qy dv.dp,  (2.227)
kg

calcular dw,, e dw,,
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Usando a distribui¢ao de Maxwell provar que (v2) = kgT/m. Explicar
a relacao deste resultado com a energia do gés ideal obtida a partir de
(2.65) e (2.66) usando o Teorema de Equipartigao.

[1] Usando a distribuigao de Maxwell para o valor absoluto da veloci-
dade calcular

(a) (v™) (simplificar o resultado para n par e impar)
(b) a flutuacdo quadratica média (v?) — (v)?
[2] A energia dos dtomos individuais num gds tem um valor médio
(3/2)kpT
p?
(a) Verifique isto calculando () com ¢ = o usando a distribuicao
m
de Maxwell.

(b) Demonstre que
(%) —(e)? = %(k:BT)2 (2.228)

[1] Para a energia cinética ¢ de um atomo usando a distribuigao de
Maxwell para energias

(a) obter a distribuicao de probabilidades de energia cinética dwy;
(b) calcular: (g), (e2), (€2) — (¢)2.

[2] Considere um gés cléssico relativista (a energia numa particula é
gj = +/(cpj)? + (mc?)?, veja (5.16)). Determine a fungdo de partigao
e obtenha a energia livre em termos de um integral. Nos limites nao-
relativista e ultra-relativista mostre que os potenciais quimicos sao
dados por

p~me? + kT In(n\?) (2.229)
72/3he
kpT

p~ kpTIn(nL?), L= (2.230)

onde A é o comprimento de onda térmico (2.144).

[2] Distribuigao de Maxwell-Boltzmann para um gés relativista é dada
por (veja (5.16))

(2.231)

#p) = Coxp <_<p>+m>

kT
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(a) Calcula a velocidade mais provavel. Obtenha os limites nao-
relativista (kT < mc?) e ultra-relativista (kg7 > mc?) com
correcoes da primeira ordem. A relacdo entre o momento linear
e a velocidade duma particula relativista é dado por (5.15).

(b) Encontre as expressoes para pressao P e para a energia interna
U expressos através da distribuicao (2.231). Demonstre que no
limite ultra-relativista PV = U/3.

(c) Obtenha a fungdo de distribuicao de velocidades f(v), tal que
f(v)d3v determina a densidade de particulas cujas velocidade se
encontram no elemento de volume dv. Obtenha o limite nio
relativista até (incluindo) a primeira ordem em v/c.

(d) Determine as quais temperaturas os efeitos relativistas tornam-se
importantes para o gas de moléculas Hs.

26. [2] Considere a integracao da distribuigao de Maxwell sobre momentos
lineares maiores que um pg. Isto leva a um integral, que se chama
fungdo erro complementar

2 2
erfc(z) = ﬁ/ e Y dy (2.232)
T
(a) Demonstre o comportamento assimptotico

f()wz,le 131 N
erfc(x Nﬁe 57 123 T35 , T — 00
(2.233)

[Sugestio: use a substituicio z = y* e calcule por partes.]
o0
. . —ay? . -
(b) Considere o integral / e~ dy calculando as derivadas em relagao

a a obtenha as formula seguintes
e 1
/ er’y2dyze*I2 (C;—i-—l-) , T —00 (2.234)
x

00 3
b Py e (LT3 — 00 (2.235
/xye y=e <2+2+8x+ , o0 (2.235)

27. [2] Um gas de N dtomos estava inicialmente em equilibrio num volume
V' a temperatura 7. Num processo de evaporagao, todos os dtomos

1Em inglés complementary error function
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com energia maior que €y = p3/2m evaporaram-se, e o gs restabeleceu
um novo equilibrio. Assumindo que ¢y > kT e usando os resultados
do Problema 26, calcular:

(a) Alteragoes de nimero de atomos AN e de energia AU do gés
como fungoes de €.

(b) Variagoes relativas AT/T e AN/N

[Sugestdo: Use o estado do gds ideal para encontrar AT, e expressa €y através
de AN assumindo que AN < N .|

28. [2] Admitindo que o gis da atmosfera é um gas ideal num processo
adiabdtico, i.e. PV =const, onde v = cp/cy é o coeficiente de ex-
pansao adiabatica, cp sendo o calor especifico para pressao constante,
cy sendo o calor especifico para volume constante

(a) justifique que praticamente para todas as temperaturas tem-se
mg < kT

(b) usando esta relagdo demonstre que a dependéncia da temperatura
da altura, T'(z) se descreve (aproximadamente) pela equagao

kp— = ———mg (2.236)
Y

(c) obtenha T'(2);

(d) demonstre que a pressao descreve-se pela equacao

g - —k;/?é)dz (2.237)
(e) obtenha P(z).
29. [2] Considerando o gés de atmosfera como um gas ideal no campo
gravitacional demonstre que
(a) a densidade se varia conforme a lei
n(z) = n(0)e ™9k (2.238)

onde g ¢ a aceleracao da gravidade e z é a altura.
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(b) a pressdo varia-se como

_ Mg(2—2q)

P=DPe ~ rT (2.239)

onde M é a massa molar e R é a constante universal dos gases.
Equacao (2.239) chama-se a férmula barométrica.

30. [1] Dois gases ideais idénticos com a mesma pressao P e o numero
de particulas NV se encontram em dois compartimentos dum recipiente
com os volumes V7 e V. A separagio entre os compartimentos retira-
se permitindo os gases inicialmente separados se-misturarem. Calcular
a alteragao da entropia.

31. [2] Obtenha a fungao de distribuicdo P(e) de energias de atomos de
um gas ideal cldssico tal, que P(e)de determina a densidade de dtomos
com energias entre ¢ e € + de.



Capitulo 3

Estatistica quantica

3.1 Mecanica Quantica e Estatistica quantica

Designamos o (operador de) Hamiltoniano dum sistema por H. Por exem-
plo, para um gas de N particulas quanticas, de massa m, num campo po-
tencial externo U(r) (sem ter em conta interagoes entre particulas) na re-
presentacao de coordenadas temos

~

H

I
] =
3
_|_
<

.
I
-

I
] =
|
|2
<
+
=
hﬁ

J
= 2m
N
n? 0?2
= Z %61"2 + U(T]) (31)
j=11
Aqui usamos que na representacao de coordenadas
. h h 0 .
p; = ;vj = ;aT,]y T3 =75 (3:2)

Se o sistema ¢ isolado, ele descreve-se pela funcao de onda ¥(zx,t), onde
x = (ry,...,ry) sao coordenadas de todas as particulas do sistema. A

59
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funcao de onda satisfaz a equacao de Schrédinger

) A
ihm, = HV (3.3)

Considerando um sistema finito, o espetro dele é discreto e nés podemos
introduzir as fungoes proprias v, e os valores préoprios E, do Hamiltoniano:

f{wn = Enwn (3'4)

onde n refere a todos os numeros quanticos. Considerando as funcgoes
proprias normalizadas:

[ i@in(a)ds = b (35)
podemos desenvolver a fungao de onda em série

Uz, 1) = 3 alt)n(@) (3.6)

Aqui ¢y (t) s@o complexos. Um estado descrito pela funcdo ¥ chama-se o
estado puro. Neste estado o valor esperado duma observavel O é dado por

(O) = (¥,00) = / dz0* OV =
= [@r 3 S en(t07@)00n ()
= Z Z ¢ emOnm (3.7)

onde

O — / 0 () Ot (2)dz (3.9)

Entretanto, um sistema macroscépico nao pode ser absolutamente isolado.
Por isso consideremos o sistema e o exterior como um sistema quantico
isolado. A fungao de onda respetiva pode ser escrita como ¥(zx,t; X) onde
X sa@o coordenadas do meio exterior do sistema. A funcao de onda deve ser
normalizada

/ 9 (2, £ X)PdzdX = 1 (3.9)
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Para poder descrever a dindmica do sistema e de meio exterior precisamos de
saber também o Hamiltoniano deste meio ﬁext e o Hamiltoniano de interagao
entre o sistema e o meio exterior Hi. Neste caso a expansio (3.6) deve
incluir as coordenadas do exterior:

U(w,t; X) = el X, 0)ihn(2) (3.10)

onde ¢, (X, t) podem ser vistos como fungoes de onda do exterior. Tendo em
conta (3.9) e (3.5) podemos normalizar

Z/c;;(x,t)cn(x, t)dX =1 (3.11)

Para calcular média estatistica do valor esperado duma observavel O deve-
mos considerar ainda uma média no tempo

R 1 [T R 1 [T

(3.12)

onde T' devia ser um intervalo do tempo de medida maior de que o tempo de
relaxagao do todo sistema (o nosso sistema e o meio exterior), para que um
estado do sistema com a energia F seja estabelecido. A partir da Mecanica
Quantica (do principio de incerteza para a energia-tempo) sabemos que para
que a incerteza na definigao de energia seja AE o tempo de medida (de
interacdo do sistema com o exterior) deve ser At > h/AFE. Tendo em
conta que para um sistema macroscépico o espectro é praticamente continuo,
i.e., que a diferenca entre dois niveis de energia adjacentes tende para zero
com aumento de tamanho do sistema: AFE — 0, para distinguir dois niveis
quaisquer devemos ter At — oo. Por outras palavras, para a descrigao
estatistica nao podemos usar estados puros, mas dvemos introduzir um novo
formalismo, que em particular, deve especificar como calcular (@)

3.1.1 Operador de densidade

Notamos que os termos (% tt+T dt [dX c;cm> em (3.12) sao elementos

duma matriz que depende do tempo. Estes termos nao foram deduzidos
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rigorosamente, mas eles indicam que calculo de valores esperados de ob-
servaveis devem ser definidos por uma matriz. Voltando a (3.7) fazemos a
substituicao formal

CrCm — Pmn (3.13)

e assim definimos o valor esperado duma observavel O na forma

= pmnOnm (3.14)

A matriz com os elementos p,,, chama-se a matriz de densidade. Uma cole-
tividade quantica determina-se pela matriz de densidade e pelos postulados
impostos sobre ela.

Um estado do sistema descrito por uma matriz de densidade chama-se estado
misto.

Em notacoes de Dirac um estado proprio do Hamiltoniano define-se como
um ket-vetor |n), que determine a fungao de onda 1, () = (r|n). A equagao
de Schrodinger estaciondria (3.4) escreve-se como

H|n) = E,|n) (3.15)

Definimos o operador de densidade p, como um operador que (na repre-
sentagao energética) é a matriz de densidade, i.e.,

<m|pA|n> = Pmn  COM  pp = ppp >0 (3'16)
Tendo em conta a normalizagao (3.11) impomos a condigao de normalizagao

> Pun = Tr(pmn) = Trp = 1 (3.17)

Agora a equagao (3.14) pode ser reescrita na forma geral (independente da
representagao)

(0) = Tr(pO) (3.18)

Verificamos

Z m|pOlm) = Tr(p O) (3.19)
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onde usamos a completude da base |n)

D In)n| =1 (3.20)

onde I é o operador de identidade.

3.1.2 Equacgao de von Neumann

Para descrever a evolucao da matriz de densidade exigimos que dado o Ha-
miltoniano do sistema, a evolucao de p,,, em estados mistos seja a mesma
que a de ¢}, ¢y, em estados puros. Para tltimo caso representamos

=3 et)n) (3:21)

Substituimos esta expansao na equagao de Schrodinger:

iy = deny — 3" He(t)n) (3.22)
Aplicando (m| e usando a ortogonalidade
(mIn) = dmn (3.23)
calculamos
iy don 9n 1y = 37 Hea(t)ln) (3.24)

dcy,
dt

= (Em — Ep)cpem (3.26)

dep,
m% — Epem, iR
d(cycm)

dt

= —E,c (3.25)

n

th

Assim introduzimos a equacdo para a matriz de densidade

dpmn
dt

que ainda pode ser reescrita como

th

- (Em - En)Pmn (3.27)

dpmn

= (m Ilh In>

<m!Emp!n> — (m|pEn[n)

= (m|Hpln) — (m|pH|n)

= (m|[H, fl|n) (3.28)
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Comparando a primeira e a ultima linhas destas transformacoes, obtemos a
equagdo de von Neumann

0 i -
Fri 710, ] (3:29)

Esta equacao é a versao quantica do Teorema de Liouville (2.6) na estatistica
classica.

Por analogia com o caso classico, estatistica quantica estuda sistemas em
equilibrio térmico, i.e., com p constante:

[H, 5] =0 (3.30)

3.2 Coletividades quanticas

3.2.1 Coletividade microcanonica

Calculamos o nimero de estados quanticos Q(E) no intervalo de energias
[E, E4+AFE] e definimos a matriz de densidade da coletividade microcandnica:

1 1 E<E,<FE+AFE
{ " * (3.31)

= SmnPrs = o7
Pmn mnPn Pn Q(E) |0 outros casos

O operador de densidade é dado por soma sobre estados quanticos:

cam L ol (33)

n
E<En<E+AE

Portanto podemos representar

QE)=Tr > n)n| (3.33)

n
E<Ep<E+AE

A definigdo da entropia de Boltzmann (2.13) formalmente mantém-se inal-
terada, i.e.,

S =kplnQ(E) (3.34)
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mas nas contas do nimero de estados 2(E) entram os estados quanticos.

Uma vez que o espetro dum sistema macroscépico é quase-continuo podemos
definir a densidade de estados (qudnticos)
Q(E)

“E)=3E

(3.35)

3.2.2 C(Coletividade candnica

Para construir a coletividade candnica precisamos s6 mudar a forma de con-
tagem de microestados (na estatistica cldssica) para a contagem de nimero
de estados quanticos

1

Respetivamente definimos fun¢ao de particao (quantica) como

IV, T) = Y e PP =Tre b (3.37)

estados n

onde usa-se a propriedade
eiﬁﬁ|n> = e PEn|p). (3.38)

Agora definimos a matriz de densidade da coletividade candnica

0
_ mn —BEn,
Pmn 7ZN( ) e (3.39)

Isto significa, que a probabilidade de encontrar um sistema quantico no
estado quantico com a energia F,, é

1 _ﬁEn
(&
ZN(LJ)

A grandeza e #Fr chama-se o fator de Boltzmann. O operador de densidade
é
—BH —BH
e e
) = = Y 3.40
P= ZnVT) ~ 1ye B (340
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Portanto, no formalismo canénico o valor esperado duma observavel O
calcula-se pela férmula

Tr @e_ﬂg

—. 3.41
T (3.41)

(0) =

3.2.3 Coletividade grande canénica

A formulacgao da coletividade grande candnica exige consideracao do opera-
dor de ntimero de particulas N. Nés omitimos esta parte de teoria e logo
definimos a grande funcdo de partigao usando a férmula (2.124), i.e.,

o0

Z(£V,T) =Y fNZn(V,T) (3.42)
N=0

onde Zn(V,T) é dada por (3.41). Agora o valor esperado duma observavel
O calcula-se pela férmula

(@) = %TT OeBUH-uN) (3.43)

3.3 Indiscernibilidade de particulas quanticas

Particulas quanticas idénticas sdo indiscerniveis. Consideremos duas particulas
idénticas. A func@o de onda é ¥ (71, r2). Trocamos as posigoes das particulas

e obtemos a fungao de onda ¥(ry,r1). Uma vez que particulas quanticas
sao indiscerniveis, o estado do sistema nao mudou, e portanto deve haver a
ligacao

U(r,19) = “W(rg, 1) (3.44)
onde a é uma constante real. Fazemos a troca mais uma vez

U(ry, 1) = U (11, 19) (3.45)
e portanto

U(ry,re) = eQm\Il(rl, r2) (3.46)
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Logo a pode ser 0 ou 7 e obtemos duas possibilidades: se
\I’(’l"l, ’r'Q) = \I’(’l"g, 7‘1) (347)

diz-se que as particulas sao bosdes, e a estatistica destas particulas chama-se
estatistica Bose-FEinstein; se

U(ri,r2) = —¥(ra, 1) (3.48)

diz-se que as particulas sdo fermides, e a estatistica destas particulas chama-
se estatistica Fermi-Dirac. Em Mecanica Quantica mostra-se que particulas
com spin inteiro sao bosoes, enquanto particulas com spin semi-inteiro sao
fermioes.

Consideremos duas particulas quéanticas idénticas em estados quanticos n;
e nmy que nao interatuam entre si. Designamos por ¥, (r1) e ¥n,(r2) as
funcGes de onda de cada particula na auséncia de outra. A funcao de onda
(normalizada) de duas particulas pode ser construida como

W iny (7“1, "“2) = \}5 ["ﬂm (Tl)wnz (TZ) + ¥n, (7‘2)%2 (7“1)] (3'49)
para bosoes (verifica-se (3.47)) e como

Vs (r1.72) = = [ (1)) = Vi () (r)] (350)
para fermides (verifica-se (3.48)).

A partir de (3.50) concluimos que se n; = ng, i.e., os estados quanticos
sejam iguais, Wy, n, (71, 72) anula-se o que significa a impossibilidade desta
situacao. Isto constitui o principio de exclusdo de Pauli: num sistema de
fermioes idénticos nao se podem existir duas (ou mais) particulas no mesmo
estado quantico.

3.4 Gases ideais quanticos

3.4.1 Particulas quanticas numa caixa potencial

Consideremos um gas ideal de N particulas quanticas. O Hamitoniano é

ﬁ:Z&;ZE (3.51)
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onde

~ 2
~ p h 9
H=>—=—-V 3.52
! 2m 2m ( )

Suponhamos que o gas estd dentro e um volume na forma de um cubo! com
a aresta L e o volume V = L3. Consideremos condicoes de fronteira ciclicas

Y(x+ Ly, z) =¢(x,y+ L, z) =¢Y(x,y,2+ L) = ¢¥(x,y, 2) (3.53)

A fungao de onda de uma particula tem a forma (ver Ex. 1, p. 77)

1,
Vp = We(l/ﬁ)pr (3.54)

onde p toma valores discretos:

2mh
p= T(nlan%n?))a ni23 € 7% (3.55)

Os valores préprios do Hamiltoniano sao

2 232
_p° _ 2mh 2 2 2
61)_% = m(n1+n2+n3) (356)

3.4.2 A grande funcao de particao

Designamos por np s, o numero de particulas no estado quantico com o
momento linear p e a projecao do spin s,. Chamamos np, o numero
de ocupagio do estado |p,s.). Vamos usar a notacdo {nps,} para uma
dada distribui¢ao de nimeros de ocupagao np s, de N particulas que resulta
numa dada energia que designamos por Ey, 1. Respetivamente para cada
{np,s.} temos

anz =N (3.57)

P;Sz
> epnps. = By} (3.58)

P;Sz

onde se considera que a energia da particula nao depende do spin.

1Esta suposicdo usa-se sé para facilitar a consideracéo



3.4. GASES IDEAIS QUANTICOS 69
A funcao de particao do gés é

ZNnV.T) = Y exp(—BEu,, ) (3.59)

{"lp,sz}
>np,s, =N

A grande funcéao de particdo é dada por

o0

Z(HVT) =) Nanv Ty =Y Y Nexp (—BE,..)
N=0

N=0 {np,sz}

S np,s, =N
o
=3 Y [Eeetreep (B pnpe.
N=0 {np,;s.} P;Sz
> np,s, =N

:i Z H<f€—ﬁap)np,3z

N=0 {np,s:} P,Sz
> np,s,; =N

= 2 ()™

(todos np,s, ) P:Sz

T = (fe—ﬁ%)"”’sz (3.60)

Sz (todos np,s, )

onde nds usamos as propriedades

62]’ aj — Heaj (361)
J

Zaib]—'--:<2ai> ;bj (3.62)

2V P 1

Uma vez que a energia €5, nao depende do spin da particula s e tendo em
conta que s, pode tomar g = 2s+1 valores, i.e., o grau de degenerescéncia da
energia ¢, € 25 + 1, temos (as somas consideram-se sobre todos os niimeros
de ocupagao admissiveis):

Z(...): Z (...):...:Z(...) (3.63)

Np,—s Np,—s+1 Np,s
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e portanto
Z <f€—,3€p>np,fs Z (fe—ﬁ8p>np,*s+l o Z (fe—,&sp)np,s
Np,—s Np,—s+1 Np,s
2s+1=g
Mmax g
.
= |3 (re=)"| 3on)
np=0

onde np (sem indice s.) é o nimero de ocupagao dum nivel quantico com
a energia p. Usando esta propriedades podemos reescrever a ultima linha
em (3.60) como

Nmax g N g
2 [ 55 (o] [ ey
Npe=0 "
-1 ri (s e&p)n] 9 (3.65)
p n=0

Para prosseguir consideremos bosoes e fermioes separadamente. Para bosoes
temos

onde usamos que

D at= ! (3.67)
n=0

l1—«

desde que o < 1. Assim para a convergéncia da soma (3.66), i.e., para o gas
ideal de bosoes verifica-se

fe P <1 (3.68)

Para fermioes temos

Nmax 1

> ( fe—ﬁsp)" =3 fe—ﬁfp)n — 14 fePer (3.69)
n=0

n=0
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Resumindo

H (1 — fe_BEP>_g bosoes
Z(f,V,T)=< P 3.70
U ) H (1 + fe_ﬁgpy fermides (3.70)

p

3.5 Equacoes de estado

Agora obtemos as equacoes de estado dum gés ideal quantico

—ngn (1 - fe_ﬂap> bosoes

2%
Y mE(fVT) =] P 3.71
kT ( ) g Z In (1 + fe_BE”> fermioces (3.71)
P
fe /8617
Z = bosoes
9 1— fePer
N = fwan(f, V. T) = feber (3.72)
gz T+ fePer fermioes

Vamos calcular o nimero médio de ocupacgao (np) do nivel de energia com
p

1 & 1
— E Z fN Z npeiﬁzpl Ep/Mp! — —/Bai IHZ (373)
p

N=0 {np,}
an/:N
O resultado é
_ gfePer _
<np> = m bOSOeS (374)
_55
(np) = 19_{(}7; fermiGes (3.75)

Analise a seguir fazemos para g = 1.
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No limite termodinamico (quando V' — 00) tendo em conta que o espetro é
quase-continuo fazemos aproximacgao

Sy s [ =5 [da [Tiaey )

3.5.1 Um gas de fermioes

Usando (3.76) as equagoes de estado para um gas de fermides tomam a forma
seguinte

P 1

= 1 (1 *5517)

kpT VZP n{l+fe
_47r

=5 [ dpp’m (1 4 fe B/ <2m>> (3.77)
0

e tendo em conta que v = V/N

(3.78)
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Vamos calcular o integral

/oo dpp®In (1 + fe—ﬁp2/(2m)) -

0

(substitui(;éo z= Bp)
2m

= (2?)3/2 /Oo dz2%In (1 + fefz2)
0

frie de Taylor In(1+z) = 3 (~1)m+1 2
(serle e Taylor In(1+ x) Z( ) n)

n=1

= (2mkp T3/2/ dz 222

0

_ n+1 0o
= (2kaT)3/2 Z f"/ dz 22e™ "
n 0

n+1 o0
= (2mkgT 3/22 5/2 f”/ da 22
n

n+1

= (2mkpT)>/? \F Z Fn (3.79)

n5 /2

n+1
fn —nz?

Definimos

n+1

(3.80)

oo
Fazendo célculo semelhante para a equagao (3.72) ou usando a propriedade

w3/2(f) = faaf%/z(f) (3.81)

obtemos a equagao para 1/v (veja Ex. 20 na pédgina 84) o que resulta no
sistema das equagoes de estado

P 1

k'B_T = F%/z(f) (3.82)
L= espelf) (389
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| 2mwh?
A= 3.84
kaT ( )

é o comprimento de onda térmico, que ja introduzimos em (2.144).

Aqui

3.5.2 Comprimento de onda térmico

Para perceber o significado fisico do comprimento de onda térmico fazemos
estimativas:

2rh
- modulo momento linear p = hk = )\L onde A\pp é comprimento de
DB
onda de De Broglie
P2 A2 h2

- energia cinética: E, = om ™ 2m>\2DB

3
- energia térmica Fp ~ QkBT

- condicao FE. = Er traduz-se em

2
Mg ~ %AQ (3.85)

Portanto, o comprimento de onda térmico é o comprimento de onda de De
Broglie, caracteristico, duma particula quantica do gas a temperatura 7.

3.5.3 Um gas de bosoes

Quando f — 1 o termo com p = 0 em (3.71) diverge. Por isso excluimos
este termo do integral e escrevemos separadamente

P A [ (1 peerrem)) g
T = W /0 dpp”In (1 fe ) v In(1 - f) (3.86)
L f

1 4r [ 9 1
v h3/0 dpp FiBr/em 1 T Vi—f (3.87)
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Definimos
Xa(f) ‘% (3.88)
n=1 n
Usando as relagoes
n(l-z)=-% — (3.89)
n=1 n
2 ) gy VI VT
_/0 n (1- fe) do =Y, ;nm = Yxspalf) (3.90)
obtemos
P 1 1
BT EX5/2(f) v In(1 - f) (3.91)
11 1 f
5 = xaxs(f) + Vi-f (3.92)
Nota-se a propriedade
0
X3/2(f) fan5/2(f) (3.93)
3.5.4 Energia dum gas ideal quantico
A energia interna (média) calcula-se pela férmula (2.130), i.e.,
U(f,V,T) Z N e PP B,y = —831112( £V, T) (3.94)
N 0 {np} B
S np=N

Usando a expressao (2.130) para a energia interna bem como (3.71) obtemos

U(f,v,T) =

3kpTV {X5/2(f) bosoes (3.95)

2 A | @sa(f) fermides

1
Consideremos o caso quando o termo v In(1 — f) na equagao (3.91) é des-

prezdvel no limite termodindmico (continuamos a considerar o caso g = 1).
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Neste caso usando quer (3.82) quer (3.91) obtemos a relagao

U= gPV (3.96)

véalida para bosoes e para fermides, e que coincide com o caso cldssico (veja
(2.65)).

3.5.5 Limite de altas temperaturas ou baixas densidades

Consideremos o limite dum gas nao-degenerado, i.e., um gas a temperaturas
altas ou densidades baixas (gases rarefeitos), quando os efeitos quanticos
representam uma correcao as grandezas termodinamicas classicas. Supomos
que

)\3
< (3.97)

A partir de (3.83) e (3.92) verificamos que devem verificar-se as desigualda-
des limite

w372 < 1, X3/2 < 1 (3.98)

o que significa que f < 1 e podemos usar s6 os primeiros termos nas séries
(3.81) e (3.93). Como exemplos em baixo consideremos o caso de fermides
(o caso de bosoes considera-se no problema 19 na pagina 84).

A primeira das equagoes de estado para fermides na forma (3.82) tendo em
conta a definigdo da fungao ¢s5/5(f) (3.80) bem como a degenerescéncia g =
2, que corresponde a um gas de eletroes (o limite quantico serd considerado
na Secgao 4.3) :

2
:2;3<f—2];/2+---> (3.99)

Analogamente a partir de (3.83) obtemos

Pv 2 2 o= (-1
Z()

12 2 o (—1)n*
” = F‘Psm(f) = /\g,zlng/gf

2
:/\3<f—23/2+) (3.100)
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Desta ultima equacao podemos calcular

A3 A6

= 4 4. 3.101
f=5" (2v)223/2 * ( )
Substituindo este valor em (3.99) e mantendo s6 os termos de ordem de f?

obtemos

PV 1 A3

=14t 3.102
NkgT Ry (3.102)

No limite A3/v — 0 obtemos a equacao do gés ideal classico (1.1). O termo
o A3 /v descreve as correcdes quanticas.

Finalmente, a partir de (3.75) (com g = 2) para f < 1 obtemos usando a
série de Taylor

2 fePer

(np) = T4 fe P 2fe e (1 — fe P . ) (3.103)

Logo na primeira aproximacao obtemos a distribuicdo de Maxwell-Bloch:

)\3
(np) ~ 76_/857’. (3.104)

3.6 Sobre a terceira lei de termodinamica

Considerando agora o caso essencialmente quantico agora podemos perceber
a terceira lei de termodinamica. Vamos supor que a degenerescéncia do nivel
bésico (energia minima) é g, calculamos a T'=0: S = kplogg. Se g =1
logo obtemos S = 0. Se g # 1 mas ¢ < N onde N é o nuimero total de
particulas, neste caso consideremos a entropia ”por uma particula”’no limite
termodinamico

log N N—oo
N

S
2 < . 1
~ < ks 0 (3.105)

3.7 Exercicios

1. Aplique os resultados do Ex. 7, p. 50, a uma particula quéntica contida
numa, caixa cibica de volume, V, em campo nulo. Verifique que a
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equacao de Schrodinger,

oY h?
h— = ——A 1

ih>, - (0 (3.106)
conduz & equacao de Helmholtz (2.212) para a parte espacial da funcao
de onda 1. Considerando condigoes de fronteira ciclicas (3.53). Define

estados de energia, € e de momento linear, p.

(a) Calcule o niimero de estados dentro dum volume d*p e obtenha
a expressdao que permite transformar uma soma de estados num

integral, i.e.,
Vv 3
E %W d’p... (3.107)

estados
[Sugestao: pode usar os resultados do Exercicio 4 na pégina 12.]

(b) Calcule o nimero de estados, com médulo do momento linear,
entre p e p+ dp (onde p = |p|) para uma particula sem spin.

(c) Calcule o ntmero de estados, com médulo do momento linear,
entre p e p + dp (onde p = |p|) para uma particula com spin
o. (Nota-se que para uma particula com spin o existem 20 + 1
estados quanticos)

(d) Calcule o ntimero de estados X(€) com energia < e. Para € elevado
e verifique que ¥ o €¥/2. A partir daf, deduza uma expressio
para o numero de estados com energias entre, € e € + Ae¢, para
Aefe < 1.

2. Considere um sistema isolado, com N particulas localizadas e inde-

pendentes de spin 1/2. Cada particula tem um momento magnético,
1, e o campo aplicado é B. A energia do sistema é dada por, £ =
—(n4y —n_)uB, onde ny e n_ denotam o nimero de spins paralelos e
anti-paralelos a B.

(a) Considere o intervalo de energia entre F e E 4+ JE, com uB <
0F < E. Qual é o nimero de microestados correspondente a este
intervalo de energia? Calcule a densidade de estados w(E).

(b) Escreva a expressao para Inw(E) e simplifique-a usando a apro-
ximagao de Stirling no limite N > 1 e considerando todos os
termos 2 In N.

(c) Suponha que FE é tal, que Q(F) é apreciavel (i.e. E esta longe
dos seus valores maximo e minimo onde 2 é 1).
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i. Verifique que o valor da energia que maximiza a densidade
de estados é E = 0.

ii. Demonstre a validade de aproximagao

E2

Inw(F) ~Inw(0) — IN(B)?

iii. Justifique a normalizagao
[ee]

/ w(E)dE =2V
—00

e obtenha a distribuicdo Gaussiana

(®) 2N 1 E?
=—\/—=exp| 5 |-
“ pi\ 272N P\ TN (um)?

2mh?

kaT

pretagao desta grandeza comparando energias mecanica e térmica de
uma particula quantica. Como vai mudar o valor do A se a particula
for ultra-relativista?

3. [2] Considere o comprimento de onda térmico A = . Dé inter-

Os efeitos quénticos tornam-se relevantes, i.e. acontece a transicao
entre regimes cldssico e quantico, a temperatura Ty que se determina
a partir de estimativa A>n = 1 onde A é o comprimento de onda
térmico e n é a densidade do géds (nimero de particulas por unidade
de volume). Dé interpretacao fisica a esta condigdo. Calcule Ty para
gases de particulas nao-relativistas e relativistas.

Calcule as temperaturas Ty para o gas hidrogénio Hy nao relativista
(com a densidade n = 2 x 10! cm™3, massa 3.32 x 10727 kg) e para
um gés de eletroes em metal (com a densidade n = 10?2 cm 3, a massa

do eletrdo em repouso é 9.109 x 1073! kg).

4. Considere um sistema de N particulas (discerniveis) livres que podem
ocupar um dos dois niveis de energia 0 e € (¢ > 0) com os nimeros
de ocupacio ng e n; respetivamente®. A energia total do sistema é
E. Como exemplo, isto pode ser um sistema de IV particulas indepen-
dentes, localizadas, com momento magnético pu (nao confundir com
o potencial quimico!), na presenga de um campo aplicado, B. Cada
particula pode estar num de dois estados: £ =0e E = 2uB.

*N. F. Ramsey, Physical Review 103, 20 (1956)
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(a) Calcule o maximo da entropia do sistema

(b) Obtenha a temperatura como a funcao do E e demonstra que ela
pode ser negativa

(c) Porque sao possiveis temperaturas negativas neste sistema, mas
nao num gas encerrado numa caixa de volume, V7

(d) O que vai acontecer se um sistema com a temperatura negativa
vai entrar em contacto com um outro sistema com a temperatura
positiva?

. Dois sistemas idénticos, com dois niveis, e N particulas cada, estao

inicialmente as temperaturas T' e T'/«, respetivamente. Derive uma
expressao para a temperatura final dos sistemas postos em contacto
térmico, e calcule essa temperatura para o = 1 e a = —1. Comente
detalhadamente os seus resultados.

[Sugestao: pode usar (2.209).]

. Um sistema com dois niveis e N = nj +ng particulas, estd num estado

com nj particulas no nivel 1 e ny particulas no nivel 2 (os niveis tém
energias, F e E9, respetivamente). O sistema coloca-se em contacto
com um reservatério de temperatura 7. Suponha que ocorre uma
Unica troca quantica com o reservatorio e que a populagao dos niveis
de energia evolui, de forma a que ny — n1 + 1 e ny — ny — 1. Para
n1 > 1 e ng > 1, obtenha a expressao para a variagao da entropia do

(a) sistema
(b) reservatério
(c) usando os resultados de a) e b) derive a relagdo de Boltzmann:

ng Ey — By
2 _ Bt Rt 1
o exp < T > (3.108)

. Considere uma rede com atomos de hidrogéneo, que podem existir em

quatro estados diferentes: i) fundamental, com um eletrao e energia
—%A, ii) ido positivo, com zero eletroes e energia —%6 , 1i1) 140 negativo,
com dois eletroes e energia %5 , e iv) excitado, com um eletrao e energia
%A. Determine a condicao para que o nimero médio de eletroes por
atomo, seja igual a um. Note que o resultado é independente de A.

. Suponha que um nivel de energia pode estar ocupado por 0, 1, e 2

particulas independentes, com energias 0, € e 2¢ respetivamente.
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9.

10.

11.

(a) Derive uma expressao para o numero médio de ocupacao desse
nivel, para um sistema em equilibrio térmico e quimico com um
reservatorio, a temperatura, T' e potencial quimico, pu.

(b) Suponha agora que o nivel de energia é duplamente degenerado,
isto é, que existem dois orbitais com energia idéntica, €. Os or-
bitais podem estar ocupados por fermides (nimero de ocupagao
de cada orbital, 0 ou 1), e quando ambos estao ocupados a ener-
gia do sistema é 2¢ (os fermides sao independentes). Calcule o
ntmero médio de ocupagao do nivel de energia €, e compare o
resultado com o da alinea (a).

Um sistema é formado por N particulas, independentes. Os niveis
de energia de cada particula sao: 0, € e 2¢, de degenerescéncias: 1,
2 e 4, respetivamente. O sistema estd em equilibrio térmico, com
um reservatério a temperatura 7' = €/kp. Calcule a energia livre de
Helmholtz do sistema.

Um sistema possui niveis de energia, ¢/kp = 0, 300K, 600K, de
degenerescéncias, 1, 3 e 5, respetivamente. Calcule, para T' = 300K,
as populagoes relativas dos niveis de energia e a energia média do
sistema. A que temperatura é a populagao do nivel de energia, 600 K,
igual a populacao do nivel de energia, 300 K?

[2] Um gés rarefeito, A3n — 0 caracteriza-se pelo niimero de ocupacao
ng = ng exp(—pek) (veja (3.103)).

(a) Demonstre que
ng = N onde Z = D e e (3.109)
Z’ p ’
(b) Demonstre (pelo célculo direto, sem usar as relagoes deduzidas

na aula tedrica) que a energia interna é dada por

U= —Nﬁan (3.110)
B
(c) Para uma molécula a energia consiste da energia cinética, e, e
das energias de graus internos rotacionais €., € oscilatérias eggc:
€ = Ecin + Erot + €osc. Demonstre que neste caso a funcao de
particao fatoriza-se

Z = ZcinZrot Losc (3.111)
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12.

13.

14.

15.
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e a capacidade calorifica é dada por
C(V = C’cin + Crot + Cosc (3112)

[2] Calcule a funcao de particao cldssica Zg e quantica Zy, de um
oscilador linear uni-dimensional cujos Hamiltoneano cléssico H e o
espetro de energia quantico, U, sao dados por
2
P 1 1
HCI = % + imw2q2 (§] En = hw <n + 2) 5 (3113)
Mostre que, Zq — Z¢ no limite T' — oo .

[2] Calcule as fungoes de particao, cldssica e quantica, de um rotor
rigido cujos Hamiltoneanos cldssico, H, e niveis de energia quanticas,
Hj, sao dados por
2 2 2
Py P h
Hi=—+4+—"—- e Hyjy=—J(J+1), J=0,1,2,... (3.114
TRy Y TR (3:.114)
onde I é o momento de inércia da molécula, h%/(2I) é a constante de
rotacao. Cada nivel de energia Hj tem degenerescéncia 2J + 1.

Demonstre que

2\ 2 2
3kp (Bh) e PP T < U
Crot = I 21 (3.115)
k kT > —
B Bl > 5]

Determine o significado fisico do limite 7" — oo. Mostre que, Zg — Zq
no limite 7" — oo.

Faga um esbogo qualitativo de U/N e ¢;o; como fungoes da tempera-
tura.

[2] Considere um gés quantico livre nao relativista assumindo que ele
é descrito pela estatistica de Boltzmann, i.e., que as particulas sao
consideradas discerniveis e nenhuma simetria é imposta a funcao de
onda em relagdo a troca de particulas. Calcule a funcao de particao
quantica e obtenha a equacao de estado.

[2] Considere um sistema de N spins, que nao interatuam entre si e
cujas energias num o campo magnético B é dado por +pugB. Ignore o
movimento translacional.
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16.

17.

18.

(a) Calcule a funcao de particao Zy.
(b) Calcule momento magnético médio (M).

(c) Encontre a flutuagio quadrdtica média (M?) — (M)2.

[2] Um gés de particulas numa rede que consiste de Ny sitios que podem
ser ocupados por uma particula no maximo. Se um sitio é ocupado a
energia & £ enquanto um sitio vazio tem a energia 0 indistinguivel.

(a) Calcule a fungao de partigao grande candnica

(b) Determine, que fracao dos sitios da rede estd ocupada?

(c) Calcule a capacidade de calor como uma fungao de temperatura

T a atividade f constante.

[2] Para um gas ideal quantico demonstre que para p; # po:

(NpyNpy) — (Npy ) (Mpy) = _kBT%mpz) (3.116)
D1

Uma vez que (np,) nao depende de €p, (justifique fisicamente porque)
verificamos

<np1np2> - <np1><np2> =0 se p1#p2 (3.117)

[Sugestao: calcule a derivada da grande fungao de partigdo em relagéo a ep,
e depois em relagdo a €p, .|

[2] Num sistema macroscopico, os niveis de energia formam um conti-
nuum, e é mais relevante considerar um grupo de estados, digamos G
do que um estado. Seja a o nimero de ocupagao de um grupo

o= np (3.118)

peG

mostre, usando o resultado do ultimo problema 17 que a flutuacao
quadrética media do o é:

(0%) = ()2 = (o) F Y _(np)* (3.119)

peG

onde o sinal ”—"corresponde aos fermioes enquanto ”+” corresponde
aos Bosoes.
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19. Obter correcoes quanticas ao estado de gés ideal de bosoes no limite
(3.97).

20. Provar (3.83) pelo céalculo direto por analogia do usado na dedugao
(3.82).

21. [2] Oscilador linear quantico é descrito pelo operador do Hamiltoniano
(compare com (1.42))

2 132 mw? 22

onde os operadores do momento linear e de coordenada satisfazem a
relagdo de comutacao

[p, 2] = —ih (3.121)
(a) Mostre que
[a,aT] =1 (3.122)

onde os operadores de criacao a' e de aniquilacdo a sdo introdu-
zidas através das relagoes

h n
p=1/ ”;“’(amf), i =iy 5 —(a—af), (3.123)

(b) Mostre que

- 1
H = hw (aTa + 2) (3.124)
(c) Mostre que os valores préprios do 7 := ata sdo of nimeros intei-
ros positivos: n = 0,1,2, ..., o que usando (3.124) permite obter
(1.54):
1
E, = hw n—i—i . (3.125)

(d) Suponha que |n) é um valor préprio do n correspondente ao valor
préprio n. Demonstre que

aln) = vnln—1), afln) = vVn+1jn+1) (3.126)
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22. [2] A energia de oscilagoes ¢ dada por (3.125)

(a) Demonstre que o calor especifico deste gas é

e [ Bhw )P
cy = ]{23@ ph (:l_eﬁi‘u,u> (3127)

Faga gréfico qualitativo do cy (7).
(b) Calcule <n + %> e <(n 4 %)2> _ <n + %>2
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Capitulo 4

Gases de Bosoes e Fermioes

4.1 Radiagao do corpo negro

Consideremos o campo eletromagnético que esta em equilibrio térmico com
as paredes da cavidade de volume V e as paredes da cavidade encontram-
se a temperatura 7. Simplificamos as contas considerando a cavidade em
forma de um cubo com a aresta L: V = L3. Tal gas pode ser visto com um
gas de fotoes, que nao interatuam entre si, i.e., um gés ideal de bosdes com
27
P = hk, k= fn, n — (nl,ng,ng) (41)
ep = hwg, wg, = clk| = ck (4.2)

O grao de degenerescéncia agora é g = 2 (devido duas polarizagdes ortogo-
nais).

Numero de fotoes dentro da cavidade nao é fixo, mas determina-se pela
condicao de equilibrio térmico. Recordamos

dF = —SdT — PdV + pdN (4.3)

Para T e V constantes o minimo da energia livre de Helmholtz atinge-se
para o numero de particulas que se determina a partir da condigao

OF

87
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Logo temos f = 1 e portanto para a grande fungao de partigao temos (veja

(3.70))

Z(f=1v.7) =[] (1 _ e-ﬁfwk)_2

k

Logo
InZ = —ZZln (1 — eiﬁh“’k>
k

Para o nimero de ocupacao média

1 0 1 0
=750, = Gt 2

obtemos a férmula do Planck

2
<nk> = eBhw, _ 1

A energia interna é dada por

0
U=-— aﬁan Zhwk nk>

(4.5)

(4.7)

(4.9)

No limite termodinamico podemos passar nesta férmula do somatério para

a integracao de acordo com (3.76):

huwp,
4 k2dk——k
U= (27r)3 7T/ em""’k -1

Vv widw
a2 0 = e,Bhw 1
V/ u(w

0

onde

h w3

W T) = 55 g =1

(4.10)

(4.11)

¢é a densidade de energia distribuicao por unidade de frequéncia que se ilustra
na Figura 4.1. A férmula (4.11) é a distribui¢ao do Planck. Podemos obter
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w(®,T)

104

2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 20
(o)

89

Figura 4.1: Distribuicao pelas frequéncias para diferentes temperaturas: 71 <

Ty < Tj.

dois limites. O limite clédssico

kpTw?
ww,T) = B22 o w? hw < kgT

m2c3

Isto € a lei de Rayleigh-Jeans. O limite quantico

iw?’e*m””, hw > kT

u(w,T) = 3

Isto é a lei de distribuicao de Wien.

Também podemos calcular

- v — 1T 15 Bns

U _ (ksT)' /°° 2’ gp— ™ (kD)
Vo w2 J,

onde usamos

e’} 3 4
/ T de="
0 et —1 15

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Agora podemos calcular o capacidade calorifica do géds de fotoes a volume

constante:

 ArrkRVT?

Cy = T3
v 15 ¢3h3 x

(4.16)
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Para calcular a pressao da radiagao do corpo negro, recordamos que de
acordo com (2.165) para f =1

F(N,V,T) ~ kgTNInf — kgTIn Z(f,V,T) = —kgTIn Z(1,V, T)

e portanto usando (4.6) e (4.2), donde calculamos

SRS
obtemos
F 1
= g—v = 58(?/ InZ
L LN
= > hu) (4.18)
k
Portanto a equacao de estado pode ser escrita como
PV = %U (4.19)
4.2 Condensacao de Bose-Einstein.
Recordamos as equagoes
= yslf) - (= ) (1.20)
% = %X:&/z(f) ‘1/1ff (4.21)
onde
n-y L (4.22)
n=1

Se f > 1 a série diverge. Portanto, deve ser f < 1, e consequentemente
1w<0.Para0< f<1lea>1afuncio xu(f) é positiva e crescente. Para

f=1L
=3 0 = ((a) (4.23)
n=1
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onde ((«) é a fungdo zeta de Riemann. Em particular

Xas2(1) = ((3/2) = 2.612... (4.24)

2.59

X,

3/2

0.59

Figura 4.2: Funcao x3/2(f). Nota-se que dys,2/df — oo quando f — 1

Temperatura e volume criticos

Tendo em conta que

_ S
) = 7 (4.25)
Reescrevemos (4.21):
(no) A3
7)\3 T X3/2(f) (4.26)
Portanto, se
)\3
e x3/2(1) = x3/2(f), 0<f<1 (4.27)
temos que
(o) >0 (4.28)

V
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mesmo no limite termodindmico. Por outras palavras, neste caso no limite
termodinamico se observa recolha dos bosoes no nivel béasico de energia.
Este fenémeno chama-se a condensacdo de Bose-Einstein. Neste caso exis-
tem duas fases termodinamicas: o condensado (com p = 0) e a fase "nor-
mal” (com p # 0), separadas pela condi¢ao

3

=) (4.29)

A partir desta férmula calculamos a temperatura critica (para um dado
volume especifico v)

27 h?

bl = eC (32

(4.30)

por outro lado, podemos definir o volume especifico critico (para uma dada
temperatura)

)\3
v = 73] (4.31)

Fracao de atomos no condensado

Se a condigao de existéncia do condensado de Bose-Einstein (BEC) (4.27)
é satisfeita, usando (4.21) obtemos duas condigoes que devem ser satisfeitas
simultaneamente

A3 Xf
— = — 4.32
” X3/2(f)+Vl_f (4.32)
)\3
e x3/2(1) (4.33)
- L A f
Se f < 1, no limite termodindmico V' — oo com v =const, o termo Vﬁ

anula-se, e estas condigOes tornam-se mutuamente contraditorias, i.e., nao
podem ser satisfeitas. Logo, concluimos, que no limite termodinamico, em
caso de existéncia de fase de condensado, deve verificar-se f — 1 de forma
que V- (1 — f) nao se anula. Portanto neste limite podemos aproximar

)\3
X3/2(f) = x3/2(1) = f (4.34)
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Assim obtemos

AN N
v = Ty

e finalmente

93

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Esta formula determina a fracao de todos os bosoes no estado de condensado
paralT < T,.. O resto dos bosoes tém p # 0. A temperatura de zero absoluto,

T = 0 todos os bosoes encontram-se em fase de condensado.

<n0>/N

0.81

0.61

0.4

0.29

0 02 04 0.6 08

T/T.

Figura 4.3: Fragao de dtomos de BEC com v fixo.

Caracteristicas termodinamicas do BEC
No limite termodinamico, V — oo temos

1
V]n(l—f)—)O

(4.38)
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Uma vez que a condensagao acontece se v < v.. Portanto podemos reescrever
(4.20) na forma seguinte

p X5/)\23( /) fase "normal”, v > v,
— 4.39
kT Xs5,/2(1) (439)
3 condensado v < v,
onde
Xs/2(1) = ((5/2) ~ 1.342.... (4.40)

Podemos ver que para v < v, a pressao nao depende do volume (Fig. 4.4).

Pi

UT) "

Figura 4.4: Tsotermas dum gés de bosoes. Para v > v, (a T =const) observamos
a lei de Boyle-Mariotte

Para definir a fronteira de transi¢do entre duas dependéncias de P(v) (a
linha trassada na Fig. 4.4) usamos (4.29) e (4.30) para calcular:

2mh2((5/2) 1
m[vC(3/2)]2/3 v((3/2)

2rh?¢(5/2) \ 1 1
- (m[((3/2)]5/3> 0573 & 5B (4.41)

P = kBTcC(5/2)% =

Se v < v, usando a forma explicita do comprimento de onda térmico (3.84)
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obtemos para o BEC

kpTC(5/2) mkgT\*/?
P=—> "+ =kgT 2
m \3/2
= (503) " €(6/2) (kpT)* (1.42)
Esta dependéncia mostra-se pela linha azul na Fig. 4.5.
P

5/2,

Figura 4.5: As fases do gds "normal”’e do BEC (que corresponde a linha azul) no
diagrama P — T'.

Outras relagoes termodinamicas sao apresentadas nos Exercicios 5, p. 101 e
6, p. 102. Em particular, da Eq. (4.81) concluimos que as baixas tempera-
turas

Cy o T3/ (4.43)

(compare este resultado com (4.16)).

4.3 Gas de eletroes degenerado.

4.3.1 Consideragao geral

Partimos das equagoes (3.77) e (3.83) onde tomamos em conta que o spin
dum eletrao é 1/2 e por isso o indice de degenerescéncia é g = 2:

P 8m [ —8p2/(2m

T =g, ortn (1 ger/em) (444)
1 87 [ 9 1
v =W )y P e 41 (4.45)
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Fazendo substitui¢do z = p\/5/(2m) e

7
=lnf=—— 4.4
v=tnf= Lt (1.46)
reescrevemos (4.45):
)\3 8 oo 2
2= / — L dx (4.47)
v ﬁ 0 e v +1
Vamos calcular assimptética do integral
oo xn—l
para n > 1:
x™ 1 o 9 [ gntler?-v
L) =5 | T+ 2 [
n(v) n er*=v +1lo * n/o (e*=v +1)2 v
1 00 yn/26y—u 1 00 ey—v
n/o (ev=v 4+ 1)2 Y n/o (ev=v 4 1)2 v+ y=v 4
1 [ eV n
_ d |: n/2 von/2—1 _
1n /n
in 7_1) n/2=2( N2, 4.4
+55 (5 1) 2y -+ (4.49)

Para v > 1 podemos aproximar

o0 ey—v o0 ey—v o0 e?
dy———s ~ dy——— = ——dz=1
/0 WCEaE /_oo WCEEEaE /_oo (e + 1%
/oo dy(y _ V)Zeyfl/ N /oo dy(y _ V)Qeyfv _ /oo 2262 & — 12
0 (evr+1)2 ) o " (evV+1)2  J (e +1)? 3
e desprezar o termo

00 ey—v ©  ze? & zdz
/0 SR /_ (e +12" /_oo (/2 + e77/2)2

Assim obtemos

1 1 2
L(v) ~ v + 5 (g - 1) %WH (4.50)
Em particular para n =3 e n = 5 temos
/2 721

5/2 2 1
L)~ 2 <1 I > (4.52)
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4.3.2 Energia de Fermi

Agora podemos reescrever (4.47) na forma seguinte

A3 8 8 w21
2= L= 32 (140 = 4.
v \/’TT 3(V) 3ﬁy < + 8 V2> ( 53)

Logo concluimos que v > 1 corresponde ao limite

)\3
—>1 (4.54)

quando a onda de De Broglie é muito maior do que a distancia media v'/3 en-
tre atomos, i.e. ao limite essencialmente quantico. Neste limite na primeira
aproximacao em relagao ao v > 1 obtemos

—=— 4.55
v Sﬁy (4.55)
e portanto para o potencial quimico é igual, y =ep, a
T AN
=—|— 4.56
FT om < v > ( )
a grandeza e chama-se a energia de Fermi.
Para perceber o significado da energia de Fermi consideremos
(9} = 5o (457
"l = eper) 4 1 :
Se T' — 0 temos
2, ep<er
Np)T—0 = 4.58
(np)r=0 {O AN (4.58)
Definimos o raio de Fermi, pr, pela condicao
2
ERp = Pr (4.59)

e portanto

2\ 1/3
pr =" <37T> (4.60)

(%
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<n,>

2

T
Yo,
.,

s
.
.
.
.
o] Ny
" 1 O
.
Y
.
.
e

& €

Figura 4.6: Numero de ocupagéo de estado e, por fermides.

A superficie no espaco de momentos lineares definida pela condigao €, = e
chama-se a superficie de Fermi. A superficie de Fermi para um gés ideal de
fermiGes no vacuo é uma esfera do raio pg.

Introduzimos ainda a temperatura de Ferm: Tr como
kBTF =Er (4.61)

Portanto o limite € < e corresponde a T' << Tx e neste caso o gas refere-se
como um gas degenerado.

Fazemos uma estimativa numérica, considerando de o nimero de eletroes
num metro ciibico dum metal é de ordem de 10%°. Como exemplo usamos o
valor para ferro: np = 1.7 x 102 m~3. Tendo em conta a massa do eletrao
me = 9.10938356 x 10731, kg calculamos para Fe

ep = 171878 x 10718 J,  Tp ~ 128837 K (4.62)

4.3.3 Potencial quimico para 0 < T < T

Nos obtemos que para T' = 0 o potencial quimico de fermioces é y = ep.
Agora vamos calcular as corregoes a este valor para T > 0, ie., u(T) a
v =const. Definimos

EF

S 4.63
T (4.63)

vp
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A partir de (4.53) obtemos a relacao

ANPO. T 4.64
v 3T (” M 2 (4.64)
que pode ser reescrita como
DI S|
32, 3TN w1 (4.65)

8 v 8 V}E/Q'

Agora usamos que devido (4.55) valido a T'= 0

37 A\ Y3
—_— = 4.66
( 8 w > r ( )
e portanto
2/3 )
.32 w1 w1
F

Finalmente obtemos

7'1'2 k:BT 2
~ 1—— | — 4.
M EF [ 12 ( - > ( 68)

O ntimero de ocupagao para um 1" > 0 é representado pela linha tracada na
Fig. 4.6.

4.3.4 A energia interna e capacidade calorifica

Usando &, = p*/(2m) e (4.48) calculamos

Vo dr [
U= 25p<”p> = @rh)3 2m J, p*(ny)dp
P

_ v W/‘”p“dp
(rh)32m Jo efer—v +1

V 7 5/2/°° rhdx
= T (QmksT _rar
(rh)3 2m( mkpT) 0o e v+l

_V =
~ (mh)32m

(2mkgT)"? Is (v) (4.69)
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Agora vamos usar que na aproximacao (4.67) (ou
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(4.68)) a partir de (4.52)

obtemos (neste célculo desprezamos todos os termos de ordem mais alta do

1/2
que VF/ )

Substituindo em (4.69) obtemos

572 1
12 VF

)

Vo om3/?

T o 5
V. m3/295/2 2
o 5 F °
V. m3/293/2

= m s

; O+

= *N&“F
U =

(QkBTVF)5/2 <1 + —

F m%
3w

3/2 2
) 5

—E€F

(5

2m
52 1)

12 VF
1+( )

Para a capacidade calorifica a volume constante temos

5

O resultado final é

kpT

EF

3
SN
5 EF

Cy

_ kT
Nkp

26F

Na mesma aproximagao para a pressao obtemos

2EF
1
5v[+ (

_2U _
3V

52
12

kpT
EF

)

572 1

(1+

(4.70)

)

)

12 Vi

(4.71)
(4.72)
(4.73)

(4.74)
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4.4

—_

Exercicios

[2] A temperaturas altas, a capacidade calorifica Cyy dum gés atémico

nao-relativista aproxima-se %N kp. Encontre a primeira correcao quantica

para estatisticas Fermi e Bose. Expresse a correcao em termos de 7'/Tp
onde Ty é a temperatura de degenerescéncia.

. [1] Demonstrar que para um gas ideal de fermiGes no limite kT < e

a energia livre de Helmholtz se expressa com

3 572 (kT \>
F="2ecpN |1+ (22 4.
55F [ + 9 < . > + ] (4.75)

[1] Um cilindro é separado em duas partes por um pistao de desliza-
mento livre. Dois gases ideais de fermides encontram-se nos volumes
1 e 2. As particulas no volume 1 tem spin 1/2, enquanto particulas
no volume 2 tém spin 3/2. Todos as particulas tém a mesma massa.
Encontre a densidade relativa de equilibrio dos dois gases se T' =0 e
quando T' — oo.

[2] Sendo (ng) o nimero de particulas do condensado de Bose-Einstein,
usando a igualdade ng = N — Zp +0 Np demonstre:

(ng) — (no)? =Y [(np) — (np)?] . (4.76)

p70

. Demonstrar a validade de relagbes para um gas atémico de Bosoes

T>T,
@ U= 3py 3olo fuaplf) 1> -
X5/2(1)7 T < Tc
G Inf, T>T.
b) & =FksT 4.78
( ) N v {07 T<T, ( )
v
F ﬁXE)/Q(f)—lnf, T>T,
@ §= kT (479)
23 Xs/2(1), T <T,
5v
S 27\3X5/2(f)—1nf, T>T.
(@) N~ (4.80)
kN oV

27)\3X5/2(1)7 T<T,
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6. Usando os resultados do Ex. 5

(a) prove que

15 v 9 x3/2(f)

Y —Z , T>T,
Cv _ )1 e Xo2() 4 x1/2(f) (4.81)
kgN 15 v

ZFX5/2(1), T<T

(b) Demonstre que Cy é uma fungao continua da temperatura, mas
oCy
T

(¢) Determine a dependéncia da capacidade calorifica a volume cons-
tante da temperatura nos limites T — 0 (T < T;) e T — o0
(T >T,).

tem descontinuidade a temperatura critica T = T.

7. [2] Considere um gés ideal de d4tomos nao relativistos de densidade n,
com massa m, spin 1/2 e momento magnético u. Os dtomos spin-up e
spin-down constituem dois gases independentes.

(a) No campo magnético externo B a temperatura zero, os atomos
ocupam todos os niveis de energia abaixo da energia de Fermi
er(B). Tendo em conta que a energia de um &tomo é p*/(2m) F
uB, calcule os nimeros de dtomos spin-up, N1 e atomos de spin-
down, N_.

(b) Encontre o campo externo minimo que polariza o gés totalmente,
como uma funcao da densidade total n.

8. 2] A temperatura de ambiente, a distribuicdo de eletrées num metal é
préxima a de zero absoluto (veja estimativa (4.62)). Existem relativa-
mente poucos eletroes excitados acima da energia de Fermi, deixando
lacunas no mar Fermi.

(a) Explique porque.

(b) Mostre que a probabilidade de encontrar um eletrao com energia
A acima da energia de Fermi e ¢ igual a probabilidade de en-
contrar uma lacuna com energia —A abaixo da energia de Fermi.



Capitulo 5

Apeéendice

5.1 Propriedades de parénteses de Poisson

{ai,0j} = {pip;} =0, {ai,pj} = s

{f.g} =—{9, [}

{Af+Bg,h} =M [, h} + Blg,h}, ABER
{fg,h} ={f,h}g+ flg,h}

{f {9, n}} + {9, {0, f}} +{h, {f,9}} =0

A ultima propriedade é conhecida como a identidade de Jacobi.

5.2 Umas propriedades da funcao I

Definicao através do integral de Euler
oo
I'(z) = / t# e tat (Rez > 0)
0

Verifica-se

[(z+1) ==2I(2)

103
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or v ov ot
T = W NN =
= I = = -

(5.6)
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em particular, para factorial tem-se

nl=T(n+1), ra=1 (5.8)

Alguns valores

1 1
: <2> =m T @) =57 (5.9)

Uma férmula assimptética (z — oo, |arg z| < )

InT(z) ~ (z — ;) Inz— 2+ %ln(%’) +0 (1) (5.10)

z

5.3 Alguns integrais tuteis

o0 1 1
I, = / AP ia*“*l)/?r (”;) ., n=0,1,2,... a>0
0
(5.11)
1 T
Ip=—4/— 5.12
0 m Ct, ( )
Iopt1 = m, p=0,1,... (5.13)

(2p — N ™
Ly = "0\ s P= L2 (5.14)

5.4 Umas formulas da relatividade restrita

Relacao entre o momento linear e a velocidade duma particula com a massa

de repouso m
muv

p= V1—0v2/c?

Hamiltoniano duma particula relativista

H = c\/p? + m2c? (5.16)

(5.15)
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5.5 Umas propriedades da funcao delta de Dirac

(5.17)
5(z)=0, z#0 (5.18)
w6z — €) = E6(z — &) (5.19)
1
d(Az) = Wé(x), A#0 (5.20)
[ - otz = o(6) (5.21)
/ e*dy = 2m5(k)  (transformada de Fourier) (5.22)
Para a funcao
1 z?
5.(x) = _ 2
(@)= o (-5 (5.2
verifica-se
lim 6. (z) = 0(x) (5.24)
e—0
5.6 Transformada de Legendre
Considere uma funcao f das duas variaveis, x e y: f(x,y). Temos
of of
_af of 4. 2
df axd:t: + Jy dy = udz + vdy (5.25)
Definimos fungao g(u,y) das varidveis u e y, como
g(w,y) =ux — f (5.26)
Para a nova funcao temos
dg = d(uzx) — df = zdu — vdy (5.27)
e portanto
_0Og Oy
=g, U= 9y (5.28)

Assim a em vez de varidvel independente x agora temos a varidvel indepen-
dente u. A funcao g(u,y) é a transformada de Legendre da funcao f(z,y)
na variavel x.
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5.7 Formulas assintoticas

f(z)

f(z) ~h(z) (x— zo) significa xlg;lo hiz) =1
f(z) =o(h(z)) (x— z0) significa xlg;lo {ng =0

f(x)=0(h(x)) (x— x0) significa |f(z)| < Clh(x)|

numa vizinhanca de xg

Formulas uteis

o(f(2)) +o(f(x)) = o(f(x)) (5.29)
o(f(z))o(h(x)) = o(f(z)h(x)) (5.30)
o(o(f(x))) = o(f(x)) (5.31)

o(f(x)) + O(f(x)) = O(f(x)) (5.32)
o(f(x))O(h(x)) = o(f(x)h(z)) (5.33)
O(o(f(2))) = o(f(x)) (5.34)
o(O(f(x))) = o(f(x)) (5.35)

5.8 Oscilador linear quantico

Como exemplo de aplicacao da equacao de Schrodinger consideremos o os-
cilador linear quantico

A2 2/\
N P mwa
H=-—

2m+ 2

2

(5.36)

Na representagao de coordenadas a equacao de Schrédinger toma a forma

L oY h? 0% mw?a?
ith—— = _—t

ot 2m 0x2 2 ¥ (5-37)

O problema para os valores proprios do hamiltoniano reduz-se a equagao
diferencial
R d*  mw?a?

Tomds T 2

Y =Ey (5.38)
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Definimos os operadores
g MWt ED Gy mwd i (5.39)
2mhw 2mhw
e portanto
1 hw h
p=- m2 (a-ah),  @=y5—(a+ah (5.40)
Introduzindo
h
=/ — 5.41
0 mw ( )
podemos reescrever (5.39) na representacao de coordenadas
1 T d 1 T d
L (el - af = — [ = —pg— ) . 5.42
’ ﬁ(m”“dx)’ ’ ﬁ(xo xodw) 42
Verificamos que
[a,a7] =1 (5.43)
Em termos de operadores o Hamiltoniano toma a forma
hw 1
H:2(&Td+ddT>:hw<ﬁ+2> (5.44)
onde
n=a'a (5.45)
é o operador de nimero de ocupagdo (niimero de quantos).
Resolvemos o problema para valores préprios do operador 7:
n, = v, (5.46)
Aqui v é um valor préprio e ¥, (x) € H é a fungdo prépria com ||, || = 1.
Temos
v = (v, i) = (P, aTat,) = (athy, ah,) = |ag,|> > 0 (5.47)
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Consideremos v = 0, o que implica ||ai, || = 0 e portanto
ao =0 (5.48)

Usando (5.42) obtemos ODE homogénea da primeira ordem

dvp T
chO + ?1/,0 =0 (5.49)
0
que resolvemos facilmente
o = ce/(250) (5.50)

A constante ¢ determina-se a partir da condi¢ao de normalizacao
& 2 2
1= [0 = |c|2/ e~ /%) dy = Pao/T (5.51)
—0o0

Finalmente

o = —m—=e "/ (50) (5.52)

Para encontrar outros valores préprios vamos usar (5.43) para demonstrar
as propriedades

[h,a'] = [a'a,a'] = a'[a, a’] + [af, aT)a = a (5.53)
.I.

; [,
[h,a] = [a'a,a) = a'la,a) + [aT,a)a = —a (5.54)

Lema 5.1. af1, e ay, sdo as fungdes préprias do 7 que corresponde aos
valores préprios v+ 1 e v — 1.

Demonstragao:

N——

aatip, = (am +al) v, = (v+ Daly, (5.55)
g, = (ih — ) b, = (v — 1)ash, (5.56)

Logo v + 1 e v — 1 positivos sao os valores préprios do operador 7 e

a’TwV = CV-‘rle-i-la d¢u = cuwy—l (557)
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onde os constantes devem ser definidos a partir das condi¢des de norma-
lizacao:

lcv1|? = (@M, aly) = (W, aale,)

= (¥, (@'a+ D) =@+ D> =v+1 (5.58)
leu|? = (g, avy) = Wy, alay) = vl |> = v (5.59)
Finalmente
A, =V + 11, a, = Vi, (5.60)
O

Lema 5.2. v € N representam todos os valores préoprios do 7.

Demonstragao: Para demonstrar, que v nao pode ser fraciondrio repara-
mos, que para qualquer v € N, digamos n < v < n+1 aplicando "' vamos

obter o valor préprio negativo, o que proibido pela condigao (5.47). O

Uma vez, que v = 0, é um valor préprio, todos os niimeros naturais n € N
sao os valores préprios v = n. Para obter a funcao prépria 1,, podemos usar
a propriedade

wnzlnawn_lzn(;_l)(aT)an_Q:-.-: (a)" w0 (560

NG

Agora podemos calcular Aqui

-

H, —e’/2 (\@aT)n e~/
zo=1
d n
=" /22 <x — dx) e 2e (5.62)
Usando a igualdade
22 (AN e _ 4
e <33 da:) e T (5.63)

e portanto

e’/ (:U - d) e /2 = (—1)"i (5.64)
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R B S I (w)fﬂ (w)
2 24/ p_ 2\7o/ | "\ 2o
hw 1 1 2]

e[
2 8\/Tx0 | 2\®0/ | o
1 1 1 2

n (n—{—)ﬁw ——————exp |—= <x> Hn<$)
2 2nnly/Tx 2 \zo zo

obtemos polindmios de Hermite

dn
Hy(z) = (—1)%932%(;332 (5.65)
Os primeiros polinémios de Hermite
H()(w) =1
Hl({L‘) =2z
Hy(z) = 42 — 2
Hj(z) = 82° — 122

Os polinémios de Hermite sao mutuamente ortogonais:

/ dxefoHn(x)Hm(x) = /72", (5.66)
resolvem equagoes

o) () = 0 (5.67)
72 T n| H,(z) =0. .
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As funcgoes proprias ¥, (z) constituem uma base completa

> on(@)en(a) = 6z — ). (5.68)
n=0
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