2. Calculo diferencial e integral de campos tensoriais cartesianos em R"
2.1 Campos tensoriais continuos

Qualquer ponto Q do espaco R™ pode ser descrito de forma univoca pelas coordenadas cartesianas
(xq,...,%,,). A base de versores ortonormados (b.o.n) é:é,,..., é,, sendo cada versor &;tangente 3 i-ésima
linha coordenada, na qual apenas x;varia deixando invariantes todas as outras coordenadas x;(j # i). Em
coordenadas cartesianas, essas linhas sdo os eixos coordenados. Desse modo, qualquer deslocamento
vetorial infinitesimal d7* é expresso na forma:

Usa-se a convencdo de Einstein a menos que se diga o contrario.

Poderemos definir sobre um dominio arbitrario Q de R™um campo tensorial de ordem p ou seja, a uma
aplicagdo:T: 2 S R" — R™em que a cada ponto Q faz corresponder um tensor de ordem p com n?
componentes.

Sao exemplos de campos tensoriais em mecanica dos meios continuos, os campos escalares da pressao,
temperatura, densidade (p=0), os campos vetoriais da velocidade, aceleracdo (p=1), os campos tensoriais
das tensdes, da taxa de deformacao (p=2).

O campo T admite-se continuo (exceto eventualmente em certos dominios de medida nula, tais como
superficies ou linhas em R3 ou linhas em R?) e com derivadas continuas até uma determinada ordem, isto
é a ordem necessaria para as aplicagOes. Tal permite definir variagdes infinitesimais dos tensores no
espaco. Estas propriedades permitem a aplicacdo do cédlculo diferencial sobre campos de tensores.

A integracdo do campo T em subdominios de R™é também necessaria e Util em certas aplicagdes. Por
exemplo o comportamento mecanico integrado espacialmente de um fluido exige a integracdo espacial de
campos tensoriais.
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2.2. Nogao de Gradiente e Diferencial

Consideremos um campo tensorial de uma certa ordem p, T(Q) = T(#), aplicado no ponto arbitrario Q
com vetor posi¢do 7em relacdo a origem do sistema de coordenadas. Os versores nos quais se exprime T
sao os versores fixos da base cartesiana. Vamos exprimir a variagdo infinitesimal dT num pequeno
deslocamento d7:

aT
dT = dx; F rdx; (2)
A variacdo dT pode exprimir-se recorrendo ao operador gradiente. Um operador é uma aplicacdo que
converte uma func¢do noutra funcdo. Por exemplo a derivada é um operador porque converte uma funcao
na sua funcdo derivada. O operador gradiente é um operador tensorial de ordem 1 ou seja tem a mesma

estrutura que um vetor. Assim, em coordenadas cartesianas definimos o operador gradiente na forma:

_—)

grad =V = ai =)y él o, -(operador gradiente ou NABLA) (3)

O produto interno do deslocamento infinitesimal d7 com o operador gradiente fornece o operador
diferencial d:

— . , 0
d=dreV = (dx;e;) » ejT dxl-a—( .oe])

)
=dx; — ox) 8ij = dxl— Yiedx;— 5 (4)

A derivada dirigida segundo uma certa diregao /, orientada segundo o versor [é dada pelo produto interno

do versor Z)pelo operador gradiente ou seja:

a
iy =1 (5)

dl:Z).V
dl

onde dl é o deslocamento medido ao longo da direcdo orientada /. Em particular, se aplicarmos esse

ar . I T
operadora Tvem: d;T = - ousejaa taxa de variacao de T ao longo da direcao orientada /.
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2.3. Gradiente de um campo escalar

Consideremos um campo escalar diferenciavel T(¥) em R" de dimensdo n. O lugar geométrico X1 dos
pontos onde T =To =constante é um dominio (variedade) com dimensdo n-1, isto é que pode ser descrito
parametricamente com (n-1) parametros. Chamemos a esse dominio X1 de iso-dominio T (o prefixo iso
significa constante). Por exemplo em R3 os iso-dominios s3o iso-superficies (duas dimens&es). Em R?, os
iso-dominios sdo iso-linhas (uma dimensao). Ao longo dos iso-dominios T nao ha variagdao do campo T.

Calculemos a variagdo dT ao longo de um deslocamento arbitrario d7 = ||d7||vers(dT) = drlondedr > 0

€ o comprimento desse deslocamento e [ = vers(dr) o seu versor. Tem-se ent3o:
dT = dr(l+ VT) = dr||[VT|| cos(a); a = 2(I,VT) = angulo entre [e VT (6)
Esta expressdo permite mostrar as seguintes propriedades do gradiente de um campo escalar.

1) O gradiente de T é perpendicular aos iso-dominios de T. Na verdade, se o versor [for tangente aos
iso-dominios de T, a variacao dT=0 ou seja o produto interno [« VT =00 que significa que o iso-
dominio de T é ortogonal a I'T.

2) A maxima derivada dirigida positiva de T (maxima taxa de variacdo espacial positiva de T verifica-se

na direcdo e sentido do gradiente. Na verdade, tomando [ = vers(VT) tem-se: dT = dr||VT|| = 0.
Assim ||VT||~AT /Aronde Aré a distancia, medida na perpendicular entre iso-dominios em que
difira o campo difere de AT = 0. Deste modo, quanto menor a distancia Arentre iso-dominios (iso-
superficies, isolinhas), maior o mddulo do gradiente de T. O campo escalar T fica totalmente
caracterizado pelo grafico dos iso-dominios.
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(exemplo de iso-superficies em R3)

Isosurfaces of the function w = cos(x) + cos(y) + cos(z).

2.4. Gradiente de um campo tensorial cartesiano

Seja T um campo tensorial de ordem p>1 em R™ (exemplos: um campo vetorial, um campo de tensores de
22 ordem). Um campo tensorial é composto de nP campos escalares e portanto, poderemos calcular o
gradiente e os iso-dominios de cada uma das n® componentes.

O gradiente do tensor T de ordem p é assim um tensor de ordem p+1 que é formado pelo gradiente
(vetorial) de cada uma das nP componentes escalares. Tendo em conta que os versores da base em que se
exprime T sdo cartesianos e fixos (contrariamente ao que sucede em coordenadas curvilineas em geral),
tem-se:

QO
—.

T

(7)

VT = aaim(T,-@) = 8,8,

-
QD

X
Note-se a aplicacdo da Convencao de Einstein.
Para um tensor T de 22 ordem, o seu gradiente é um tensor de 32 ordem:
VT = &5 (Tuéjé) = 668 52 (®)
A variacdo infinitesimal dT de um tensor de ordem p é dada, tal como para o caso escalar por:
dT = dr « VT (9)

Note-se que para tensores de ordem p>1, em geral dr « VT # VT e dr # dT . No caso de p=2, VT e dr =
5 0 N g d > > ~ , . T

€; F (Tjkej)dxk; dr « VT = dx; s (Tjkejek). Em ambos os casos a contragao de indices é diferente.

2.5. Operador divergéncia de tensores cartesianos

O produto interno entre tensores permite construir o operador de divergéncia, muito Uutil em calculo
diferencial e integral em R™. Assim, em coordenadas cartesianas, define-se o operador divergéncia
aplicado a um tensor T cartesiano de ordem p=>1 na forma:
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L > 5 0

VeT =divl = eiz. . el-p a—xl (Tiiz...ip) (10)
onde se executa a contragao do indice da derivada com o primeiro indice da esquerda de T. O resultado é
um tensor de ordem p-1. Assim a divergéncia de um campo vetorial é um campo escalar, a divergéncia de
um campo tensorial de 22 ordem é um campo vetorial etc. Por exemplo em R3® com coordenadas
cartesianas (x,y,z), a divergéncia de um campo vetorial ¥ = u(x,y, z)é, + v(x,y,2)é, + w(x,y, z)é, vem:

. - ou v ad
div(D) = 5+5+O—VZV (11)

onde é,, é,, €,sd0 os versores associados as diregcBes orientadas x,y,z respetivamente.
Um campo tensorial de divergéncia nula diz-se solenoidal ou seja, em que div(T) = 0.
2.6. Operador Laplaciano

O operador Laplaciano define-se como a norma quadrada do operador gradiente, ou seja, o produto
interno do operador gradiente por ele préprio. Tem-se entdo o Laplaciano de um tensor T ordem p=0
(escalar, vetor, tensor):

- o - a2
V2T = (Ve V)T = LapT = €, €, € (Tiliz._.ip) (12)

6xi6xi

Por exemplo os Laplacianos de um escalar ¢ e de um vetor em R3 vém respetivamente:

0%¢p . 3%¢p  0%¢ - 9% 0% 9%
Lapep = P + 977 + 572 Lapv = Py + 357 + 372 (13)
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2.7. Operador Laplaciano iterado

Em algumas aplicagdes nomeadamente para a modelagao do atrito em mecanica de fluidos, usa-se o
Laplaciano iterado (ex. Laplaciano do Laplaciano). Assim tem-se o operador bi-harmaénico para a duplicacdo
do Laplaciano:

- - 9?2 a2
VAT = LapLapT = €,€j,...€ —(Tiliz...ip) (14)

! ip axjaxj axiaxi

Em coordenadas (x,y,z) e para o caso de um escalar ¢ tem-se:

4, _ _ (2% , 9%  9*\(oz , 2* 9
V*¢=LapLapy = (6x2 + dy?2 + 622) (axz + dy?2 + 622) ¢ (15)

2.8. Operador rotacional de tensores cartesianos

O rotacional (rot ou curl em alguma literatura inglesa) de um tensor T de ordem p>1 em R"recorre ao
produto externo em R™ e portanto, ao tensor alternante de ordem n em R"e a operacdo de produto
externo. O rotacional de T é também um tensor de ordem p.

2.8.1. Rotacional em R3

Usa-se o tensor alternante em R3ou o tensor de Levi-Civita:

> o -> d
VAT = rotT = 8,é,,... eipgkjsa_xj (Tsiz_,_ip) (16)

Pode assim definir-se o rotacional de um campo vetorial, bem como o rotacional de um campo tensorial.
Um campo tensorial com rotacional nulo diz-se irrotacional ou seja em que rotT = 0.

Em particular o rotacional é de um campo vetorial v = ué, + vé, + wé, = v,€; + 1,6, + v3€; = v;é;em

coordenadas cartesianas (x,y,z) é:

88,8,
> > > dvg 9 0 0 - (aw 617) - (6u 8W) > (8v au)
r =VAv= L — =122 9] = — = = _Z —_ = 17
ot v €k <€k]s 6xj> dx dy 0z €x dy 0z + €y 0z 0x te; dx 0y ( )
uvw

Tal como um produto externo entre vetores, o rotacional de um campo vetorial € um campo de pseudo-
vetores, i.e. cujo sinal depende de o triedro é,, é,, €,ser direto ou inverso.

2.8.2. Rotacional de campos bidimensionais emR?

O equivalente ao rotacional em R? (n=2) é um operador vetorial aplicado ao campo escalar ¢ (de ordem
p=n-1=2) na forma:

Vpne,=¢é dpdp| =€ (18)

€,
5 (222 = lon ool =8.22— 5 2
k - = * 9y Y ox
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Onde se usou o tensor alternante a 2 dimensdes: g1, = —&,1 = 1,61 = &, = 0.
2.9. Identidades entre operadores diferenciais

Usando as propriedades dos operadores divergéncia, rotacional, do produto externo, interno, triplo e
misto, é possivel obter varias entidades entre operadores que sao Uteis em cdlculo diferencial integral em
R3nomeadamente em mecénica dos meios continuos.

~ ey . . . = v~ - .
Tem-se entdao para um campo escalar arbitrario ¢, campos vetoriais A, B e vetor posigdao 7 as seguintes
identidades:

1:V A (Vo) = rot(grade) = 0

2:7 ¢ (VAA) = div(rotd) = 0

3:V ¢ # = n(n=2emR? n=3emR?)

4:VA7F=0

5:Vo(<pﬁ) = <p|7-ff+(ff-\7)<p

6:VA(pA) = oV AA+ (Vo) NA

7:Ve(ANB)=Be(VAA)—As(VAB)

8:V(AeB)=(AeV)B+ (BeV)A+AN(VAB)+BA(VAA)

9:VA(AAB)=AVeB+(BeV)A-B(VeA)—(AV)B

10:VA(VAA) =V(Ved)— (Vo)A

11:AA(VAB)—(AAV)AB=A(VeB)—(4dV)B

12:(AeV)A = %V(ﬁ e A)—An(VAA) (decomposi¢dodeWeber) (19)
Como exemplo, apresentemos a demonstracao de algumas igualdades.
2.9.1. Demonstragdode VA (AANB) = AVe B+ (B+V)A—B(V+4)— (A+V)E .
O produto triplo V A (/T A §)pode expandir-se como: (\7 . §)/T — (|7 . f_l))§(Vaplica-seaosdoisvectores)
Usando a derivada do produto em que se deriva um dos vetores de cada vez tem-se:

(VeB)A=A(VeB)+(BeV)A;(VeA)B=B(VeA)+(A+V)B

donde se obtém o resultado.
2.9.2. Demonstragdgode VA (VAA) = V(V e A) — (Ve V)A

ou rot(rot(/f)) = Grad(Div(fT)) - Lap(ff)

Desenvolvamos a componente i de V A (V A 4):
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N 0 d0A
[V N (V N A)] Slpq a (V A A) eipq a_ <€qrs a_x:> =
aZA aZA ZA

(glpngrs)m (eqipeqrs) =—=— 30, = (6ir8ps — 8isOpr ) ——— 30, Regra Epsilon-Delta) =
_ 0y 0%, Aniquil de Delt 0 (94 (Vo)A
= 67,01, axra (Aniquilagdo de Deltas) = ox; \ox, i

= [v(ve4)], - [(VeA],vi

Como a igualdade se verifica para cada componente i entdo obtém-se a igualdade para a totalidade do
vetor.
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2.10. Calculo Integral de tensores cartesianos

No célculo integral em R"™ sdo necessarios calcular varios tipos de integrais tais como o fluxo de um campo
tensorial através de uma superficie orientada e a circulagdo ao longo de uma curva fechada.

2.10.1. Fluxo de um campo tensorial através de uma superficie orientada

Consideremos uma superficie orientada = no espago R3 (superficie curva) ou no espago R? (superficie
plana) limitada pela curva fronteira 6X. Em R3, uma superficie orientada é aquela que tem dois lados bem
definidos e ndo é possivel através de um percurso ao longo da superficie passar de um lado para o outro da
superficie. Existem superficies ndo orientadas tais como a fita de Mdbius, isto é que tém apenas um lado
como mostra a figura.

A curva fronteira 0% de = é em geral uma linha torsa se  c R3 ou plana se pertencer a um determinado
plano de R3. Tendo essa superficie dois lados bem definidos, poderemos definir um ‘lado de dentro’ e o
correspondente ‘lado de fora’. O elemento de superficie orientada define-se como:

dr = id~ (20)

onde dXé a area infinitesimal (positiva) e 71é o versor normal que aponta para o lado de fora. O versor
tangente té o versor com o sentido direto, tangente a curva orientada d%. O elemento de arco ao longo de
0% é dl. O sentido direto (anti-horario) é aquele que deixa a superficie ¥ a sua esquerda. O versor ué
tangente a superficie e perpendicular a curva fronteira 0Z. Tém-se as relagdes:

A=tAt=1AU (21)
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O fluxo de um campo tensorial T em R3 (ou R?), de ordem p>1 através da superficie orientada = (curva ou
plana) é o integral:

O5(T) = [[,dZr T (22)
Superficie Curva T em R’ Superficie Plana ¥ em R’
z) ox
n
F 3
1]
02 dl t

9 u
\
’}/ y g
Convengdo: Normaln para ca: pinta [@]

Convengdo: Normaln para l4: cruz

Em particular a superficie £ pode ser a fronteira 9Q de um certo dominio tridimensional 2 € R3. Nesse
caso a superficie 2=0Q é uma superficie fechada e o seu bordo 0% é o conjunto vazio (ndo tem bordo).

Aplicagdo: Calculo da quantidade de massa total (ou parcial) escoada por unidade de tempo e que

atravessa a superficie orientada X. O campo T e o respetivo fluxo sdo neste caso:
T = ip; (i) = ff dzii « Bp
pX

onde p é a densidade do fluido (ou densidade parcial de um certo tipo de massa especifico, ex: sal, vapor)
e Ué a velocidade do fluido. A quantidade @5(p?¥) tem dimensdes fisicas de kg/s (massa/tempo) e na
terminologia dos fluidos chama-se débito de massa. Se a velocidade ¥ for tangente em cada ponto a
superficie, entdo 71 e ¥ = 0 e o débito é nulo, ou seja, a massa n3o atravessa X, verificando-se a condi¢do
de fluxo nulo ou de impermeabilidade total (ou parcial a um certo tipo de massa ou espécie quimica).
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2.10.2. Fluxo no bordo de uma superficie orientada

A superficie orientada Z (curva ou plana) tem como fronteira a curva orientada 0Z. Esta curva tem como

e . — . H
versor tangente t, versor normal exteriorue elemento de arco dl. Define-se o fluxo de um campo tensorial
T (de ordem p>1) através da curva 0~ como:

Gps(T) = _dlii e T

Aplicagdo: Consideremos o escoamento bidimensional sobre uma superficie (ex. escoamento de agua
sobre uma bolha de dgua e detergente (sabonadria)). A massa esta distribuida por unidade de superficie
sendo o seu valor ¢ (densidade areolar ou por area) de dimensdes kg/m?. O débito (quantidade de massa
gue atravessa 0Z é dado por:

T = B0; @sp(0B) = ¢ dlii » Bo
A curva 0Z que limita X é fechada, no entanto pode igualmente calcular-se o fluxo ao longo de uma curva
nao fechada C com extremidades (inicio e fim).
2.10.3. Circulagdao de um campo tensorial T ao longo de uma curva orientada fechada

Consideremos um campo tensorial T de ordem p>1 em R3 (ou R?). A circulagdo de T ao longo de uma
curva fechada orientada C é o integral de linha:

I (T)=¢.dlteT (23)

C dl

>
=

1

d
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Aplicagao: Consideremos um fluido circulando em circuito fechado em sentido Unico ao longo da curva
fechada C (célula de circulagdo) com massa por unidade de comprimento ou densidade linear p| (em kg/m).

. e s . . ~ , . ~ 1 >0~ 2,
A energia cinética do fluido em circulagao é dada pela circulagdo ao longo de C do vetor 5P1||U||U ondetéo

versor de v.
2.10.4. Teoremas Integrais em R3 e R?

O célculo de integrais tridimensionais 3D num dominio QcR3 pode em certos casos ser obtido pelo integral
na sua fronteira 0Q2 de normal exterior (apontando para fora) 7ide componentes n. Tem-se entdo o
teorema de Stokes generalizado em volumes (TSG-vol):

[l dv o () =, dEni (...) (24)

Onde (...) € um campo tensorial arbitrario envolvendo produtos interiores ou exteriores com o indice i e
. . . s . - .
onde 55580 as derivadas em relagdao as coordenadas cartesianas. Alguns corolarios deste teorema muito
i

geral sdo o teorema do fluxo-divergéncia.

2.10.5. Teorema do fluxo-divergéncia em R3, de Gauss ou de Ostrogradsky

.
Tome-se no TSG-vol as componentes cartesianas A; do campo vetorial Ae faga-se a contragdao em i. Obtem-
se:

[If, dv 22t = [f, dvdivA = §f, , d57i « A = dpo(A) (25)

Xi

ou seja, o integral de volume da divergéncia iguala o fluxo através da fronteira. Tal permite definir a
divergéncia de um campo vetorial como o limite quando 2->0 do Fluxo/Volume.
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2.10.6. Outras aplicagdes do teorema TSG-vol

(...) = escalarg
f j J dv grade = # dX 1 ¢ (integral de volume de gradiente)
) 20

(...) =A A(produto externo com A)
JI],dvrot A= dp, dXiiAA (integral de volume de rotacional)

2.10.7. Teoremas Integrais em R3 e R?

(26)

O teorema de Stokes generalizado pode aplicar-se também sobre uma superficie orientada £ de normal

— . . . 2 . — 2 —
ncom linha fronteira ou bordo orientado:0X com versor tangente te normal exterior u = t An. Tem-se

entao o teorema TSG-sup:
ffEdZ(ﬁA V):(..)= gﬁazdl(ﬁ/\ﬁ)i (.= giazdlti ..
Aplicagdes do teorema TSG-sup em R3

(..) = @& [[,dZinVp = § .dlEp

(--.)=Aiffd2(ﬁ/\m./Tzﬂdzﬁ.(v,\g) _

= FluxodoRotacionalded = ¢ dife A =
oz

Circulagdo de A no bordo=ryz(A4)(Teorema de Stokes)

Este teorema permite definir rotacional como o limite quando X0 do quociente circulagdo/area.

C.O=AA[[dEGAVINA=6 dIENA

Aplicagdo: vetor drea tomando 4 = # = vectorposicdog
g — 1 - -5
r= [l drn=2¢, 7 Aadr
2.10.8. Teorema de Green

No caso de T ser uma superficie plana com normal 7iconstante tem-se:

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

R
Tomando um campo vetorial Abidimensional (com componentes apenas sobre X) e fazendo a contracdo

dos indices tem-se:
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ffdz(v-ﬁ)w =f}§ dlii e A =
pX 0z

= <D52(/T) = Fluxo de 4 através da linha orientada (33)

Ou seja, o integral de superficie da divergéncia iguala o fluxo através do bordo. Este teorema é uma versao
2D do teorema fluxo-divergéncia. Outra aplicacdo em 2D é a do integral do gradiente 2D:

ﬂ); dZ(Ve)yp = 9532 dlig (34)
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