Analise Matricial — Exame 1

PRIMEIRA EPoca (11/JAN/2019)

Duracao: 3h

3 =3 3
1 (4 valores). Considere a matriz A = [4 —4 3| e M3(R).
4 —4 3

(a) Verifique que v = ‘/?3[1 1 1]T ¢ um vector préprio de A e, caso exista, construa uma

matriz unitaria que tenha v como primeira coluna.

(b) Determine uma matriz unitdria U € Mj3(C) tal que a matriz U*AU ¢ triangular

superior.

(c) Diga se existe alguma matriz unitaria V e M3(C) tal que a matriz V*AV é diagonal.
2 (3.5 valores). Seja A € M3(R) uma matriz tal que A*(A —I3) = —(A — I).

(a) Indique todas as possibilidades para o polinémio minimo da A.

(b) Justifique que A ¢é diagonalizével.

(c) A é simétrica se e s6 se A =1Ij.

-1 0 21
3 (2 valores). Considere a matriz A = | 0 1 1—i|eM;3(C). Seja | +|: M3(C) >R
-2t 1+7 1

a norma matricial induzida pela norma euclideana || * |5: C* — R. Determine |A| e |A™!|

(caso seja possivel).

4 (3.5 valores). (a) Seja A € M,,(C) uma matriz diagonalizdvel com o(A) = {A1,..., \¢}
em que \; # A; sempre que 1 < ¢ # j < t. Sejam Gy,...,G; € M, (C) os projectores
espectrais de A associados a Aq,..., \;, respectivamente. Prove que AG; = G;A =
A G; para todo 1 <17 < t.

2 0 2
(b) Considere a matriz A = |0 2 —2| € M3(R). Determine os projectores espectrais
2 1 1

de A e calcule e*® para qualquer « € R.



0 1 0 -1
. : 1 6 1 1

5 (4 valores). Considere a matriz A = e My(C).
12 1 -5 0

0 1/2 1/2 =2
(a) Esboce os discos de Gersgorin de A e justifique que A tem pelo menos trés valores
préprios distintos.

Is

(b) Usando uma matriz D = com € € R* conveniente, prove que A tem um e um

£
s6 valor préprio A € o(A) tal que |\ + 2| < 1.

(¢) Usando as alineas anteriores, justifique que A tem 4 valores préprios distintos e conclua
que A ¢ diagonalizavel.

6 (3 valores). Considere a matriz A =

S M5(R)

SO O ===
S = = = O
—_ o N O O
O N = O O
N O O O =

(a) Verifique se A é irredutivel.
(b) Usando o teorema de Gersgorin, prove que p(A) = 3.

(c) Justifique que existe um e um s6 vector p € R® tal que p > 0, Ap = 3p e |p|l; = 1.

Determine este vector.

(d) Prove que a sucessao (%Ak) ¢ convergente e determine o seu limite.

keN



Analise Matricial — Exame 2

PRIMEIRA EPoca (30/JAN/2019)

Duracao: 3h

1 -1 0 =1

1 (4 valores). Considere a matriz A = _
0 1 1 —i

] S ./\/l2><4((C).

10
(a) Justifique que existe uma matriz unitaria My(C) tal que U*(AA*)U = [O 5] :

(b) Sem efectuar calculos, diga quais sdo os valores préprios da matriz A*A € My(C) e

indique as respectivas multiplicidades (algébricas e geométricas).

¢) Pondo U = |u; uy| em que uy, us € My, 1(C), justifique que existem vectores us, uy €
q J que q
My1(R) tal que amatriz V = [?ATul gATug u; u4] é unitdria e tal que V*(A*A)V

é uma matriz diagonal com coeficientes reais.

0 -1 0 1
, -2 1 4 -3 ..
2 (3.5 valores). (a) Prove que a matriz A = L0 2 1 e My(R) é nilpotente e
-2 1 4 -3

determine a sua forma canoénica de Jordan.

(b) Indique uma forma canénica de Jordan de uma matriz A € M;(C) tal que r(A) = 4,
n(A — 15) =2e TL((A — 15)2) = 4.

(c) Sabendo que A € M,,(C) tem polinémio minimo ma (z) = 2% —z — 1, prove que A +1,,

é uma matriz invertivel e determine (A + I,)~".

3 (2 valores). Seja | » ||: M, (C) — uma norma matricial. Prove que:

(a) Para qualquer matriz A € M,,(C) e qualquer k € N, tem-se

p(A)" < p(A") < A% < |A]"

(b) Se A € M,,(C) for uma matriz normal e | * |, for a norma espectral em M,,(C), entao
p(A)k = |A¥| = |A|* para todo k € N.



) n—1 n—1

2n 2n
4 (3.5 valores). Para qualquer n € N, considere a matriz A,, = ”2—;1 0 "2—;1 e M3(R).
n—1 n—1
nl ool
2n 2n

(a) Usando o teorema de Gersgorin, prove que A, tem trés valores proprios reais distintos.

(b) Usando o teorema da continuidade dos valores préprios, justifique que a matriz

—2 1/2 1/2
A=[1/2 0 1/2| e MsR)
1/2 1/2 -2

tem trés valores préprios reais o, 8,y em que -3 <a < —1, -1 <f<lel <~vy<3.
0

5 (4 valores). Considere a matriz A =

1 € M4(R)

2

N O NN
S O = O

2

0

2

0
(a) Usando uma norma matricial (...)
(b) Verifique se A é irredutivel.

)
)

(¢) Usando o teorema de Gersgorin, prove que p(A) = 3.
)

(d) Prove que e = £[1 111 1]T ¢ o tnico vector p € R%*! tal que p > 0, Ap = 3p e
Ipllh = 1.

(e) Justifique que A é primitiva e conclua que a sucessao (%Ak)keN é convergente. Qual

é o seu limite?



Analise Matricial — Exame 3

Eroca ESPECIAL (16/JUL/2019)

Duracao: 3h

1 (4 valores). (a) Determine a decomposi¢ao em valores singulares da matriz

-1 11
A= [ 1 0 1] Engg(C).

(b) Seja N, o conjunto constituido por todas matrizes normais em M,,(C) e, para quaisquer
matrizes A, B € N,,, defina A < B se A for unitariamente semelhante a B (isto é, se
existir uma matriz unitaria U € M,,(C) tal que B = U = AU).

(i) Prove que x é uma relagao de equivaléncia em N,,.

(ii) Mostre que duas matrizes normais A, B € N,, serdo unitariamente semelhantes

se e sO se tiverem os mesmos valores proprios cam as mesmas multiplicidades.

2 (3.5 valores). (a) Diga qual a forma canénica de Jordan da matriz
-1 0 1 0
0O -1 0 O
A = e My(C).
0O 0 -1 0

(b) Seja A € M5(C) e seja {v1,...,vs} uma base de C® tal que
AV1 = 07 AV2 = Vi, AV3 = Vo, AV4 = O, AV5 = V4.
Justifique que A? = 0 e diga qual é o polinémio minimo de A?

3 (2 valores). (a) Sejam |[*|": M, (C) — e | x]|": M, (C) — normas matriciais. Prove que

a aplicacao | * |: M,,(C) — definida por
A] = max{|A]',|AJ"}),  AeM,(©),
também é uma norma matricial.
(b) Seja A € M,,(C). Prove que:

(i) Se existir uma norma matricial | *|: M, (C) — tal que |A| < 1, entao a sucessao

(A™),en € convergente com lim,, ,, A" = 0.

(ii) Se p(A) < 1, entao a sucessdo (A"),en é convergente com lim,, . A" = 0.



4 (3.5 valores). (a) Usando os discos de Gersgorin, prove que a matriz
—2 /3 1/3
A=|-i/3 0 2i/3]eMs(C)
1/3 —2i/3 2

tem tr’es valores pr?oprios reais distintos. [Sugestao. Compare A e Ax.]

(b) Prove que para qualquer matriz A € M,,(C) existe uma matriz diagonal D € M,,(C)
tal que A + D tem valores préprios todos distintos. [Sugestdo. Defina D usando os

raios de Gersgorin de A.]

5 (4 valores). (a) Prove que a matriz
(3110 0]
03110
A=1005 0 1|eMs5R)
00150
1000 5]

é irredutivel com p(A) = 6 e, caso exista, determine um vector p € R5*! tal que p > 0,

Ap =6p e |p|; = 1.
(b) Seja A € M,,(R) uma matriz ndo-negativa e irredutivel. Prove que:

(i) Se v € R" for um vector préprio associado ao valor préprio p(A), entdo v > 0 ou
v < 0.

ii) Existe um e um sé vector proprio v = (vq,...,v,) € R™ associado a p(A) tal que
P

maXigign Uy = 1.

(iii) Para v como na alinea anterior, maxj<;<,(Av); = p(A).



