EXERCICIOS - FOLHA 4

4.1. Verifique se a matriz

é normal.

4.2. Seja A € C™" uma matriz normal. Prove que, (u|v) = 0 para qualquer u € R(A) e

qualquer v € N(A).

4.3. Seja A € C"*"™ uma matriz normal e sejam A, u € 0(A), X # p. Prove que, (u|v) = 0 para
qualquer u € N (A — A\I,,) e qualquer v e N(A — uL,).

4.4. Seja A € R™". Prove que AT = A (isto é, A é uma MATRIZ SIMETRICA) se e s6 se A é

normal e todos os seus valores préprios sao reais.

4.5. Seja A € C™" uma matriz tal que A* = —A (isto é, A é uma MATRIZ ANTI-HERMITICA).
Prove que todos os valores préprios de A sao imagindrios puros (isto é, multiplos de 7). Jus-
tifique que o mesmo acontece quando A € R™™™ (neste caso, dizemos que A é uma MATRIZ
ANTI-SIMETRICA).

4.6. Seja T € C™™ uma matriz triangular (superior ou inferior). Prove que T serd normal se

e so se T for diagonal.

4.7. Sejam A € C™", X\ € C um valor préprio de A e v e C*™! um vector préprio de A

associado a A. Prove que:

(a) Se A for invertivel, entao A=! é um valor préprio de A~ e v um vector préprio de A~}

associado a A 71,

(b) Se A é normal, entdo A é um valor préprio de A* e v um vector préprio de A* associado
a A
(c) Para qualquer k € Z, A\*¥ é um valor préprio de A*¥ e v um vector préprio de A*

associado a \*.

d) Para qualquer polinémio p(t) = ag+ agt+ - - -+ a,,t™ com coeficientes ag, aq, ..., Q,, €
( qualquer p p NI
C, p(A) é um valor préprio de p(A) e v um vector préprio de p(A) associado a p(A);
aqui, p(A) = apl,, + 1A + -+ + @, A" € C"".
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4.8. Sejam A,E € C™™ matrizes hermiticas com valores préprios A\; = Xy = -+ = A\, e
€1 = €9 = --- = g,, respectivamente. Prove que B = A + E ¢ uma matriz hermitica cujos

valores proprios jiy = g = - -+ = i, satisfazem
i +E1 = =N+ ey, 1<i<n.
[Sugestdo. Use o teorema de Courant-Fischer.]

4.9. Sejam A € C™™ uma matriz hermitica com valores préprios A\; = Ay = --- = \,, ue C**!

e a € C. Prove que

A u
B =
ut o«
¢ uma matriz hermitica cujos valores préprios p1 = o = - -+ = 41 satisfazem
Hi = N = iy, I<i<n.

[Sugestao. Use o teorema de Courant-Fischer.]



