EXERCICIOS - FOLHA 5

5.1. Seja A e k™" uma matriz diagonalizavel? e seja o(A) = {\1,...,\.} onde \; # ),
sempre que 1 < 7 # j < r. Paracada 1 < i < r, seja m; = m.a.(\;) e seja X; € k">

uma matriz cujas colunas sdo uma base do espac¢o nulo N(A — \1,,); deste modo, a matriz

P = [Xl Xy - XT] e k™™ ¢ invertivel e tal que
Ml 0
PIAP = 9 AJ"” 0
00 AL,
Por outro lado, sejam Y; € k»*™ para 1 < i < r, tais que P~! = [Yl Y, --- YT]T e, para

cada 1 < i < r, definamos G; = X;Y] € k"*". Prove que:
() I,=G1+Ga+---+G, e A=MNG +MGo+ -+ NG,
(b) Para quaisquer 1 <i,j < r, tem-se
G;, seil #j,

G,G; =
! 0, sei#j.

(c) Para qualquer 1 <i < r, tem-se

R(G) = RX) = N(A - \L) e N(Gi)=R(A - \L).

As matrizes Gy, ..., G, € k™" chamamos 0s PROJECTORES ESPECTRAIS de A e dizemos que
A =)\G; + MGy + -+ NG, é a DECOMPOSICAO ESPECTRAL de A.

(DRecorde (da Algebra Linear) que A € k™" é uma MATRIZ DIAGONALIZAVEL se existir uma

base {vi,...,v,} de k™*! inteiramente constituida por vectores préprios de A; nesta situacio, se P =
[vl Vo ceo vn] e C™*"  entao
M O -0
0 X -+ 0
P AP = ) ]
0 0 - A\,

onde Aq,..., A\, € C sdo os valores préprios de A (com repetigoes).
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5.2. Para cada uma das matrizes indicadas abaixo, decida se sdo diagonalizdveis (sobre R e

sobre C) e, para as que o forem, determine os respectivos projectores espectrais:

1 -4 -4 3 2 1 -4 -3 -3 1 -2 0
§ —11 =87, 0 2 0f, 0 -1 0 e 0o 1 =2
-8 8 5 -2 =3 0 6 6 5 -2 0 1

[As trés tdltimas ja foram consideradas no Exercicio 3.4.]

5.3. Seja A € k™*"™ uma matriz diagonalizavel (sobre um corpo arbitrario k) e sejam Gy, ..., G, €
k™™ os projectores espectrais de A. Usando a decomposicao A = A\Gy + --- + A\, G, onde
A1, .., A € k s@0 os valores proprios de A (distintos dois-a-dois), obtenha uma demonstracao
alternativa do teorema de Cayley-Hamilton (para matrizes diagonalizéveis), isto é, prove que

pa(A) = 0 onde pa(t) € k[t] é o polinémio caracteristico de A.

5.4. Verifique o teorema de Cayley-Hamilton para cada uma das matrizes diagonalizaveis do

Exercicio 5.2.

5.5. Seja {vy,...,v,} € k™! um conjunto linearmente independente de vectores préprios de A,
associados a valores préprios A1, . .., A, € k (respectivamente), e seja P = [Vl A X] e k™xm,
Justifique que P é matriz invertivel e prove que, se P~! = [W1 e wn]T onde wy,...,w, € k"*1,
entao

ATw; = \w;, 1<i<n

(isto é, wy,...,w, sao vectores préprios de AT associados aos valores proprios Ai, ..., \,,

respectivamente. )

5.6. Explique a razao por que o argumento seguinte nao serve de “prova”’ para o teorema de

Cayley-Hamilton:
pa(t) = det(tl, — A) = pa(A) = det(AI, — A) = det(0) = 0.

5.7. Considere as matrizes reais
1/2 1/2 1
A = / / e A = /5 1/5 )
1/4 3/4 —1 12
Em cada um dos casos, prove que a sucessao (AF).cy é convergente e calcule limy_,. A* por

dois processos distintos: usando uma matriz diagonal e usando os projectores espectrais de A.

5.8. Considere duas regioes geogréaficas, Norte e Sul, e suponha que, em cada ano, 50% da
populacao do Norte migra para Sul e que 25% da populacao do Sul migra para Norte. Admitindo
que o processo se repete todos os anos (uniformemente), decida se a populagao do Norte tende

a desaparecer ou se tende a estabilizar.
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5.9. Para qualquer matriz A € C"*", defina p(A) = maxe,(a)|Al; @ p(A) chamamos o RAIO
ESPECTRAL da matriz A. Prove que:

(a) p(A) < |A| para qualquer A € C™*". [Sugestdo. Considere um vector préprio v e C"*!
com |v| =1 e amatriz V= [v0 --- 0] e C™"; justifique que [AV] < |A[[V]]

(b) Se A € C™ " for diagonalizavel, entao a sucessao (A¥)yey serd convergente com limy_,,, A =

0 se e sé se p(A) < 1.

(c) Se A e C™" for diagonalizdvel, entdo a sucessao (|AF|VF) Loy SETd convergente e

p(A) = limy oo |AM] /.

eN



