EXERCICIOS - FOLHA 6

6.1. Prove que | * |1 e || * |5 sdo de facto normas em C"*!.

6.2. Prove que:
(a) Para qualquer v e C"*! |[v]le < |V < |[v]:.
(b) Para qualquer v e C™, |[v]y < v/n|v]z e [v]z < v/nfv]e.
6.3. Seja || * || uma norma em C™*!. Prove que
uf = vl <u-v], wvecC™.
6.4 (DESIGUALDADE DE HOLDER). Prove que, se p,q € N forem tais que % + % = 1, entao
wr vl < July [vlg,  w,veC™
[Sugestdo. Considere a fungao f(x) = (1 —\) + Az —2*, 0 < x < 1, para provar que
AN < e+ (1= N8, a, B eRy,

e conclua que

>l <3 3 ful o X fufr =1

1<isn 1<isn 1<i<n

para quaisquer u,v € C**! com [ul, = |v], = 1.

6.5. Usando a desigualdade de Holder, prove que, se u € R"*! for tal que Dcicn Ui = 0, entao

‘uTV| < |lul; (W)’ ve Rnxl;

para qualquer v € R™*! pomos vmax = Maxj<j<n Vi € Umin = MiNj<i<p ;.
6.6. Seja p = 1 um ntimero real (arbitrario).
(a) Prove a DESIGUALDADE DE MINKOWSKI:
[a+t vl < uly + vl  wveC™
[Sugestao. Observe que
o+ B < laffa + B~ + 18l la+ B, a,BeC,

e use a desigualdade de Hélder com p e ¢ = I%.]
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(b) Conclua que || » ||, é de facto uma norma em C™**!. Além disso, prove que

IVl = lim [v],,  veC™
p—0

6.7. Determine a norma euclideana das matrizes

010 4 =2 4

1 =2
) 0 01 e -2 1 =2

-1 2
1 00 4 =2 4

6.8. Determine a norma espectral |Als da matriz

PR L
310 V8
Observe que A é invertivel e calcule [A™!,.

6.9. Considere as normas vectoriais | * ||; e || * |, em C™ ! e as respectivas normas matriciais

| * |7 el * |, induzidas em C™*". Prove que

r_ o I o nxn
[Aly = max ), las;|l e [Alo=max ), |ail,  AeC™™
1<i<n 1<j<n

3 —1
Calcule A} ¢ |A]/, para A = ¥3 .
AT} e ALy pora A = % [0 @]
6.10. Calcule a norma espectral | x |5 e as normas induzidas | * |} e || * |/, de cada uma das

matrizes do Exercicio 5.7.

6.11. Seja P € C™*" uma matriz invertivel, seja | = | uma norma matricial em C"*" e defina
| *|p: C"™™ — R por
|Alp = [PT'AP|,  AeC™™

Prove que | * |p é uma norma matricial.
6.12. Demonstre a Proposicao 8.4.

6.13. Para qualquer A € C™*", definimos o RESOLVENTE de A como sendo a funcao de variavel
complexa R: C\o(A) — C"*" definida por

R(z) = (21, — A)™ !, zeC\o(A).

Prove que, se | * [: C**™ — R for a norma matricial induzida por uma norma | » |: C*! — R,

entao
1

A 2€C\(A), [z >|A].
2| = |A]

IR(2)] <

6.14. Considere a norma euclideana || [, em C"*!. Seja A € C™" esejam 0y = 09 = -+ = 0, >

0 todos os valores singulares (com repeticoes) de A. Prove que |Ally = /07 + 03 + - + 02.

6.15. Prove que, se A, B e C"*" forem normais, entao p(A) = |A|s e p(AB) < p(A)p(B).
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6.16. Seja A € C™*"™ e sejam 07 > g9 > --- > 0, > 0 os valores singulares de A. Prove que:
(a) |\ < oy para qualquer \ € o(A).
(b) Se A for invertivel, entao o, < |A| para qualquer X € o(A).

1/2 1

6.17. Considere a matriz A =
0 1/2

] e (CQXQ.

(a) Calcule A* e p(A*) para qualquer k € N.

(b) Justifique que p(A*) = p(A)* para qualquer k € N.

(c) Que pode dizer sobre limy_,, A¥, limy_o |A¥|,, limg_o |A¥]|] e limg_ |A*],, onde

| * |5 e | *|., sdo as normas induzidas por || * [|; e | * |, respectivamente.
12 1

1/8 1/2
(vk) reny POT Vi1 = Avy para qualquer k& € N. Prove que limy_,o vi, = 0 (independentemente

6.18. Considere a matriz A = [ ] e C?*2 ¢, escolhendo v € C?*!, defina a sucessao

da escolha de vy).



