
EXERCÍCIOS – FOLHA 7

7.1. Localize os valores próprios da matriz A “

»

—–
5 1 1

0 6 1

1 0 ´5

fi

�fl P C3ˆ3.

7.2. Usando o teorema de Geršgorin, justifique que 0 P C não é valor próprio da matriz

A “

»

——————–

n 1 1 ¨ ¨ ¨ 1

1 n 1 ¨ ¨ ¨ 1

1 1 n ¨ ¨ ¨ 1
...

...
...

...

1 1 1 ¨ ¨ ¨ n

fi

������fl
P Cnˆn

e conclua que A é invert́ıvel.

7.3. Usando o teorema de Geršgorin, justifique que a matriz

A “

»

————–

1 0 ´2 0

0 12 0 ´4

1 0 ´1 0

0 5 0 0

fi

����fl
P C4ˆ4

tem pelo menos dois valores próprios reais. [Sugestão. � P �pAq ùñ � P �pAq.]

7.4. Dizemos que uma matriz A P Cnˆn tem diagonal dominante se |ai,i| • ripAq para

qualquer 1 § i § n, e que tem diagonal estritamente dominante se |ai,i| ° ripAq para

qualquer 1 § i § n. Seja A P Cnˆn uma matriz com diagonal estritamente dominante. Prove

que:

(a) A é invert́ıvel.

(b) Se ai,i P R` para qualquer 1 § i § n, então qualquer valor próprio � P �pAq tem parte

real positiva.

(c) Se A for hermı́tica e ai,i P R` para qualquer 1 § i § n, então A é definida positiva

(isto é, v˚
Av ° 0 para qualquer v P Cnˆ1).
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7.5. Verifique que:

(a)

«
1 1

1 1

�
P C2ˆ2 tem diagonal dominante mas não é invert́ıvel (de modo que “diagonal

dominante” œ “invert́ıvel”).

(b)

«
1 1

1 ´ " 1

�
P C2ˆ2, para " P R`, 0 † " † 1, é invert́ıvel mas não tem diagonal estrita-

mente dominante (de modo que “invert́ıvel” œ “diagonal estritamente dominante”).

7.6. Seja A P Cnˆn uma matriz com entradas diagonais não-nulas. Prove que, se A tiver

diagonal dominante e |ai,i| ° ripAq para pelo menos n ´ 1 ı́ndices 1 § i § n, então A será

invert́ıvel.

7.7. Sejam A P Cnˆn e � P C. Além disso, sejam G1pAq, . . . ,GnpAq os discos de Grešgorin

de A e seja GpAq “ G1pAq Y ¨ ¨ ¨ Y GnpAq; denotamos por int
`
GpAq

˘
o interior de GpAq e por

fr
`
GpAq

˘
a fronteira de GpAq. Prove que:

(a) � R int
`
GpAq

˘
se e só se |� ´ ai,i| • ripAq para qualquer 1 § i § n.

(b) Se � P fr
`
GpAq

˘
, então |� ´ ai,i| • ripAq para qualquer 1 § i § n.

(c) A terá diagonal dominante se e só se 0 R int
`
GpAq

˘
.

7.8. Sejam A P Cnˆn, � P �pAq e 0 ‰ v P Cnˆ1 tal que Av “ �v. Sejam G1pAq, . . . ,GnpAq os

discos de Grešgorin de A, seja GpAq “ G1pAq Y ¨ ¨ ¨ Y GnpAq e suponhamos que � R int
`
GpAq

˘
.

Prove que:

(a) Se 1 § k § n for tal que |vk| “ }v}8, então |� ´ ak,k| “ rkpAq.

(b) Se 1 § k § n for tal que |vk| “ }v}8, então |vj| “ }v}8 para qualquer 1 § j § n tal

que ak,j ‰ 0.

7.9. Dizemos que uma matriz A P Cnˆn tem a propriedade SC se, para quaisquer 1 § i, j §

n, existirem 1 § k1, . . . , kt § n tais que k1 “ i, kt “ j e aks,ks`1 ‰ 0 para qualquer 1 § s † t.

Sejam A P Cnˆn, � P �pAq e 0 ‰ v P Cnˆ1 tal que Av “ �v. Sejam G1pAq, . . . ,GnpAq os

discos de Grešgorin de A, seja GpAq “ G1pAq Y ¨ ¨ ¨ Y GnpAq e suponhamos que � R int
`
GpAq

˘
.

Prove que, se A tiver a propriedade SC, então:

(a) |� ´ ai,i| “ ripAq para qualquer 1 § i § n.

(b) }v}8 “ |vi| para qualquer 1 § i § n.

(c) A é invert́ıvel sempre que A tiver diagonal dominante e existir 1 § i § n tal que

|ai,i| ° ripAq.


