EXERCICIOS - FOLHA 7

5 1 1
7.1. Localize os valores préprios da matriz A = |0 6 1 | € C3*3.
1 0 -5

7.2. Usando o teorema de Gersgorin, justifique que 0 € C nao é valor proprio da matriz

n 1 1 - 1

1 n 1 - 1
A=|11n - 1|egm

111 n |

e conclua que A é invertivel.

7.3. Usando o teorema de Gersgorin, justifique que a matriz

10 -2 0

A |02 0 A
10 -1
05 0 0

tem pelo menos dois valores préprios reais. [Sugestio. A€ 0(A) = e o(A).]

7.4. Dizemos que uma matriz A € C"*" tem DIAGONAL DOMINANTE se |a;;| = 7;(A) para

qualquer 1 < i < n, e que tem DIAGONAL ESTRITAMENTE DOMINANTE se |a;;| > 7;(A) para

~
qualquer 1 < i < n. Seja A € C"*" uma matriz com diagonal estritamente dominante. Prove

que:

(a) A é invertivel.

(b) Se a;; € R™ para qualquer 1 < i < n, entdo qualquer valor préprio A € o(A) tem parte

real positiva.

(c) Se A for hermitica e a;; € R" para qualquer 1 < i < n, entdo A ¢é definida positiva

(isto é, v*Av > 0 para qualquer v € C"*1).
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7.5. Verifique que:

11
(a) - € C**? tem diagonal dominante mas nao é invertivel (de modo que “diagonal
dominante” = “invertivel”).
BT o ) . .
(b) . ) € C**#, para e € R*, 0 < € < 1, é invertivel mas nao tem diagonal estrita-
—€

mente dominante (de modo que “invertivel” =» “diagonal estritamente dominante”).

7.6. Seja A € C™" uma matriz com entradas diagonais nao-nulas. Prove que, se A tiver
diagonal dominante e |a;;| > r;(A) para pelo menos n — 1 indices 1 < i < n, entdo A serd

invertivel.

7.7. Sejam A € C"" e A € C. Além disso, sejam Gi(A),...,G,(A) os discos de Gresgorin
de A e seja G(A) = Gi(A) U -+ U G,(A); denotamos por int(G(A)) o interior de G(A) e por
fr(G(A)) a fronteira de G(A). Prove que:

(a) A ¢ int(G(A)) se e s6 se |A — a;;| = r;(A) para qualquer 1 < i < n.
(b) Se A€ fr(G(A)), entdo |A — a;;| = ri(A) para qualquer 1 < i < n.
(c) A terd diagonal dominante se e s6 se 0 ¢ int(G(A)).

7.8. Sejam A e C", A e o(A) e 0 # v e C™! tal que Av = \v. Sejam G;(A),...,G,(A) os
discos de Gresgorin de A, seja G(A) = Gi(A) U -+ U G,(A) e suponhamos que A ¢ int(G(A)).

Prove que:

(a) Se 1 < k < n for tal que |vg| = |V]w, entdao |A — agi| = rp(A).
(b) Se 1 < k < n for tal que |vg| = ||, entao |v;| = |v|« para qualquer 1 < j < n tal
que ay; # 0.

7.9. Dizemos que uma matriz A € C"*" tem a PROPRIEDADE SC se, para quaisquer 1 < i,j <

n, existirem 1 < ky,...,k < n tais que ky =4, kb, = j e ap, k,,, # 0 para qualquer 1 < s < 1.
Sejam A € C"", A € 0(A) e 0 # v € C"! tal que Av = \v. Sejam G;(A),...,G.(A) os
discos de Gresgorin de A, seja G(A) = G1(A) U -+ U G,(A) e suponhamos que A ¢ int(G(A)).

Prove que, se A tiver a propriedade SC, entao:
(a) |A — a;;| = r;(A) para qualquer 1 < i < n.
(b) [|[v]ex = |vi| para qualquer 1 < i < n.

(c) A é invertivel sempre que A tiver diagonal dominante e existir 1 < i < n tal que
|am‘| > T’Z(A)



