
EXERCÍCIOS – FOLHA 8

8.1. Seja A P Cnˆn uma matriz diagonalizável, sejam �1, . . . ,�n P C os valores próprios de A

(com repetições) e seja P P Cnˆn uma matriz invert́ıvel tal que

P
´1
AP “

»

————–

�1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ �n

fi

����fl
.

Para qualquer função f : D Ñ C Ñ C tal que , defina

fpAq “ P

»

————–

fp�1q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 fp�2q ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ fp�nq

fi

����fl
P

´1.

Supondo que �pAq “ t�1, . . . ,�ru onde �i ‰ �j para quaisquer 1 § i ‰ j § r, prove que:

(a) Para qualquer função f : D Ñ C Ñ C tal que �pAq Ñ D,

fpAq “ fp�1qG1 ` ¨ ¨ ¨ fp�rqGr

onde G1, . . . ,Gr P Cnˆn são projectores espectrais de A (como definidos no Exem-

plo 5.1).

(b) Para qualquer função f : D Ñ C Ñ C tal que �pAq Ñ D, existe um polinómio ppxq P

Crxs com grau § r ´ 1 tal que fpAq “ ppAq (de modo que fpAq é uma expressão

polinomial em A com grau § r ´ 1).

(c) Se uma função f : D Ñ C Ñ C admitir um desenvolvimento em série de potências

fpzq “
∞

k•0 akz
k com raio de convergência R P R`

0 X t8u e se ⇢pAq † R, então

fpAq “
∞

k•0 akA
k.

(d) Os projectores espectrais G1, . . . ,Gr de A são dados pelas fórmulas

Gi “
1±

1§j‰i§np�i ´ �jq

π

1§j‰i§n

pA ´ �jInq, 1 § i § r;

deste modo, G1, . . . ,Gr são univocamente determinados.
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(e) Para qualquer função f : D Ñ C Ñ C tal que �pAq Ñ D, a matriz fpAq P Cnˆn não

depende da escolha da matriz invert́ıvel P P Cnˆn tal que P
´1
AP é diagonal.

8.2. Usando uma série de potências, calcule a inversa da matriz A “

»

—–
1 ´2 1

0 1 3

0 0 1

fi

�fl.

8.3. Calcule cospAq para A “

«
´⇡{2 ⇡{2

⇡{2 ´⇡{2

�
.

8.4. Sejam ↵, � P C tais que � ‰ ´↵ e seja A “

«
´↵ �

↵ ´�

�
. Calcule etA para qualquer t P R.

8.5. Prove que cos2pAq ` sen2
pAq “ In para qualquer matriz diagonalizável A P Cnˆn. Que

pode dizer quando A não é diagonalizável?

8.6. Seja
`
Ak

˘
kPN0

uma sucessão em Cnˆn e suponha que a série Fpzq “
∞

k•0 Akzk tem raio

de convergência R P R`
0 Y t8u, de modo que a correspondência z fiÑ Fpzq define uma função

F : B Ñ Cnˆn onde B “ tz P C : |z| † Ru. Prove que:

(a) Fptq é indefinidamente diferenciável(⇤) e Ak “
1
k! F

pkq
p0q para qualquer k P N0.

(b) Se F
1
pzq “ AFpzq para alguma matriz A P Cnˆn, então existe uma matriz C P Cnˆn

tal que Fpzq “ CezA para qualquer z P B.

8.7. Sejam A,B P Cnˆn tais que AB “ BA e considere a função F : C Ñ Cnˆn definida por

Fpzq “ ezpA`Bq
´ ezAezB, z P C.

Prove que

F
1
pzq “ pA ` BqFpzq, z P C,

e conclua que eA`B
“ eAeB.

8.8. Seja A P Cnˆn uma matriz anti-hermı́tica (isto é, tal que A˚
“ ´A). Prove que eA é uma

matriz unitária.

8.9. Seja A P Cnˆn. Prove que:

(a) Se P P Cnˆn for invert́ıvel, então eP
´1AP

“ P
´1eAP.

(⇤)Da Análise Complexa, sabe-se que, se F : B Ñ Cnˆn for uma função holomorfa em B (isto é, diferenciável

em todos os pontos de B), então F será indefinidamente diferenciável em B e, além disso, admite a expansão

em série de potências

Fpzq “
ÿ

k•0

Fpkqp0q
k!

zk, z P B.
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(b) �peAq “
 
e� : � P �pAq

(
e m.a.pe�q “ m.a.p�q para qualquer � P �pAq.

(c) detpeAq “ etrpAq onde trpAq “
∞

1§i§n ai,i. [Sugestão. Recorde que trpABq “ trpBAq

para quaisquer A,B P Cnˆn.]


