EXERCICIOS - FOLHA 8

8.1. Seja A € C™™ uma matriz diagonalizavel, sejam Aq,..., A\, € C os valores proprios de A

(com repetigoes) e seja P e C"*" uma matriz invertivel tal que

M O - 0
PoIAp _ >t2 ()
0 0 - A\,

Para qualquer funcao f: D < C — C tal que , defina

f) 0 0
(AP 0 f(:Ag) 0 .-
0 0 f()\n)

Supondo que 0(A) = {Ay,..., A} onde \; # \; para quaisquer 1 < i # j < r, prove que:

(a) Para qualquer fungao f: D < C — C tal que o(A) € D,

fA) = fFM)Gr+ - f(A)Gr

onde Gy,...,G, € C"™" s@o projectores espectrais de A (como definidos no Exem-
plo 5.1).

(b) Para qualquer fungao f: D < C — C tal que 0(A) € D, existe um polinémio p(z) €
Clz] com grau < r — 1 tal que f(A) = p(A) (de modo que f(A) é uma expressao
polinomial em A com grau < r — 1).

(c) Se uma fungao f: D < C — C admitir um desenvolvimento em série de poténcias
f(2) = Ysoarz” com raio de convergéncia R € Rj n {0} e se p(A) < R, entao
f(A) = Zk>0 ap A",

(d) Os projectores espectrais Gy, ..., G, de A sdo dados pelas férmulas

1
G; =
H1<j¢z<n()‘i -

deste modo, Gy, ..., G, sao univocamente determinados.

) [] A-\L), 1<i<n
J

1<j#i<n
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(e) Para qualquer fungdo f: D < C — C tal que o(A) < D, a matriz f(A) € C"*" nao

depende da escolha da matriz invertivel P € C*™*™ tal que P~'AP ¢ diagonal.

1 -2 1
8.2. Usando uma série de poténcias, calcule a inversa da matriz A = |0 1 3
0 0 1

—m/2 2
8.3. Calcule cos(A) para A = /2 .
/2  —7/2

—a B

8.4. Sejam «, § € C tais que § # —a e seja A = [
a J—

] . Calcule e para qualquer ¢ € R.

8.5. Prove que cos?(A) + sen?(A) = I, para qualquer matriz diagonalizdvel A € C™". Que

pode dizer quando A nao é diagonalizavel?

8.6. Seja <Ak)keN0 uma sucessao em C"™" e suponha que a série F(z) = >, Apz" tem raio
de convergéncia R € Rj U {00}, de modo que a correspondéncia z — F(z) define uma fungao
F: B— C"" onde B={z€C: |z| < R}. Prove que:

(a) F(t) é indefinidamente diferencidvel™ e Ay = L F®(0) para qualquer k € Ny.

(b) Se F'(z) = AF(z) para alguma matriz A € C"*", entao existe uma matriz C € C"*"

tal que F(z) = Ce** para qualquer z € B.

8.7. Sejam A, B e C"*" tais que AB = BA e considere a funcao F: C — C™"*" definida por

F(z) = *(ATB) _ ozA 2B zeC.
Prove que
F/(:) = (A+ B)F(z), 2¢C,
e conclua que eA+B = eAeB,
8.8. Seja A € C™*™ uma matriz anti-hermitica (isto é, tal que A* = —A). Prove que e® é uma

matriz unitaria.

8.9. Seja A € C™"*". Prove que:
(a) Se P e C"™" for invertivel, entdo P~ AP — P~1cAP,

(*)Da Anélise Complexa, sabe-se que, se F: B — C"*" for uma funcao holomorfa em B (isto é, diferencidvel
em todos os pontos de B), entdo F serd indefinidamente diferencidvel em B e, além disso, admite a expansao

em série de poténcias

F(z)zzmzk, z € B.
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(b) o(e®) = {e*: Ae 0(A)} e m.a.(e*) = m.a.(\) para qualquer A € o(A).

(c) det(e®) = €™ onde tr(A) = ¥, _;, @i [Sugestao. Recorde que tr(AB) = tr(BA)
para quaisquer A, B e C"*" ]



