EXERCICIOS - FOLHA 9

9.1. Seja A € C™" uma matriz tal que A* = 0 para algum k € N, Prove que 0 é o tnico

valor proprio de A e que existe uma matriz invertivel P € C™*™ tal que

J, (0) 0 0
0 Jn, (0) - 0
P'AP=| ?() _
0 0 o Jn(0)
onde ny,...,n, € Nsao taisque ny = ng = --- =2n.eny+ng +---+n, =n. Além disso,

justifique que n; = min {k: e N: AF = 0}(1).

9.2. Seja A € C™™ uma matriz nilpotente com indice k£ € N e, para cada 0 < ¢ < k, seja

Vi = R(A") n N(A). Prove que:
(a) Vi = {0}, Vi1 = R(AF 1) e V) = N(A).
(b) {0} =V S Vi1 & - Vo SV & Vo = N(A).
(c) Para qualquer 1 <i < k — 1, tem-se dim V; = r(A?) — r(A*1).
9.3. Seja A € C™*™ uma matriz nilpotente com indice k € N e considere a cadeia
{0} =Vec Vi - Vo Vic Vo =N(A)
onde, para cada 1 < i < k, V; = R(AY) n N(A). Além disso, sejam Sy, Sy, ...,Sp 1 < C**?

subconjuntos disjuntos tais que, para qualquer 0 < ¢ < k — 1, a uniao S;,_; U --- U §; é uma

base de V;; em particular, S = Sy U S; U -+ U Sy_1 é uma base de Vy = N(A). Prove que:
(a) Para qualquer 1 <i < k, tem-se #(S;) = r(A?) — 2r(A™) + r(A™2).
(b) Para qualquer 1 < i < k e qualquer s € S;, existe v.e C**! tal que A'v = s.

(c) Para qualquer 1 < i < k — 1 e qualquer s € S;, se v e C™! for tal que A'v = s, entao

Js = {Av,...,Av,v} é um subconjunto linearmente independente® e tem-se
A [Aiv o Av V] = [Aiv e Av V] Ji11(0).

(N)Nestas condigoes, dizemos que A é uma MATRIZ NILPOTENTE.
B n; chamamos o INDICE DE NILPOTENCIA de A.

G)A um subconjunto desta forma chamamos uma CADEIA DE JORDAN para A.
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(d) A unido J = (J,.s Js é uma base de C***.

(e) Pondo S = {si,...,s,} e definindo, para cada 1 <i < r, J; € C™*(*1 como sendo a
matriz cujas colunas formam uma cadeia Js,, a matriz P = [Jl Jy - JT] e Cvn
é invertivel e tal que
Jon, (0) 0 0
I, (0 0
P'AP = "j( )
0 0 oo T, (0)
para alguns myq,...,m, € N tais que m; + mg + - -+ + m, = n.
(f) & = max{my,...,m,} e, para qualquer 1 < i < k, tem-se #{l < s<r:mg=1i} =

r(AY) — 2r(A*) + r(AT2).

9.4. Seja A € C™™ uma matriz nilpotente com indice k£ € N e, para cada 1 < 7 < k, seja
B € C""i onde r; = r(A’), uma matriz cujas colunas formam uma base de R(A’). Prove

que, se {vy,...,v,} for uma base de N(AB), entdo {Bvy,...,Bv,} serd uma base de V; =

R(AY) " N(A).

9.5. Considere a matriz

1 1 -2 0 1 -1
3 1 5 1 -1 3
A -2 -1 0 0 -1 0 e
2 1 0 0 1 0
-5 -3 -1 -1 -1 -1
| -3 -2 -1 -1 0 —1]

Prove que A ¢ nilpotente e que existe uma matriz invertivel P € C®*° tal que

J;(0) 0O 0
P'AP=| 0 J,(00 O
0 0 J,(0)

Determine a matriz P seguindo o algoritmo descrito nos exercicios anteriores.

9.6. Considere a matriz

3 3 2 1

A -2 -1 -1 -1 c ohxd
1 -1 0 1
-5 —4 -3 =2

Prove que A ¢ nilpotente e que existe uma matriz invertivel P € C*** tal que P'!AP =

5,0) 0
0 Jy(0)

. Determine a matriz P.
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9.7. Considere a matriz

41 30 15 7 4 6 1 3
—54 -39 —19 -9 —6 -8 —2 —4
9 6 2 1 2 1 0 1
A_ |6 5 3 21 10 0] e
32 —24 —13 —6 —2 —5 —1 —2
~10 -7 -2 0 -3 0 3 -2
4 -3 -2 -1 0 -1 -1 0
17 12 6 3 2 3 2 1

Prove que A é nilpotente e determine a sua forma candnica de Jordan.

9.8. Seja A € C™*™ uma matriz arbitraria e seja A € C um valor proprio de A. Prove que, na

forma canodnica de Jordan de A:
(a) O maior bloco de Jordan associado a A é de tamanho k x k onde

k=min{meN: r((A - AL)"™) = r((A = AL,)™*"")} &)

(b) Para qualquer 1 < i < k, o nimero v;(\) de blocos de Jordan associado a A com

tamanho 7 x i é dado por
n(A) = 7((A = L)) =20 (A = ALY) +r((A = AL)™).

9.9. Determine a forma candnica de Jordan da matriz

[ 5 4 0 0 4 3
2 3 1 0 5 1
A 0 -1 2 0 2 0 peny
-8 -8 —1 2 —-12 -7
0 0 0 0 -1 0
|8 8 -1 0 -9 -5]

9.10. A forma canénica de Jordan de uma dada matriz A € C?*9 é

J;(4) 0 0 0 0
J,(4) 0 0 0
0 Jy3) O 0
0 0 Ji(2) 0
0 0 0 Ji?2)

0
0
0
0

Determine o(A) e, para cada A € o(A), indique a multiplicidade algébrica m.a.(\) e a multi-

plicidade geométrica m.g.(\) de X\. Qual é o polindémio caracteristico pa(z) de A.

(*)A k chamamos o INDICE de \.
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9.11. Seja A € C™™™ uma matriz arbitraria e seja A € 0(A). Para cada 1 <1i < n, seja
Vi=R((A =)L) ) nN(A-)L,)
e considere a cadeia
{0} =Vec Vi G - Vo Vi S Vo =N(A - L)

Além disso, sejam Sy, Si,...,S,—1 < C™*! subconjuntos disjuntos tais que, para qualquer
0 <i<k—1,auniao S;_1u---US; é uma base de V;; em particular, S(A) = SouS1U- - USK_1
é uma base de Vy = N(A). Para qualquer 1 < i < k e qualquer s € §;, seja v e C**! tal que

A’v = s e considere a matriz
Js(A) =[(A=AL)'v -+ (A= AL,)vv]e Crx(i+1)

Com base nesta construcao (e tendo em conta o Exercicio 9.3) indique uma matriz invertivel

P € C"" tal que P AP esteja na forma canénica de Jordan.

9.12. Usando o método descrito no exercicio anterior, construa uma matriz invertivel P € C3*3

tal que
3 0 1
J=P'|—4 1 2P
-4 0 -1

esteja na forma candnica de Jordan.



