EXERCICIOS - FOLHA 10

10.1. Considere o produto interno canénico {:|-) em C"*™ e, para A € C"*™ aplique o processo
de Gram-Schmidt a sequéncia I,,, A, A%, A3 ... isto é, defina as matrizes Uy, U;, Uy, Us, ...
onde
1 1
In = I?’L?
|1, Vn

1 . )
U, = - - (A”— <U-|AZ>U->, 1=1,2,3,...
HAZ - Zlgjgi—1<UJ‘AZ> UJ’H 1<j2<z'1 ’ !

U, =

Seja k € N o menor inteiro tal que A* =33, ., (U;|A*)U; = 0. Prove que:

(a <U0, Ul, . ,Uk,1> = <In, A, . ,Ak_1>.
(

)

b) Existem ag, aq, ..., a1 € C™*™ tais que AF = aol, + a1 A+ -+ ap_ AP

(c) ma(z) = 2* —ap_1281 — - — 12 — ap € C[z] é o polinémio minimo de A.
)

(d Pondo Vg = ”InH Vv, = HAl — <1 < k’, €T = <U1|AJ>,

para 0 <i < j < k, tem-se

_Vo Toqp -+ Tok-1 Tok 1
0O n - "Mkek-1 Tik
[In A A’f] - [UO U, Uk]
0 0 - po1 Troig
|0 0 0 0 |
(e) Pondo
w Toax - Tok—1 7o,k
0 vy - T T
R — 1 1,k—1 o o 1,k 7
0O 0 - v Tk—1k
temos
A’“z[UO U, - Uk_l]CZ[In A .- Ak—l] R lc,

logo [ag oy - ozk_l]T =R 'c.
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10.2. Determine o polinémio minimo da matriz A = | -4 0 —2| e C3*3,
| -4 -1 -1
[ 7 -4 8 -8
. e, . -4 -1 4 -4 Axd
10.3. Determine o polinémio minimo da matriz A = e C*4,
—-16 -8 17 —-16
-6 -3 6 =5

10.4. Uma matriz A € C%*® tem polinémio minimo ma(z) = (z — A)(z — )? e polinémio

caracteristico pa(z) = (z — A\)?(z — u)?. Qual é a forma canénica de Jordan de A?

10.5. Prove que matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio minimo e o mesmo polindémio

caracteristico, mas que o reciproco nao é necessariamente verdadeiro.

10.6. Prove que, se A,B € C™*" forem matrizes nao-derrogatorias com o mesmo polinémio

minimo, entao A e B serao semelhantes.

10.7. Sejam A € C"" e v € C"™! v # 0. Dizemos que v(z) € C[z] é um POLINOMIO
ANULADOR de v com respeito a A se v(A)v = 0. Prove que:

(a) Existe um e um s6 polinémio anulador de v com respeito a A que é ménico e tem grau
minimo (entre todos os polinémios anuladores de v com respeito a A); a este polinémio

chamamos o POLINOMIO MINIMO de v com respeito a A e denotamo-lo por my a(2).

(b) Se k € N for o menor natural tal que {v, Av,..., A¥v} é um subconjunto linearmente
dependente de C™*! e se g, a1, . .., a1 € C forem tais que
Afv = —agv — a1 Av — - - — ozk,lAk_lv,

entao mV,A<Z) =oqg+oagz+ -+ Oékflzk_l + Zk.

(c) Se {vy,...,v,} for uma base de C"*! e 1;(2) = my, a(2) para 1 < i < n, entao
ma(z) = mme(1(2),...,va(2)).
) 1 2
10.8. Determine my a(2) € C[z] parav = —1 1 1]T eC>*eA=|-4 0 -2|eC¥>,
-4 -1 -1

10.9. Usando o Exercicio 10.7, determine o polinémio minimo das matrizes

51 9 -7 —4 8 =8
-4 -1 4 -4
4 -1 -1 —-16 -8 17 —-16

-6 -3 6 -5



