EXERCICIOS -~ FOLHA 11

11.1. Seja z — f(z) uma fungdo complexa de varidvel complexa e considere a matriz A =
6 2 8

—2 2 —2| € C**3. Suponha que f(A) estd definida e descreva f(A) em termos dos pro-
0 0 2
jectores espectrais de A e particularize para f(z) = y/z e f(z) = €~

11.2. Usando as fungoes z — cos(z) e z — sen(z), justifique que cos?(A) + sen’(A) = 1 para

qualquer matriz A € C**"
11.3. Seja A € C"*" e sejam Aq,..., A\ € C tais que 0(A) = {\1, ..., A}

(a) Usando a fungao z — €' onde t € R, justifique que

tA theth k
¢t = ( > o (A—)\iIn))Gi
1<i<r N 0<k<k;—1
onde Gy,...,G; € C™" s@o os projectores espectrais de A (associados a Aj,..., A,

respectivamente) e onde k; = ind(\;) para qualquer 1 <i <.

A

(b) Prove que, para qualquer ¢ € C"*! u(t) = e*c é a tinica solucao da equacao diferencial

u'(t) = Au(t), u(0) = c.

(c¢) Na notagao das alineas anteriores, prove que

tA;

un= YN vl

1<i<r O<k<k;—1

onde

11.4. Seja A € C™™, sejam Ap,..., A\, € C tais que 0(A) = {A1,..., A} e sejam Gy,...,G; €
C™ ™ sao os projectores espectrais de A (associados a Aq, ..., \., respectivamente). Prove que,

para cada 1 <i <,

1, sez=M\,
Gi = fi(A), fi(z) =
0, sez#M\;,

e justifique que G; = p;(A) para algum polinémio p;(z) € C|z].
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11.5. Seja A € C™*™, sejam Ap,..., A, € C tais que 0(A) = {A1,...,\.} e sejam Gy,..., G; €

C™ ™ sdo os projectores espectrais de A (associados a A, ..., A, respectivamente). Prove que
A™ = Z < > (ZZ) AR(A - )\Z-In)’“) G;, meN.
1<i<r N o<k<k;—1
-3 -8 =9
11.6. Calcule f(A) para f(z) =4y/z—1eA=|5 11 9 | eC¥3.
-1 -2 1

11.7. Seja A € C™" e sejam A € C e 0 # v € C"™! tais que Av = \v. Prove que, se z — f(2)

for qualquer fungao complexa de varidavel complexa tal que f(A) estd definida, entao
fAea(A) e f(A)v=FfA)v.

11.8. Seja A € C™™ e seja z — f(z) uma fungao complexa de varidavel complexa tal que f(A)
estd definida. Prove que f(AT) estd definida e que f(AT) = f(A)".

11.9. Prove que:
(a) ere™ =1, para qualquer A e C™*",
(b) (eA)* = e*A para qualquer A € C"*" e qualquer o € C.

(c) e = cos(A) + isen(A) para qualquer A € C™*™,

3 2 1
11.10. Considere a matriz A = | =3 —2 —1| € C*3. Determine um polinémio p(z) € C[z]
3 2 1
tal que e® = p(A).
11.11. Considere as matrizes
~1/2 3/2 —3/2 01 0 1 -2 -3/2
1 0o -1/21, 0 01 e 1 2 1
1 -1 12 100 1 1 32

(a) Diga quais sdo convergentes e quais sao somdveis a Cesaro.

(b) Determine o limite das que sdo convergentes e a soma das que sdo soméaveis a Cesaro.

11.12. Prove que, se A € C™*™ for convergente, entao A serda somével a Cesaro.



