
EXERCÍCIOS – FOLHA 11

11.1. Seja z fiÑ fpzq uma função complexa de variável complexa e considere a matriz A “»

—–
6 2 8

´2 2 ´2

0 0 2

fi

�fl P C3ˆ3. Suponha que fpAq está definida e descreva fpAq em termos dos pro-

jectores espectrais de A e particularize para fpzq “
?
z e fpzq “ ez.

11.2. Usando as funções z fiÑ cospzq e z fiÑ senpzq, justifique que cos2pAq ` sen2
pAq “ 1 para

qualquer matriz A P Cnˆn

11.3. Seja A P Cnˆn e sejam �1, . . . ,�r P C tais que �pAq “ t�1, . . . ,�ru.

(a) Usando a função z fiÑ etz onde t P R, justifique que

etA “

ÿ

1§i§r

ˆ ÿ

0§k§ki´1

tket�i

k!
pA ´ �iInq

k

˙
Gi

onde G1, . . . ,Gi P Cnˆn são os projectores espectrais de A (associados a �1, . . . ,�r,

respectivamente) e onde ki “ indp�iq para qualquer 1 § i § r.

(b) Prove que, para qualquer c P Cnˆ1, uptq “ etAc é a única solução da equação diferencial

u
1
ptq “ Auptq, up0q “ c.

(c) Na notação das aĺıneas anteriores, prove que

uptq “

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

tket�i

k!
vkp�iq

onde

vkp�iq “ pA ´ �iInq

˙
Gic, 0 § k § ki ´ 1, 1 § i § r.

11.4. Seja A P Cnˆn, sejam �1, . . . ,�r P C tais que �pAq “ t�1, . . . ,�ru e sejam G1, . . . ,Gi P

Cnˆn são os projectores espectrais de A (associados a �1, . . . ,�r, respectivamente). Prove que,

para cada 1 § i § r,

Gi “ fipAq, fipzq “

$
&

%
1, se z “ �i,

0, se z ‰ �i,

e justifique que Gi “ pipAq para algum polinómio pipzq P Crzs.
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11.5. Seja A P Cnˆn, sejam �1, . . . ,�r P C tais que �pAq “ t�1, . . . ,�ru e sejam G1, . . . ,Gi P

Cnˆn são os projectores espectrais de A (associados a �1, . . . ,�r, respectivamente). Prove que

A
m

“

ÿ

1§i§r

ˆ ÿ

0§k§ki´1

ˆ
m

k

˙
�m´k
i pA ´ �iInq

k

˙
Gi, m P N.

11.6. Calcule fpAq para fpzq “ 4
?
z ´ 1 e A “

»

—–
´3 ´8 ´9

5 11 9

´1 ´2 1

fi

�fl P C3ˆ3.

11.7. Seja A P Cnˆn e sejam � P C e 0 ‰ v P Cnˆ1 tais que Av “ �v. Prove que, se z fiÑ fpzq

for qualquer função complexa de variável complexa tal que fpAq está definida, então

fp�q P �pAq e fpAqv “ fp�qv.

11.8. Seja A P Cnˆn e seja z fiÑ fpzq uma função complexa de variável complexa tal que fpAq

está definida. Prove que fpA
T
q está definida e que fpA

T
q “ fpAq

T.

11.9. Prove que:

(a) eAe´A
“ In para qualquer A P Cnˆn.

(b) peAq
↵

“ e↵A para qualquer A P Cnˆn e qualquer ↵ P C.

(c) eiA “ cospAq ` i senpAq para qualquer A P Cnˆn.

11.10. Considere a matriz A “

»

—–
3 2 1

´3 ´2 ´1

´3 ´2 ´1

fi

�fl P C3ˆ3. Determine um polinómio ppzq P Crzs

tal que eA “ ppAq.

11.11. Considere as matrizes
»

—–
´1{2 3{2 ´3{2

1 0 ´1{2

1 ´1 1{2

fi

�fl ,

»

—–
0 1 0

0 0 1

1 0 0

fi

�fl e

»

—–
´1 ´2 ´3{2

1 2 1

1 1 3{2

fi

�fl .

(a) Diga quais são convergentes e quais são somáveis à Cesàro.

(b) Determine o limite das que são convergentes e a soma das que são somáveis à Cesàro.

11.12. Prove que, se A P Cnˆn for convergente, então A será somável à Cesàro.


