RESOLUCAO DOS EXERCICIOS — FOLHA 1

1.1. (a) r(A) =r(AT) =2, n(A) =2 e n(AT) = 1. Bases:
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1.2. Sejam vy, ..., v,, € k™! tais que A = [V1 Vn], de modo que [A b] = [v1 R b].
Como R(A) = R([A b]), obtemos

beR(A) <« TR([ADb])={vi,...,vp,b)={vi,...,v,) = R(A)
< r([ADb]) =dmR([A b]) = dimR(A) = r(A).
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1.3. Pondo b = | -6 [, tem-se r([A b]) = r(A) =3

1.4. A ¢ invertivel se e s6 se r(A) = n. Para qualquer v € k"*! temos

veNA) <= Av=0 <<= A;v=0 e Ayw=0
= veN(A)) e veN(Ay).

Como N(A;) = R(A}), existe w € k"*! tal que Alw = 0. Assim,
viv = (Alw)'v =w'Ay,v =0,
10g0 > cicn Vi = 0 €, portanto, v = 0. Segue-se que N'(A) = {0}, logo
r(A) =n—n(A)=n—dimN(A) =n.
1.5. Para qualquer v € k™!, temos v € R([A B]) se e s se v = ([A B]) para algum

Wi
w e k("*P)x1 Pondo w = ], em que w; € k™! e wy € kP*!, vem
W2

v=|a B

W2

Wl] — Aw, + Bw, € R(A) + R(B),

logo
veR([AB]) <= veR(A)+R(B).

1.6. (a) Para qualquer v e C"*! tem-se
veNA*) " R(A) <= A*v=0 e v=Aw, paraalgum we C"*!
= Vv'v=(Aw)'v=w'A*'w =0

— Z|U,-|2=O — v=0

1<i<n
e, portanto,

N(A*) nR(A) = {0}.
Deste modo,

r(A*A) = r(A) — dim (N (A*) n R(A)) = r(A).

Substituindo A por A*, obtemos

r(AAY) = r((A%)%) = r(A%) = r(A).
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(b),(c) Para quaisquer X,Y € C™*P, temos

R(XY)S R(X) e N(Y)<N(XY).
Em particular,

R(A*A) S R(A*) e  N(A)c N(A*A).
Como 7(A*A) = 7(A) = 7(A*), concluimos que R(A*A) = R(A*). Por outro lado,
n(A) =n—r(A) = n — r(A*A) = n(A*A),

logo N(A) = N(A*A).
Para as outras igualdades, basta trocar A por A*.
1.7. Temos N'(B) € N(AB), logo n(B) < n(AB). Por outro lado, R(AB) < R(A), logo

n(A) =n —r(A) < n —r(AB) = n(AB)
e, portanto, max{n(A), n(B)} < n(AB).
Para a outra desigualdade, sabemos que 7(A) + 7(B) — n < r(AB), logo

n(AB) = n —r(AB) <n — (r(A) + r(B) —n)
= (n—=r(A)) + (n—r(B)) = n(A) + n(B).
18. (a) Temos
rB)=n =— RB)=k™" — N(A)nR(B)=N(A).
Sendo assim, se 7(B) = n, entdo
r(AB) = r(B) — dim (M(A) n R(B)) = n — dim N (A) = n — n(A) = r(A),
logo R(AB) = R(A) (porque R(AB) € R(A)).
(b) Temos
r(A)=n =— n(A)=0 =— N(A)={0} — N(A)nR(B)=1{0}.
Sendo assim, se (A) = n, entio
r(AB) = r(B) — dim (M(A) A R(B)) = r(B),

logo
n(AB) =n—r(AB) =n—r(B) = n(B)
e, portanto, N (AB) = N(B) (porque N (B) =€ N (AB)).
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2.1. Ju] = |v] = [w] = 1 e Culv) = Culw) = (v|w) = 0.

Os coeficientes de Fourier de a sao

3 2 1
(alu) = —757 (alv) = 737 (alw) = \—@7
logo
N SN N 3
a——ﬂu—i—\/gv%—\/éw

Os coeficientes de Fourier de b sao
1 1 5
bju)=—, <(blv)=——, (b = ——,
(blu) 7 (b|v) 7 (b|w) 7
logo
b 1 u 1 5
= —Uu— —V - —Ww.
V2 W3 W6
2.2. Dado que y = >}, _,_,.{Vi|y)vi, vem
)= (x| X vy = X @i = X i@
1<i<m 1<i<m 1<i<m

2.3. Aplicando o método de Gram-Schmidt as bases do Exercicio 1.1(b), obtemos bases ortonor-
madas seguintes:

B T )

—2 [2/5 ] —17
1 1 1 4/5 —34
R(A): 41| o] L |2 NAY Lo /2 s — ||V
6 ' V14 ’ 5 Vs |7 2ves2 | '
Vel 3 Vol 1 —29
0 0 27
\ | _ | _ | 1 J
( [ N __1_W
1 | 1 !
R(AT) : { — I N(AT : — 1
10 4 21
VIO L, 1 V2],
\ _1_ _3_J
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SoL2-5

1—1 ?
3 3
2.4. U* = \f \F e UU* =1, logo U ¢ unitaria.
1—1 29
V6 V6

2.5. (a) Temos
PPT:[OH—B —(a—ﬁ)] [oz—kﬁ a—ﬁ]:[Z(a2+52) 0

a—fp a+f (a—p) a+p 0 2+ )|’
logo
PPf=P! < PP =1, = 20°+p3)=1
(b) Temos
0 a 0 gBillo a o =g 2+ B0 0
vt | @ 0 Bi 0 a 0 —pi 0 | 0 a? + 32 0
0 B 0 al|l 0 —8i 0 a 0 0 2+ p
Bi 0 a 0f|=8 0 a 0 0 0 0 a
logo

Ur=U! — UU'=1L, — a*+p3°=1.

2.6. (a) (UV)(UV)* = (UV)(V*U*) = U(VV*)U* = UL, U* = UU* = L,.
o [uo]fu o] _fu olfur o] _[uur o |_[n o] _,
()ovov_ov o v¢| [ o vv¢| |o 1,|] T

2.7. (Uu|Uv) = (Uu)*(Uv) = u*U*Uv = u*L,v = u*v = (u|v).

0

0

0
2+ﬁ2
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3.1. (a) Temos

(R,)* = (In 2z uu*)2 =

4
I, - —uu* + — (uu*)(uu®)
[al? T uf? [al?
4, 4 4
=I,— ——uu* + u(u*u)u* =1, — uu® + [u[*uu* = L,.
"l u? "l [l !

Sendo assim, R, ¢ invertivel e (Ry)™' = R,. Também,

2 % 2 2
R,)* — (I, - N = (L) - ) =L, - —uu* = R,
(Ro)” = (I = g 00)" = ) = g (ww?) Trhee

(b) (i) Temos

Por outro lado,
ulv) = (vlv) £ ofv[<elv)y = |v]* + 7]v] v

- [v][(1 £ v1), se v; € R,
= [VI(Iv] £ 7v1) =
v ([v] + |v1]), sevi ¢ R,

Por outro lado,

Qulw) = v|v) £ plv(vier £ mlv|<erv) + [pf* v
= (L+ [uP) V] + [v] (wor + Fvr)
= VI(( + [P v] £ (uT1 + 7))
2| v|[(1 £ vy), se v; € R,
2[v|(|v] + |v1]), sevi ¢ R.
Em conclusao,
[ul? = Culu) = 2(ulv)
e, portanto,

R,v=v—u= Fpu|v]e;.
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(ii) Pela alinea (a), temos

logo

e, portanto, U é unitaria.
Pela alinea anterior, sabemos que R, v = Fu|v|e; = Fue;, logo
v =L,v = (Ry)’v = Ry(Fpue;) = FuRye; = Uey,

o que significa que v é a primeira coluna de U.

3.2. Consideremos u =v —e; = —%[2 —10 1]T. Pelo exercicio anterior, a matriz que se quer
é
-1 -2 0 -2
2 112 2 0 1
U=Ry=L,— ——uu* = -
R 310 0 3 0
-2 -1 0 2

13 -9 3/5
3.3. 1 é um valor préprio da matriz A = ev = / é um vector proprio que
16 —11 4/5

351 [1] [-2/5
lhe estd associado. Temos |[v| =1 e v; = 3/5 € R. Tomando u = . = / , 0
4/5 0 4/5

Exercicio 3.1 garante que a matriz

PRl - 2 wu— 3/5 4/5
ul? 4/5 —3/5

é ortogonal (e tem v como primeira coluna). Além disso,

1 25
0 1]

3.4. o Aplicamos o algoritmo descrito no teorema da decomposi¢ao de Schur.

PTAP =

3 2 1 2
Ora, 2 é um valor propriodamatrizA = [ 0 2 0|ev= 0 | é um vector proprio que
—2 -3 0 —2
V2 1 V2-2
2 2
lhe estd associado. Temos |v|| =1e v = g e R. Tomandou=| 0 |—=|[0[=] 0 |,o0
_2 0 _V2
2 2
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Exercicio 3.1 garante que a matriz

V2o 2
9 2 2
V=Ry=L - —(Huu" = 0 1 0
u V2 NG
-5 0 =%

¢ unitaria (e tem v como primeira coluna). Além disso,

2 N2 3
VAV =1{0 2 0
V2
0

2 0 V6
Agora, consideramos a matriz Ag = [ e 1]. 2 é um valor préprio de Ag e v = [ \%] é um
3

2

s 1
vector préprio associado a 2. Temos |v| =1 e v; = \/?6 € R. Tomando u = [\%] — [0] —
3

V6-3
\% , obtemos a matriz unitdria
3

2 g ¥
*
UOZRuZIQ—WUUZ \/_g _@
B 3
(que tem v como primeira coluna) e temos
2 V2]
UiA Uy =
R
Para terminar, a matriz
V2o V6 W3
1 0 2 6 3
0 U] |_vz & vs
2 6 3
¢ unitéaria e temos
9 2v3 11/6
3 6
U*AU= |0 2 2
0 0 1
—4 -3 -3 vz
e —1éum valor préprio damatriz A= 0 -1 0 |ev= 0 é um vector proprio
6 6 5 — 2

2
\V2-2
2

que lhe estd associado. Temos |v| =1 e v; = g e R. Como acima, tomamos u =

oy ©
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obtemos
2y 2 1 5V2 9
V=R,=| 0 1 0 e VFAV=|0 -1 0
2 2 0 —/2 2

—1

V2

vector proprio que lhe esta associado. Como vy = 0, nao podemos aplicar o Exercicio 3.1. No

0 0
Agora, consideramos a matriz Ay = [ 2]. 2 é um valor préprio de Ag e v = [1] é um

1
entanto, a matriz Uy = [1 ] ¢é unitaria e temos

UsA\Uy =
0A0Y0 [0 1

Para terminar, a matriz

V2 V2
1 0 2 2
u- v[ ] 1o oo
2 2
¢ unitaria e temos
-1 9 52
UAU= |0 2 —2
0 0 -1
1 -2 0 L
e —1 é um valor préprio da matriz A= 0 1 —-2]|ev= \/T§ ¢ um vector proprio
-2 0 1 B
V3 1 V33
3 3
que lhe esta associado. Temos |v|| =1 e v, = \/?g e R. Tomamos u = \/?3 — 10| = \/Tg
V3 0 V3
3 3
e obtemos
- — |8 3-8 3+4/3 -
V=R, = 5 — 3 e VAV=10 2 3
3 _3+v/3 3-V3
3 +6 6 0 _\/§ 2

2 43
_\/§2

Agora, consideramos a matriz Ay = [ ] 2 —iy/3 € C é um valor préprio de Ay e

V2
v = [ N ] e C?*! ¢ um vector préprio que lhe estd associado. Temos |[v| =1e v, = \/75 eR.

g !
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V2 1 _2-v2
Tomando u = \2/5 |- = 2 |, obtemos a matriz unitdria
—75 7 0 5 7
2 22
e temos
2—4/31 0
UsAU, = |27 V3 |
0 2++/3i

Para terminar, a matriz

U=V10=
0 U

¢ unitaria e temos

V6 VG, _V6 4 V6,

6 6 ¢ 6 T 76 ¢
V26 | 3v2+6;  _3v2+V6 | 3v2-6
12 12 12 12
_3V24V6  3V2V6;  3V2-VE  3v2+46
12 12 12 12

sl

-1 0 0
U*AU=| 0 2—4+/3i 0
0 0 2+ /3
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10 6—0e

4.1. E normal: AA* =
6 + 61 24

] = A*A.
4.2. Sejam u € R(A) e v e N(A). Pelo Exercicio 1.6, sabemos que R(A) = R(AA*), logo
ue R(AA*) e, portanto, existe w € C"*! tal que u = AA*w. Sendo assim,
(ulv) = u*v = (AA*"W)*v = w"AA*V = w*A*Av =0

(porque AA* = A*A e Av = 0).
4.3. Como A ¢é normal, também A — A, é normal: porque AA* = A*A ¢

o (A—AL)(A—-)L)* = (A - \L)(A* = AL,) = AA* — A — MA* + |\%1,,,

o (A—AL)*(A—),) = (A" - AL)(A - \L,) = A*A — AA* — A + |\%I,,.

Seja u € N(A — AL,); sendo assim, (A — AI,)u = 0, ou seja, Au = Au. Provemos que
ue N((A=AL)*) = N(A* — AL,) (isto é, que A*u = Au). Ora, pelo exercicio anterior,
sabemos que (u|u’) = 0 para todo u’ € R(A—\IL,) (porque A —\I,, é normal). Por conseguinte,

u*(A — ALL)w = (u|[(A — A\L,)w) = 0, we C™h
em particular, escolnendo w = (A — AI,,)*u, deduzimos que
0=u*(A—-A,)(A—-AL)"u={A - \,)"u|(A - \,)"u)
e, portanto, tem de ser (A — A\I,,)*u = 0, como se queria.

Finalmente, para qualquer v € N(A — puI,,), obtemos

(A = p)ulv) = Mulv) — p(ulv) = Qufv) = (aluv)
= (A*ulv) — (u|Av) =u*Av —u*Av =0

e, portanto, (u|v) = 0 (porque A # p).

4.4. Suponhamos que AT = A. Entao,
e AAT = A? = A*A isto é, A é (como A € R™" temos A* = AT).

e A ¢é hermitica, logo todos os seus valores préprios sao reais (Lema 5.1).
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Reciprocamente, suponhamos que A é normal e que o(A) € R. Sejam \,...,\, € R os valores
préprios de A (com repeticoes). Pelo teorema da decomposi¢ao espectral, existe uma matriz

unitaria U € C™*" tal que

M O - 0
0 X -+ 0
U*AU = D, D={| )
0 0 - \,

Temos D € R™*" logo D* = D; além disso, UU* = U*U = I, (porque U é unitéria), logo
A = UU*AUU* = UDU* = UD*U* = (UDU*)* = (UU*AUU*)* = A* = A",
4.5. Seja A € C um valor préprio de A e seja v e C*', v # 0, tal que Av = \v. Como
A* = — A, temos
VIVIA+ X)) = MV[V) 4+ MXV[V) = (VIAV) + Ov|v) = (AV|v) + (VIAV)
=Vv*A*V+ VAV = —vAvV + VAV =0
e, portanto, A + A = 0 (porque v # 0, logo (v|v) = 0). Por conseguinte, A é imaginario puro

(a sua parte real tem de ser zero).

4.6. Supomos que T ¢ triangular superior.

T serd normal se e s6 se T*T = TT*. Considerando a entrada (1, 1) desta matriz, obtemos a
equacao
tiatin = tiatig + tiatio + - + tiptin,
de onde resulta que
tiol? 4+ + |tia? =0

tl,l 0

e, portanto, t12 = -+ = t1, = 0. Deste modo, T = onde T, € Cr—1x(r=1 ¢

To
triangular superior; além disso, tem de ser T§Ty = TyT{ e, portanto, podemos usar indugao

para concluir que Ty é diagonal. Em conclusao, T é uma matriz diagonal.

O reciproco ¢é claramente verdadeiro.

4.7. (a) Suponhamos que A é invertivel. Nesta situacao, tem de ser A # 0 (caso contrario,
r(A) < n), logo

Av = \v — v=AT1tAv=)A"lv — A v =\,

(b) Na resolucdo do Exercicio 4.3, provamos que, se A for normal, entao
veN(A -\, <= veN(A*-)I,),

o que significa que Av = \v <=  A*v = \v.
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(c) AFv = AF¥1(Av) = AA*~1v, pelo que basta argumentar por inducao sobre k.

(d) p(A)V =apv+ 1AV + - + @A™V = agV + AV + - 4+ ap NV = p(A)v.

48. (A+E)*=A*+E*=A +E, logo B= A + E ¢é hermitica.

Seja U e C™™ uma matriz unitaria tal que

M O - 0

0 X -+ 0
U*AU = D, D=| ]

0 0 - \,

deste modo, temos

U*BU = U*(A+E)U =U*AU + U'EU = D + U'EU.

Para simplificar, pomos B = U*BU ¢ E = U*EU; observamos que B e E tém os mesmos

valores proprios que B e E, respectivamente.

Seja {ey,...,e,} a base candnica de C"*! e, para cada 1 < 7 < n, sejam V; = (ey,..

'aei>

e S; = {veV,:|v| =1}; em particular, temos V,, = C"™*' e S, = S = {ve C"!: |v| = 1}.

Notemos que

v*Dv = Z Me|ve|? = N Z o |? = \i|[v] = N, veS,.

1<k<i 1<k<i

Aplicando a condi¢ao max-min do teorema de Courant-Fischer a matriz B, deduzimos que

i; = minv*Bv > minv*Dv + min v*Ev > \; + minv*Ev = \; + ¢,
veS; veS; veS; vesS

(usando a Proposicao 5.2).

De modo anélogo, para cada 1 < i < n, sejam W, = {e;,...,e,) e T; = {veW;: |v| = 1}.

Temos que
v Dv = > Mful <n D) PP = Afvi =X, veTs

1<k<n 1<k<n

Aplicando a condi¢do min-max do teorema de Courant-Fischer & matriz B, deduzimos que

i < max v’ Bv < maxv*Dv + max v'Ev < \; + maxv*Ev = \; + ¢;
veT; veT; veT; vesS

(usando a Proposicao 5.2).

4.9. Seja U € C™*™ uma matriz unitaria tal que

N O - 0

0 A -~ 0
U*AU = D, D=| . )
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Como a matriz V = X (1)] e Clr+)x(+1) & ynitdria, os valores préprios de B sdo os mesmos
(com repetigoes) que os da matriz
|
u*U «
Seja {e1,...,e,.1} a base canénica de C"*V*! e para 1 < i < n, sejam V; = {e1,...,e;) e

S; ={veV;:|v| =1} Temos que
VBv = Y MulP =N D) ul = Nvl=Xx, ves.

1<k<i 1<k<i

Aplicando a condi¢do max-min do teorema de Courant-Fischer & matriz B, deduzimos que

i; = minv*Bv > \;.
VGSi

De modo andlogo, para cada 1 < i < n, sejam W; = {e;_1,...,e,) < Cxl ¢ T, =
{veW,: |lv| =1}. Temos que
V*BV = Z )\k|Uk|2 < )\i—l Z |Uk;|2 = /\i—1||VH = /\i—la VvV E 7;
i—1<k<n i—1<k<n

Aplicando a condi¢ao min-max do teorema de Courant-Fischer a matriz B, deduzimos que

i < meaTXV*BV < il
veT;
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Y]
YT
I, —PP!— [X1 X, - XT] 1= Y xvr = Y G
o 1<i<r 1<i<n
Y,
Analogamente,
M, 0 0 YT
0 Aol 0 Y?
A-[X X o X g | ’
0 M, | Y7
Y]
YT
= [/\1X1 )\2X2 )\TXT] 2 = Z )\IXZYE: Z )\sz
Y 1<i<r 1<i<r
Y,
(b) Temos
Y] YiX; YiX, YiX.
[ _p-lp— Y} [X1 X, ] _ YIiX; YiX, YIX,
Y} YIX; YIX, YIX.
logo
L., sei=j,
YIX, = { ™ A P
0, se i # 7J,
Daqui, obtemos
GZ‘GJ‘ = XzYz Xij = 1< L)<

0, se i # 7,
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(¢) Sejal<i<r. Temos
R(G;) = R(X;Y]) € R(X;) = RIX;Y X;) = R(G;X;) < R(Gy)
(porque Y X; =1,,,), pelo que
R(G;) = R(X;) = N(A - \1,)
(por defini¢ao de R(X;) e de X;, temos R(X;) = N (A — \1,)).

Por outro lado, usando as alineas anteriores, deduzimos que

Gi(A - \I,) = GZ-( D MG A Y] Gk>

1<k<r 1<k<r

- Z MGG — N Z GG,

1<k<r 1<k<r

= NG, — \G; =0,
o que significa que qualquer coluna da matriz A — \;I,, estd em N (G;), logo
R(A — \1,) € N(G)).
Para a inclusao reciproca, como R(G;) = N (A — \;1,,), temos r(G;) = n(A — \1,), logo
dimR(A = \I,) =r(A = \L,) =n—n(A - \1,) =n—1r(G;) =n(G;) = dimN(G)
e, portanto, R(A — \;1,,) = N(Gy).

1 -4 —4
52. e AeCévalorpropriode A= | 8 —11 —8| seesose
-8 8 5

det(M3 — A) =X +50 +3A0 9=\ -1(A+3)*=0.

Por conseguinte, 0(A) = {—3,1} com m.a.(—3) = 2 e m.a.(1) = 1. Por outro lado,

1 1
1(,(0 e 2
0 1 —2
sdo bases de N(A + 3I3) e N(A —I3), de modo que
1
P={[10 2
0 —2

é uma matriz invertivel tal que

3 0 0 -
P'AP=|0 -3 0 :[_ 2 ]
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11
Pondo X; = |1 0 eXy=] 2 |, temos P = [Xl Xg]. Por outro lado,
01 -2
-2 3 2 v
P'=(2 —2 -1 —[ 1]
Y;
1 -1 -1
-2 3 2 . . :
onde YT = 5 5 1 e Yl = [1 —1 —1]. Sendo assim, os projectores espectrais de A
sao0

= -2 2 2
3 2 1
e MeCévalorpropriode A= 0 2 0f seesdse
-2 -3 0

det(A\I3 — A) = (A —1)(A—2)* = 0.

Por conseguinte, o(A) = {1,2} com m.a.(1) = 1 e m.a.(2) = 2. N(A — 2I,) tem dimensao 1
(com base {[1 0 — 1]T}, logo A nao é diagonalizdvel (porque nao existe uma base de C"*"

inteiramente constituida por vectores préprios de A).

—4 -3 -3
e MeCévalorpropriode A= 0 —1 0 | seesdse
6 6 5

det(AL; — A) = (A — 2)(A + 1)? = 0.

Por conseguinte, 0(A) = {—1,2} com m.a.(—1) = 2 e m.a.(2) = 1. Por outro lado,
1 0 1
01, 1 e 0
—1 —1 —2

sdo bases de N'(A + 3I3) e N(A —13), de modo que

1 0 1
P=|10 1 0
-1 -1 -2
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¢ uma matriz invertivel tal que
-1 0 O L o
P'AP=|0 -1 0 =[ ? ]

1 0
PondoX; =0 1 |eXy=]0 |, temosP = [X1 X2]. Por outro lado,
-1 -1 —2

5/2 —3/2 —3/2 .

-1 Yl

P =10 -1 0 =
Y3

3 3 2

5/2 —=3/2 —3/2
onde Y] = [ (/J { 0/ ] eY) = [3 3 2]. Sendo assim, os projectores espectrais de
A sao
10 52 —3/2 —3/2
5/2 —=3/2 —3/2
e Gi=]|0 1 / / / = 0 -1 0 |,
0 -1 0
-1 -1 —5/2 5/2 32
[ 3 3 2
« Go=|o0|[332=]0 0 o0
| —2 -6 —6 —4
1 =2 0
e Vimos no Exercicio 3.4 que A= | 0 1 —2| ¢ diagonalizdvel com o(A) = {-1,2 —
-2 0 1

V34,2 +4/3i}. Sejam u,v,w € C>*! vectores préprios associados a —1, 2 — /37 e 2 + /31,
respectivamente; de modo que {u,v,w} é uma base de C>*!. Considerando a matriz P =

[u v w], temos

u* u*u u*v u*w [u?> 0 0
P*=|v* e PP=|vtu viv viw|[=]| 0 |v|* 0
w* w*u w'v wrw 0 0 |wl|?
(usando o Exercicio 4.3), logo
1 1 *
R AT o
— *
boe R R AT

o O
<

el oz W
Iwi? a2
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Por conseguinte, os projectores espectrais de A sao
1 1 1

G, = uu®, Gy = vw* e Gy=——ww"
[u? v [w?
1
Como u = | 1| é um vector préprio associado a —1, obtemos

1

) 1 | 111

Gi=z[t[t 1 1]=5]1 11

b3 3
1 111

Agora, sabemos que
A =-G; +aGy +aGs I. =G + Gy + G
onde a = 2 — /3. Sendo assim, temos
. 4 -5 1 . 2 -1 -1
&G2+5G3=§ 1 4 =5 e G2+G3=§ -1 2 =11,
-5 1 4 -1 -1 2
de onde resulta que
) —2  3—+/3i 3+4/3i ) 2 1—+/3i 1++/3i
GQ:—6 34431 -2 3+4/3i e G3:6 1++/3i 2 1++/3i
3—W3i 34++3i -2 1—+/3i 1++/3i 2

5.3. Sejam ay, ..., a, € k tais que pa(t) = t" + a;t" ' + -+ + ayt + ag. Como

Gi, sei=j, o
G,G; = 1<i,5 <,
0, se1#j7,
temos

k
( 2 /\iGi) = > MG,  1<k<n

1<isn 1<isn

Por conseguinte, pondo ay = 1 e A® = I,,, deduzimos que

pa(A) = > apAf = (2 )\Z-Gi>k= DY NG,

0<k<n O<k<n “1<isr I<k<n 1<i<r
- > ( > ak/\f>Gi= > pa(M)Gi = 0.
1<i<n N0<k<n 1<i<r
5.4. Escolhendo uma matriz invertivel P € C"*" tal que
1 -4 —4 -3 0 0
P 'AP = D, A=|8 —-11 =8|, D=P| 0 -3 0],
-8 8 5 0 0 1
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temos A = PDP~!, logo
pa(A) = A® + 5A% + 3A — 913
= (PDP1)? + 5(PDP 1) + 3(PDP ') — 9I;
= P(D® +5D% + 3D — 9I;)P~' = Ppo(D)P "

Ora,
3 0 0]" [(3F o0
D=0 -3 0| =| 0 (=3 o],
0 0 1 0 0
logo
pa(=3) 0 0 000
pa(D) = pa(=3) 0 |=(00 0
0 0 pa(l) 000

e, portanto,
pA(A) = PpA<D)P_1 = ].:'0].:'_1 =0.

[Para as outras matrizes é analogo.|

5.5. Temos
-1 -1 -1
P AP =P [Avl Avy --- AVn] =P [)\1V1 Aovy - )\nvn]
T T T T
Wi AMWIVE AW Ve - A\, WiV,
T T T T
£ MWV AaWoVy -0 A W5V,
= . AV Aavy o Ay | =
T T T T
w,, MW, Vi AW, Vy -+ AW, V,
Dado que
T T T T
T T T T
In =P P = . Vi Vo V| = . )
T T T T
W, W, Vi W, Vy - W,V,
temos
1, sei =7
T ) ) .
WV = o I<gy<m,
OJ se 1 # Js
e, portanto,
T T
Al o - 0 W, A1vV1
T T
0 X -+ 0 w, AW,

P'A=P'AP)P'=| . =
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Como
T T
Wi wiA
T T
w wy A
_ 2 2
P'A = = ) ,
T T
w, w, A
concluimos que
T T T T\T .
A'w; = (W;A) = (\w;) = \wy, I1<i<r.

5.6. pa(A) = 0 é uma matriz de tipo n x n e det(0) = 0 é um escalar.

57. e A =

tem valores proprios 1 e }l que estao associados aos vectores proprios

= D=
NICR NI

1 —2 1 -2
[ ] e [ ) ], respectivamente. Assim, pondo P = [1 ) ], temos

1
1
P 'AP = [ 0]

k
1ol |1
0 0

Akzpll olp_lzllufk 2—4%]'

=

e, portanto,

P 'AFP =

], ke N,

=
- o

donde

1 1 1
0 3ll-w 2+

%)keN

sucessao (de matrizes) (Ak) ey tAmbém é convergente com
111 2

im A% = | [ ] _ [
k—o0 3 1 2

e Seguimos um processo diferente (usando os projectores espectrais). A = [

1

> concluimos que a

Como as sucessao (de nimeros reais) ( ¢ convergente com limy_,q

WIN WiN
 —— |

Wl Wl

T
5

tem
i
9

valores proprios 1 e 55, de modo que, se G e Gy forem os projectores espectrais de A, entao

A=G, + (9/10)G2 e L =G+ Go.

N = Ol =

Temos 9
A = (Gl + 1—OG2)k =G+ (9/10)kG2

e, portanto, a sucessao (Ak) é convergente com

keN
lim = G 1

k—0o0

porque a sucessao ((9/10)* é convergente com limy_,,(9/10)F = 0).
( (( keN &
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Determinemos G;. Ora, das equacoes acima, temos
10A — 91, = 10(G1 + (9/10)Gs) — 9(G1 + G3) = Gy,

logo

2
lim A = G, = o .
k—0 ~10 —4

5.8. Suponhamos que, no inicio do processo, o Norte tem ny habitantes e o Sul tem sy habitantes.
Passado um ano, o Norte terd ny = (1 —1/2)ng+ (1/4)so = (1/2)ng + (1/4)so habitantes e o Sul
tera ny = (1/2)ng+ (1 —1/4)so = (1/2)ng + (3/4)so habitantes. Dado que o processo é uniforme
ao longo do tempo, no k-ésimo ano (para k € N), o Norte terd ny = (1/2)ng_1 + (1/4)s5_1

habitantes e o Sul terd ny, = (1/2)n_; + (3/4)s,—1 habitantes, ou seja, temos

N . 1/2 1/4 Nk_—1
sel  [1/2 3/4| | skt ]|

1/2 1/4
Pondo v, = Tk (para ke Ng) e A = 2.1/ , temos
Sk 1/2 3/4
Vi = Avk—l = AQVk_Q == Ak_lvl = AkVO, k e N.

k

Pelo que vimos no exercicio anterior, a sucessao ((AT)*), . é convergente com limy_,.(AT)* =

1/3 2/3
1/3 2/3

keN

], de modo que a sucessao (Ak) Loy bambém é convergente com

Ak [1/3 2/3] _ [1/3 1/3]'
b 1/3 2/3 2/3 2/3

Deste modo, a sucessao (vk) Loy € convergente, o que significa que as populagoes do Norte e do

Sul tendem a estabilizar no limite

Voo = lim vj, = lim Afvy = (lim A*)vy = 1/3 - 1/3] | no _ (1/3)(ng + so)
S vt B R 0 ko0 0 23 2/3| | s (2/3)(n0 + 50) |

59. (a) Seja ve C! com |v| = 1 e tal que Av = Av. Deste modo, pondo V =
[V 0o --- 0}temos

AVA:[AV 0 - O:z[Av 0 .- ﬂ::A[v 0 ... ﬂ::AV

e, portanto,
2

< Z Z }az’,kvk,lf

1<il<n 1<k<n

|AV]

2. | 2wt

1<il<n ' 1<k<n

= Z ‘ai,k\Q‘vk,lf < Z !amﬁvk,lf

1<i,k,l<n 1<i,5,k,l<n




Resolucao dos exercicios — Folha 5 SoL5-9

[z \ai,jf)(lz o) = 1411V

1<i,j<n <k,(l<n

Como |AV| = |[AV| = |A| [ V], concluimos que
ALV < [A[V]
e, portanto, |A| < |A]| (porque v # 0, logo V # 0). Como A € 0(A) é arbitrario, segue-se que

= < .
p(A) nax Al < [A]

(b) Suponhamos que A é diagonalizdvel e sejam Ay, ..., A, € C os valores préprios de A (com

repeticoes). Seja P € C™*™ uma matriz invertivel tal que

M 0 - 0
. 0 N --- 0
P!AP=D, D=| NE
0 0 An
sendo assim,

[AF 0 0]

0O MNeo ..o

P AP = (P'AP)} =DF = | 7 |, keN

[0 0 AL

Suponhamos que a sucessao (Ak) ey € convergente com limy o AF = 0. Entdo, a sucessao

(PflAkP) Loy também é convergente com

lim P'A"P =P~ (lim A*)P=0®

k—o0 k—o0
Como
Moo 0 limy, o0 AY 0 e 0
) 0 )\'2“ 0 0 limy_,o )\’2“ .
lim = )
St IR : : : :
0 0 -+ A 0 0 s limg Lo AR

concluimos que, para cada 1 < 7 < n, a sucessao (Af)keN é convergente com limy ., A¥ = 0, o

que s6 pode acontecer quando |)\;| < 1. Segue-se que

p(A) = max |\ < 1.

1<i<n

Reciprocamente, suponhamos que p(A) < 1. Entao, para cada 1 < i < n, temos |\;| < 1

e, portanto, a sucessao (/\f) ey € convergente com limy o A = 0. Segue-se que a sucessao

(*)Este facto deve-se a continuidade da funcao C"*™ — C™*™ definida pela correspondéncia X — P~1XP

(exercicio).
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(Dk)keN também é convergente com lim_,., D¥ = 0 e portanto, a sucessao (A’“) y também é

ke
convergente com

lim A* = lim PD*P~" = P( lim D*)P~" = 0.

k—o0 k—o0 k—o0

(¢) Sejam Aq,...,\. € C os valores proprios, distintos dois-a-dois, de A e sejam Gy, ..., G, os
projectores espectrais de A, de modo que A = \{G; + -+ -+ \.G,. Sem perda de genariladade,
suponhamos que |[\| = [Xo] = -+ = |\, de modo quep(A) = |)\;|. Para cada k € N, seja
ve = |A*]/|A}]. Como

AF = )NiG, + -+ MG,
temos

AllF MG+ -+ MG,
=~ S G (/) Ga e (/0 G|
1

k k
<Gl + (Pal/IMD) 1G] + - + (Al/IM]) Gl < (Gl + (Gl + -+ + |G-

Pondo v = |G| + - - - + |G|, temos
1<y, <v, k e N;

notemos que, como A} € o(AF), temos |\;|¥ = |A\}| < |A*| (pela alinea (a)), logo 1 < v4. Por
conseguinte, temos

1< ¥ < v, k e N.
Como a sucessao (\"/;) ey € convergente com limyg o /v = 1, concluimos que a sucessao

. (o
(4 /Vk) eN também é convergente com

lim ¢y, = 1.

k—o0

Como |AF|| = [Ai|{/vk, segue-se que a sucessdo ({/]AF[),  é convergente com
lim {/[|AF] = M| = p(A).
k—o0
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6.1. Facil.

6.2. (a) Para qualquer v e C"*!,

o [vli = V[0l < \/Xicizn [Vil? = V]2, logo maxi<ic [vil < [[v]

2
o [V = /im0 < A (Sicicn [0])” = i li] = V]

(a) SejaveC™!esejal<k<n.

1 Vil
e Consideremos os vectoresu = | : | ew = [ : |. Sabemos (da Algebra Linear) que
1 |vn]

[Cafw)| < uls|wls, ou seja,

Viv= D7 lul=Calwy <v/n | X [oif? = v/n v

1<isn 1<isn

o VI3 = Xicicn lvil* < nmaxicic |vil* = nf[v]w, logo [v]z < v/nfv]«
6.3. Para quaisquer u,v € C**!, temos:
o fuf =[(a—=v)+v|<u=v]+]v] logo [u] —[v] < u—vl];

o () =Ivl) = vl = Jul < v —uf = [u—v].

6.4. Seja A e R, 0 < XA < 1. A fungao f(z) = (1 — \) + Az — 2 é continua e tem derivada
f'(x) = X=Xt = —\(z'7* —1). Temos f'(z) <0, parax < 1, e f/(z) > 0, para x > 1, logo
a fungao f(x) é decrescente no intervalo | — oo, 1| e crescente no intervalo |1, 4+o0[; deste modo,
f(z) tem um maximo (absoluto) em x = 1, ou seja f(z) = f(1) = 0 para todo x € R, z # 1.

Tomando «, € Rt arbitréarios, obtemos

0< fla/B) = (1 =)+ Aa/B) — (a/B),
logo
B = (a/B)B < Aa + (1 — N)B.
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Agora, sejam u,v € C"*! e consideremos os vectores 1 = T, U @ v = HVII Vv; notemos que
[al, = |v[, = 1. Tomando o = |u;|?, 5 = |9;]? ¢ A = 1/p (de modo que 1 — A = 1/q), obtemos
A NP~ 1y L . N .
jisti] = (Jai]”) /’“(rvz-rq) < (p)wl + (1g)lol!, 1 <i<n,
de modo que
1 I
>, bl < Z il + = Z 0| = —HUHp —HVHq — o=
1<i<n p1<z<n 1<z<n p q

Sendo assim,

> lwwil = D0 [(lalpis) (1v1p8:)| = Talpvi, D) lasdl

1<isn 1<isn 1<isn

1/p 1/q
<u||puv|q=( v |uz-|P) (2 w) |

1<i<n 1<isn

Finalmente, deduzimos que

v =| D wmu < Y el = ) fwllvl = ) [lalydl [ v]@]
1<ign 1<ign 1<ign 1<ig<n
= [ullp[vly X lal o] = [alp[vle Y lao] < fal,v],.
1<i<n I<i<n
Como se queria.
6.5. Seja u € R™! tal que Zlgignui = (; assim, u*e = 0 onde e = [1 1 - 1]T. Sejam

ve C™! e ae R arbitrrios. Entao, u*(v — ae) = u*v — au*e = u*v e, portanto,

vl = (v —ae) = | 3 - )| < 3 fusljos o
1<i<n 1<i<n
< < v |ui|) v — el = Juls]v — aels
1<ign

Como « é arbitrario, concluimos que
lu*v| < |uf; inf |[v — ae|w.
a€eRT

Ora, temos
. Umax — Umin
inf |[v—oaele=—""——"
eR+ 2

e, de facto,
Umax — Umin
2

para a = fmecttuin (de modo que infuer+ [V — efe = minger+ [V — aelr). Em conclusdo,

= v —aels

VUmax — Umin o Umax Umin
= |uz

'] < uf

1<i<n

como se queria.
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6.6. (a) Supomos que p # 1 e observamos que p/q = p — 1 (quando g = p/(p — 1)). Para

quaisquer «, 5 € C, temos
o+ B = o+ Blla+ 7 < |af o+ P + |B] o+ BIP'2.
Sejam u, v e C"*! quaisquer. Temos

Dol = D0 st vl fus o< [ 0P D o [+ P

1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n

Usando a desigualdade de Holder, deduzimos que

1/p 1/q
3 bl + o = 3 st + 0 < (X ) (3 (uioloy)

1<igsn 1<ig<n 1<i<n 1<ig<n
1/p (p—1)/p
=( 3 w) ( 3 \uﬁvm) ~ Jul, Ju + vl
1<i<n 1<i<n

e, de maneira andloga,

2 loil s+ ol < v plu+ v]p

1<isn

Por conseguinte, obtemos
[u+ vl < ([l + [v],) Ju+vIp™

e, portanto,

Ju+ v, < Juf, + v,

(b) Tendo em conta a alinea anterior, é facil concluir que || » ||, ¢ uma norma em C"*!. Seja
v € C"*! e provemos que lim, . |v|, existe e que lim,_ ||v|, = |v]|. Por um lado, para

qualquer p e R, p > 1, temos

1/p
iy
el = ol = Guax o) < (2 1) = vl

1<isn ;
1<isn

e, por outro lado,
) 1/p » 1/p U
o= (3 ) < (3 (uak) = vl
Por conseguinte,
[Vle < IVlp < 277 v]o
e, portanto, como lim, o, n*/? existe e lim, ,,, = 1, conclufmos que lim,, . [|v|, também existe
e tem-se

B vl = vl
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] temos |[Af, = v1+4 +4+ 1 =+/10.

6.7. Para A = [ 11
[0 1 0
Para A= [0 0 1], temos |A[,=+/3.
100
[ 4 2 4
Para A= -2 1 —2], temos |[Al;=+4-16+4-4+1=+/81=09.
4 -2 4

6.8. Sabemos que |Als = v/ Amax onde Ay é 0 maior valor préprio da matriz hermitica

S R

Os valores préprios desta matriz sdo 2 e 4, logo |Al, = v/4 = 2.

A ¢ invertivel porque det(A) # 0. Tem-se |[A7!; = \/— onde Ayin ¢ 0 menor valor préprio
de A*A, logo |[A7Y|s = =

6.9. e Seja A e C"". Por definicao, temos
|Al = max | Av],

onde § = {v e C"*!: |v|; = 1}. Para qualquer v € S, temos

AV = Y| D agu < D) lagllvl = ) ( D |@z‘,j|>|vj|

1<i<n | 1<j<n 1<i,j<n 1<j<n \ 1<i<n
< 2 (e 3 taed ol = (e 3 fasl) 3l
1<jsn 1<isn 1<ign 1<j<n
= (3 ol ) ivl = e 3 o
1<isn lézén
e, portanto,
[Aly = maxAv] < max ), |ail.
1<isn
Por outro lado, se {ey,...,e,} for a base canénica de C"*! temos ey,...,e, €S e
al,j
Ae; = | |, I1<j<n.
Ay 5
Sendo assim,
|Aly = max|[Av], > max |Ae;]; = max |ai il = [ Al

1<isn
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e, portanto,

IA]} = max | 5]
1<i<n

e Seja A € C™". Por definicao, temos

|A

I\, = max |Av]..

onde § = {v e C"™!: |v|, = 1}. Para qualquer v € S, temos

Z Ai,jVj

1<j<n

|Av|s, = max

< max la; ;
1<i<n

1<i<n -
1<j<n

|vj1

< max a; ;]

1<i<n [Vl = max .51

1<i<n
1<j<n 1<j<n

e, portanto,

/ e . .
AL, = max |AV] < max Y Joig)
1<j<n

No caso em que A = 0, temos (trivialmente) |A[}, = 0 = maxici<n Dicjc, [@iy]- Assim,
suponhamos que A # 0 e seja 1 < i < n tal que a i-ésima linha de A é nao-nula (isto é, existe

1 < j < ntal que a;; # 0). Definamos o vector w € C™! por

Qi k

=% seqp # 0
) i, 3

wy, = { 190l : 1<k<m
1, se a; = 0,

notemos que |wg| = 1 para qualquer 1 < k < n, logo |w|, =1 (isto é, w € §). Sendo assim,

temos
[AJL = max | AVl > [Aw], max | > ajpwn| = | D) aiswn] = D) laisl.
Ve 1<k<n 1<k<n 1<k<n
Daqui, resulta que
|A]% > max [

I<i<n &
1<j<n

(repetindo o raciocinio para qualquer linha nao-nula de A) e, portanto,

HI&HZ)O max |ai,j|7
1<isn
T gg<n

como se queria.

o A} =max{V3, L (1+8)} =+v3e|Al, = max {22, 2} = 2

<[5,

1

6.10. e Para A= [ .

-2
5 ], temos [|A ]} = max{2,4} =4 e |A|/, = max{3,3} = 3.

1 =2

Quanto a norma espectral, a matriz A*A = [ ] tem valores proprios 0 e 3, de modo

que [|Als = V3.
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1

0 0
e Para A= [0 1|, temos |A|} = 1e |A|), = 1. Quanto a norma espectral, a matriz
1 0

0
0
A*A = Iy, logo | A]l, = 1.

4 -2 4
e ParaA=|-2 1 -2/, temos |A|} =max{10,5} =10 e [|A[’, = max{10,5} = 10.
4 -2 4
36 —18 36
Quanto a norma espectral, a matriz A*A = | —18 9  —18 | tem valores proprios 0 e 81,
36 —18 36
de modo que |Als =81 =9.
6.11. e E claro que, para qualquer A € C™ ™, se tem |Alp = |[P'AP|>0e

|Alp = |PT'AP|=0 <= PT'AP=0 <= A=0.

e Para qualquer A € C™*" e qualquer o € C, temos

laAfp = [P~ (@A)P] = [a(PT AP)| = |a| [PT'AP| = |a| [Ale.

e Para quaisquer A, B € C"*", temos
+ |A+B|p = [P"{(A+B)P| = [P'AP + P'BP| < [P"'AP + P~'BP| - |Alp + |B|p:
« [|AB[p = [PT'(AB)P| = [(PT'AP)(P"'BP)| < [PT'AP| [P'BP| = [A[¢|B|e
6.12. Seja A € k™™ qualquer.
(a) Para quaisquer v,w € S, temos
[Ww*Av| = (w]AV)| < [w]2[Av]z = [Av],

logo
supsup |[w*Av| < supsup |Av|, = max [Av|s = |A]s.
ve§S wes veS weSs

Agora, seja vg € S tal que

|Avols = max [Av]s = [A],
ves
e seja

Wo = AVO eS.

1
[Avol,
Entao,

1 N 1
— Vv vy =
|Avyls ° [Avol,

wiAvy = [Avolz = Aol = [A]s,

de onde resulta que

|Alls = wiAvy < supsup [W*AvV| < |A|s

veS wes
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e, portanto,
|Alls = wiAvy = max max [wW*Av]|.
veS weS
(b) Pela alinea (a), temos
[A*|s = maxmax [W*A*v| = maxmax [v:Aw| = |A|s.
veS weS weS veS

(¢) Temos

|A*A|s = max max |[w*A*Av| = Mmax max |(Aw)*(AvV)|
veS weS vesS

= maxmax|<AW|AV>| max max |AW || Av]||2
veS veS

:=(mwwAvm)(mwwAvm)=uAm.
veSs veSs
Para provarmos a igualdade, basta considerar vy € S tal que
|Avo[z = max [Av]s = [|A],
ves
e observar que

[VEA*Avo| = viA*Av, = |Ave|3 = |A]2.

(d) Sejam U,V € k™™ matrizes unitarias. Como U*U = I,,, deduzimos que
[UA|, = max |UAv[; = max vVv*A*U*UAv = maxv/v*A*Av = max |Av]z = |A],
e, portanto,
[UAV], = [U(AV)], = [AV], = [A[s.
6.13. Seja A € C™*™ qualquer. Para qualquer z € C temos
z¢0(A) <— det(zI,—A)#0 << zI, — A ¢ uma matriz invertivel.

Deste modo, a fun¢ao R: C\c(A) — C™*™ estd bem-definida. Seja z € C\c(A) tal que |z| >
|A]l. Entao,
1
R(2)| = |(zI, — A)| = —
IR = (T~ M) =
onde § = {veC™!: ||v| =1}. Seja vq € S tal que (2L, — A)vy| = minyes (2L, — A)v|.

Temos

[(zL0 = A)vo| = [2vo — Avo| = [l2vo| — |Avol| = [|z] | vo| — |Avol| = [z = [Avo]].
Como |z| > |A| e |Avy| < maxyes [|AV| = [|A]], concluimos que
min (21, — A)v| = [[(zI, — A)vo| > |z| = [A]

e, portanto,
1 1

R(2)| = — < -
| minves |21, — A)V] = J2] — JA]
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6.14. Por definicao, temos

IA[> = \(AJA) = VIr(A*A) = /A + Ao + - +

onde \; = Ay = .-+ = A\, = 0 sa@o todos os valores préprios (com repeticoes) de A*A. Para
concluir, basta observar que os valores singulares de A sao as raizes quadradas dos valores

proprios positivos de A*A.

6.15. e Como A é normal, o teorema da decomposicao espectral garante que existe uma

matriz unitaria U € C™*" tal que

N O - 0
0 X -~ 0
UAU=| | .
0 0 - M\,
onde A1, ..., \, sdo os valores proprios de A. Sendo assim, temos
M2 00 - 0

0 ’)\2|2 . 0
U*A*AU = (U*AU)*(U*AU) = . . .

0 0 - |\

12,..., | \n|? sdo os valores préprios de A*A. Segue-se que

[Als = 4/ max [A;|? = max [A;| = p(A).

e Como A e B sao normais, obtemos p(AB) = ||[AB|; < |A[s|B]s = p(A)p(B).

e, portanto, |A;

6.16. (a) Por definigdo, o7 = 4/A; onde A\; é o maior valor préprio de A*A, de modo que

|[Alls = 01. Como |A| < |Alls, concluimos que |A| < oy para qualquer A € o(A).

(b) Suponhamos que A ¢ invertivel. Por definigao, os valores singulares de A~! sao as raizes
quadradas dos valores proprios da matriz (A™')*(A™!) = (AA*)"! e, além disso, o ((AA*)™!) =
{\"1: Ne o(AA*)}. Pela Proposi¢ao 6.3, as matrizes AA* e A*A tém os mesmos valores
préprios (positivos) e, portanto, os valores singulares de A~! sdo 07! < 0,' < -+ < oL
Sendo assim, como (A7) = {A\7!: A€ 0(A)}, a alina (a) garante que |\|~! < 0! e, portanto,

o, < || para qualquer X € o(A).

k
1|1 2 1|1 2k 1/2F  k/2k-1 1

k—_ = — = k = —

6.17. (a) A = % [O 1] o [O 1] [ 0 12k e p(AF) ot

limy o (1/20) Ty . (k/25°1)
0 Ty o0 (1/2%)
Teorema 9.4 garante que limy_,., A* = 0.

(b) limj_, AF = [ .

0 0
] = [ O]; de facto, como p(A) < 1, o
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(b) Como qualquer norma | ||: C**™ — R é uma funcio continua (pelo Lema 7.2%)), tem de

ser limg o0 |[AF]s = | limy o A¥|s = 0, limg o [A*]} = 0 e limy o | A*], = 0.

6.18. Temos v = AFvy para qualquer k € N. A matriz A tem valores préprios (2 + 1/2)/4,
logo p(A) = (2 +4/2)/4 < 1 e, portanto, lim;_., A¥ = 0. Como

0 < [|A V|2 < [A]2]volo,

concluimos que limy ., |[A*vg|s = 0 e, portanto, limy_ ., A*vy = 0, isto é, limy_,, vj, = 0.

(*)Que é verdadeiro para qualquer espago vectorial.
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7.1. Usando o teorema de Gersgorin, os valores préprios de A estao na uniao
G={zeC:|z-5|<2}u{zeC:|z—-6/|<1}u{zeC: |z+5]| <1}
={zeC:|z—-5|<2}u{zeC: |z+ 5] <1}.

5 0 1
Usando a matriz transposta AT = [0 6 1 |, garantimos que os valores préprios de A estao
11 =5

na uniao
G ={2eC:|z2-5|<1}u{zeC:|z-6]<1}u{zeC: |2+ 5| <2},
de modo que
c(A)cgnG ={2eC:|z-5|<1}u{zeC:|z2—6/<1}u{zeC: |z+5| < 1}.
7.2. Pelo teorema de Gersgorin, temos
o(A)c{zeC: |z—n|<n-—1},
de modo que 0 ¢ o(A). Como 0 ¢ o(A), temos det(A) # 0, logo A ¢ invertivel.
7.3. Temos
og(A)c{zeC:|z—-1]<2}u{zeC: |z2—12| <4} u{zeC: |z+ 1| <1} u{zeC: |z| <5}
={zeC:|z] <b}u{zeC: |z —12| <4}.
Pelo Teorema 12.3, temos
#(c(A)n{zeC: |z —12/<4}) =1
e, portanto, existe A € o(A) tal que |A — 12| < 4; analogamente, temos
#(c(A)n{zeC:|z[<5}) =3

e, portanto, existem fu, ji2, uz € o(A) tais que |u;| < 5, 1 < i < 3 (uq, p2, g ndo tém de ser
distintos dois-a-dois). Como A ¢é uma matriz com coeficientes reais, temos pa(z) € R[z] e,

portanto,
pa(A) =0 — pa(A) =0,
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ou seja, A € o(A). Como |[X — 12| = |A — 12| < 4, tem de ser A = \ e, portanto, A € R. De
modo anélogo, Tit, iz, fiz € 0(A), logo
{7, 2, s} = {ps o, s}

o que obriga a que p; € R para pelo menos um 1 < i < 3. Como A\ ¢ {1, y2, 3}, concluimos

que A tem pelo menos dois valores préprios reais.

7.4. (a) Suponhamos que A nao é invertivel. Entao, 0 € 0(A) e, portanto, pelo teorema de

Gersgorin, existe 1 < i < n tal que

aial = 10— ais| < ) lais| = ri(A),

1<j#i<n

0 que nao acontece.
(b) Para qualquer A € 0(A), existe 1 < i < n tal que
|)\ — am~| < ’T‘Z(A) < |CL,’7Z‘| = Q-

Pondo A = p +iv com p,v € R, temos A — a;; = (u — a;;) + v, logo

= ai;] < \/(M —aii)? + v =\ =] <aig
e, portanto, —a;; < pt — a;; < a;;, pelo que p = 0.

(c) Suponhamos que A ¢ hermitica e que a;; € R* para qualquer 1 < i < n. Entao,
o0(A) < R e, portanto, A € R* (pela alinea anterior). Como A é uma matriz normal, existe uma
matriz unitaria U € C™*" tal que U*AU ¢ diagonal e, portanto, existe uma base ortonormada
{vi,...,vn} de C™*! constituida por vectores préprios de A. Para cada 1 <i < n, seja \; € C

tal que Av; = \;v;. Temos
ViAv; = (vi|Av;) = (vi|\ivi) = Alvilvi) = )‘i”Vi”z > 0.
Como {vi,...,v,} é uma base ortonormada de C"*!, concluimos que
v*Av =(v|Av) > 0, ve
75. (a)  Obvia.

(b) E claro que A ndo tem diagonal estritamente dominante (porque 1—e < 1). No entanto,
det(A) =1—(1—¢) =€ #0, logo A ¢ invertivel.

7.6. Por hipétese, existe 1 < k < n tal que |agi| = m:(A) e
|ai | > 1i(A), 1<i<n,i+#k.

Se |akx| > m:(A), entdo A terd diagonal estritamente dominante e, portanto, A serd invertivel.

Por outro lado, suponhamos que |ag ;| = 7x(A). Sejac € Rt esejam p, =1+ce

pi=1, 1<i<n,i#k
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Temos
— DjlGk,j| =
Pk 1<jzken l+e

1

Pi\ Gzisn

Como r;(A) < |a;;|, podemos escolher € € R™ tal que

Ti(A) + elag| < aiil, 1<i<n,i#k.

b1
Com esta escolha, temos 0 ¢ G(D 'AD) para D =

o(D7'AD) = o(A) e, portanto, A é invertivel.

7.7. (a) Temos

int(G(A)) = | J mt(Gi(A)) = | {zeC: |z —ais| <ri(A)}

1<isn 1<ign

e, portanto,

A ¢ int(G(A)) — A —aii| = ri(A),

(b) Se A€ fr(G(A)), entdo A ¢ int(G(A)) e, portanto,

Aeint(G(A)) — A= aiq| = ri(A),

. Z pj|ai,j| =1i(A) + eay,, 1<i<n, 1#k.

Sendo assim, 0 ¢

(c) A tera diagonal dominante se e s6 se |a;;| = 7;(A) para qualquer 1 < ¢ < n, ou seja, se

e s6 se 0 ¢ int(G(A)) (pela alinea (a)).

7.8. (a) Seja 1 < k < n for tal que |vg| = ||V]e. Temos

A = (Av)g = (Av)g = Z Ay jV; = Qj Uk — 2 ay jv;

1<j<n

e, portanto,

A= api| [Viio = |A = agrl [vr] = Mg — appvr| =

1<j#k<n 1<j#k<n

Z Ak,jVj

< D argllul < DT largl [Vl = ru(A)[v]oo.

Sendo assim, |\ — ag x| < 7p(A) e, portanto, |\ — ax x| = 7:(A) (pelo exercicio anterior, porque

A ¢ int(G(A))).
(b) Pela alinea anterior, obtemos
A= aal [VIe = 35 langllol = 35 lany

1<j#k<n 1<j#k<n

[Vle = ri(A) [V
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e, portanto,

Z ’ak,j|(HV||oo - ‘Uj|) =0.

1<j#k<n
Como todas as parcelas sao nao-negativas, concluimos que

gl (Vo = v5[) =0, 1<j<n, j#k
Daqui, resulta que |[v|, — |v;| = 0 sempre que 1 < j < n for tal que a; # 0.

7.9. Dizemos que uma matriz A € C**" tem a PROPRIEDADE SC se, para quaisquer 1 < 4, <
n, existirem 1 < ky,...,k < n tais que ky =4, ks = j e ag, ,,, # 0 para qualquer 1 < s <.
Sejam A € C" A € g(A) e 0 # v € C™! tal que Av = Av. Sejam G;(A),...,G.(A) os
discos de Gresgorin de A, seja G(A) = G1(A) U -+ U G,(A) e suponhamos que A ¢ int(G(A)).

Prove que, se A tiver a propriedade SC, entao:
(a) |A —a;;| = r;(A) para qualquer 1 < i < n.
(b) [|[v]ex = |vi| para qualquer 1 < i < n.

(c) A é invertivel sempre que A tiver diagonal dominante e existir 1 < i < n tal que
\ai,i\ > TZ(A)

(a) Seja 1 < k < n tal que |vg| = |v]. Entdo, pelo exercicio anterior, temos |A — ayx| =
r(A). Por outro lado, seja 1 < i # k < n. Como A € C"*" tem a propriedade SC, existem

1 < ki, ke < ntais que ky = k, ky = @ e ag, # 0 para qualquer 1 < s < t. De

7ks+1
novo, pelo exercicio anterior, temos |v|e = |vg,| (porque axx, # 0) e, portanto, |A — ak, k,| =
Tk, (A). Repetindo o argumento, concluimos que ||v|o = |vk,| (porque ag, x, # 0) e, portanto,
|\ — Qry ks| = Ty (A) € assim sucessivamente; na tltima etapa, concluimos que v, = |v;] € que

|/\ — a'i,i| = T‘Z<A)
(b) Foi provada em (a).

(c) Suponhamos que A tem diagonal dominante e que |a;;| > r;(A) para algum 1 < i < n.
Se A nao fosse invertivel, entao 0 € o(A) e, portanto, |a;;| = 7;(A) (pela alinea (a)), o que nao

acontece.
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8.1. (a) Seja P e C™™ uma matriz invertivel tal que

M., 0 0
. 0 Mly, - 0 )
PAP = _ ' _ : m; =m.a.(\;), 1 <i<r
0 0 - AL,

Sejam X;,Y; € k"™ para 1 < i < r, tais que
T
P:[X1 X, .- X] e P*lz[Y1 Y, - YT] ,

de modo que G; = X;YT para qualquer 1 < i < r (ver Exercicio 5.1). Entao,

J(A)Ln, 0 0
ray-p| 0 T " e
0 0 FO) L,

J(O)Ln, 0 0 YT
_ [X1 X, - X] 0 fo‘?:)lmz 0 Y3
6 6 e f (Ar')Imr Y;

= fO)X0YT + fA)Xo Y5 + -+ f(A)X, Y]

= fM)G1+ f(A)Ga + -+ f(N)G,.

(b) Consideremos o polindmio interpolador de Lagrange

o) = Y = 11 e

1<i<r HK#KT()‘Z' - 1<j#i<r

este polinémio tem coeficientes complexos (isto é, p(z) € C[z]), tem grau < r — 1 e verifica

p(Ai) = f(\;) para qualquer 1 < i < r. Sendo assim, pela alinea anterior, temos

f(A) = f()\l)Gl + -+ f()\T‘)GT‘ = p<)‘l)Gl + - +p()‘r)G7" = p(A)
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(c) Sabemos que |\;| < p(A) < R para qualquer 1 <7 < r, de modo que a série >, apAk é

convergente com

f()\i):ZaM?, 1<i<r.

k=0

Sendo assim, obtemos

JA) = fF(M)Gr+ -+ f(A)Gr

_ (Zak)\’f)GlerJr (ZaMf)GT

k=0 k=0

— Z ak()\lqu 4ot )\fGr) = Z apAF

k=0 k>0
(uma vez que A* = MGy + -+ + \*G, para qualquer k € Np).

(d) Para cada 1 < i < r, consideramos o polindmio

1

9i(t) (z = Ay) € Clz].

Hléj;&z’ér()‘i =) 1<j#i<r

X

Temos
1, sej=r1, ,
gz()\]) = 1 < ] < T,
0, sej #1,

de maneira que

1

gl(A) (A - )‘]In) = gl(/\1>G1 +ot gz()‘r>Gr = Gz

Hls#z’sr()‘i —Aj) 1< #i<r

para qualquer 1 < ¢ < r (na primeira igualdade, usamos a alinea anterior e, na segunda

igualdade, usamos a alinea (a)).

(e) Basta observar que os projectores espectrais de A sdo univocamente determinados (pela
alinea anterior), de modo que a matriz f(A) é univocamente determinada pelas imagens

f(A1),..., f(\) e pelos projectores espectrais Gi, ..., G,.

8.2. Temos p(I, — A) =0 < 1, logo

100 02 -1 00 —6 12 -7

A=Y@ -AFf=|o10|/+|00 3[+]00 0|=|01 3

k20 001 00 0 00 0 00
—m/2 w2

8.3. A matriz A = ] tem valores proprios 0 e —m, logo A é diagonalizavel e,

/2 —7/2
portanto, podemos usar o Exercicio 8.1:

cos(A) = cos(0)Gy + cos(—m)Gy = G; — Gy
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onde G; e Gy s@o os projectores espectrais de A. Pela alinea (d) do Exercicio 8.1, temos

Ly L2 w2 11

Gi=(As 12)_7T[7T/2 w/2]_2[1 1]’
1, Afeme w11 -1

Go= A= W[W/Q —77/2]_2[—1 1]’

logo

11 1] 11 -1 01
COS(A):§[1 1]_5[—1 1]:[1 0]'

8.4. Os valores préprios de A sdo 0 e —(a + ), de modo que A é diagonalizavel (porque

a + 8 # 0) e, portanto, considerando a funcao z — €, z € C, obtemos
e = "Gy + e AGy, = Gy + TG,

onde G; e Gy s@o os projectores espectrais de A. Pela alinea (d) do Exercicio 8.1, temos

_ 1 1 (BB
Gl—a+B(A+(a+5>Iz>—a+ﬁL a],

_ 1 - 1 —a
Gz__aJrﬁA_ a+ﬁ[a —5]’

logo

w1 B B _e—t(a+ﬂ) —a f
© Ca+f8la o a+f | a -8

_ (5_ Bl ttarpy | B >
a+p a a —p|/)

8.5. Seja A € C™™ uma matriz diagonalizavel com decomposicao espectral A = \{Gy + -+ +

A-G, onde 0(A) = {)1,...,\.} eonde Gy, ..., G, s@o os projectores espectrais de A. Entao,
cos’(A) + sen’(A) = Z cos?(\)G; + Z sen?( ;)G

1<i<r 1<i<r

— Z (cos®(A;) + sen®(\;)) Gy

1<i<r

- > G =1,

1<isr

Por outro lado, suponhamos que a matriz A € C"*" nao é diagonalizavel. Nesta situacao,

temos

(=DF o (=D* ok
cos(A) = ,6220 @R A e sen(A) = kZ;O 25T 0 AT

Para concluir que cos?(A) +sen?(A) = I,,, basta notar que cos®(z) +sen?(z) = 1 para qualquer
z e C.
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8.6. (a) Ponhamos A = (agﬁ)) para k € Ny, de modo que

k
k>0 ag 1)Zk k>0 ag 22"
F(z) =
Zk>0 n 12’ Zk>0 CL% %Zk
Sendo assim, para quaisquer 1 < i,j < n, a (i, j)-ésima entrada da matriz F(z) é dada por uma

fungao F; ;: B — C que admite o desenvolvimento em série de poténcias

= Zaﬁ?zk, zeB.

k=0

Da Analise Complexa, sabemos que uma funcao nestas condigoes é diferenciavel com

=M kal A 1<ig<n,

k=1
e, portanto,
k) g (k
Fi(z) - Fi(2) Sisr kati A N Ry
F(z) =] L] = : : = ) kA",
(k—1) g k) g k>1
F;L,1(Z) F;m(z) Zk>1]m 2 Zk>1 ka%,%z’“ >

Repetindo o processo, concluimos que F(z) é indefinidamente diferencidvel com
k!
g 2) = k(k—1)-(k—t+ 1A' =) ——— A", teN.
kZ:;t ; (k —t)!

Além disso, para qualquer t € N, temos

F(1)(0) = A, <« AtzéF(”(O).

(b) Suponhamos que A € C™" é tal que F'(z) = AF(z). Entdo, F*1(2) = AF®)(2), logo
F(k +1)(0) = AF®)(0) e, portanto,

1 1

Apq = F*+D(0) = AFB(0) = 1 AA k € Ny.
T R+ 1) (0) (k +1)! O = o
Daqui, resulta que
1 1
A e LAAL = 1 AAL == EARA k
B LS LD k—2 1 05 €N,

logo
1 z
= > Ay = Z A AgAP R = Ag Y = - (zA)F = Age™™.
k=0 k=0 k=0

Como se queria.
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s . A~ . , ;. . / .
8.7. Usando séries de poténcias, é facil verificar que (eZA) = Ae*®. Por conseguinte, usando

as regras de derivacao usuais, obtemos
F/(Z> _ (ez(A-i-B))’ o (ezA)/ezB _ GZA (ezB)/ _ (A + B)ez(A-‘rB) . AeerzB . 6zA (BGZB).

Como AB = BA, temos

AB = <Z%Ak>B=Z%(AkB)zZ%(BA’“)zB(Z%A’“) — Be*A

k=0 k=0 k=0 k=0
e, portanto,

F'(z) = (A + B)e*AtB) _ Ap2Ae?B _ BeAe B
= (A + B)(e*AB) — ¢*4e*B) — (A + B)F(2)
para qualquer z € C.
Pelo exercicio anterior, existe uma matriz C € C**™ tal que
F(z) = Ce#ATB), zeC.

Como €% = I,,, concluimos que

C=Ce®=Ce"2 =F(0)=e®—¢%"=1,-1,=0
e, portanto, F(z) = 0. Em particular,

eATB _ AYB _ (AB | AB _ (1) 4 eAcA — AB

como queriamos.

8.8. Por um lado, como A(—A) = (—A)A, o exercicio anterior garante que
(A A _ AA 0T
logo e® é invertivel com inversa (e®)™! = ¢4,

Por outro lado, temos

A1 = (D AT) - X A - X A =

k=0 k>0

e, portanto, (e2)* = eA" = e7A = (eA)71, 0 que garante que e* é unitéria.
8.9. (a) Temos
-1 1 1 1
P1AP _ -1 k_ —1Akp) _ p-1 E\p _ p-1.Ap.
e —ZH(P AP)—ZH(P AFP) =P (EHA)P—P eAP;
k>0 k=0 k=0

notemos que, como a correspondéncia X — P7!XP define uma funcao continua de C**" em
C™™ tem de ser

. 1 — 3 . — 1 3 — . 1 i
lim ~(P 1AP):hmP1<Z ,—'A>P:P1<hm > ,—lA)P.

k—o0 - 2! k—o0 - ! k—o0 - 2!
0<i<k 0<i<k 0<i<k
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(b) Pelo teorema da decomposigao de Schur, existe uma matriz unitaria U € C™*" tal que
T = U*AU é uma matriz triangular superior. Como U é invertivel e U™l = U*, a alinea
anterior garante que
1
% Ayr _ U*AU _ T _ Lok
U*e™U =e =e —Zk!T.
k=0
Como T é triangular superior, qualquer poténcia de T também é triangular superior e, portanto,

eT também ¢é triangular superior.

Para terminar, como T = U*AU = U~'AU, temos o(T) = o(A) e, portanto, as entradas

da diagonal de T sao exactamente os valores préprios Aq, ..., A, de A. Analogamente, como
eT = U*eAU = U~ 'eAU, as entradas da diagonal de €T sdao os valores préprios de e®. Pondo
A x e % )\llc x e %
0 )\2 e * 0 )\g e *
=1 . ,temos TF = | para qualquer k£ € Ny, logo
0 0 - A\, o 0 .- Aﬁ
k>0 ]i, )\]f * * eM o« *
1 0 1 )\k * 0 6)\2 *
T _ L L k=0 &1 7\2 _
e T : -
k?o . . . . . .
0 0 190%/\]2 0O 0 ... e

A1 An
yoe

Em conclusdo, os valores préprios de €T e de e® sao e ,e’m: além disso, tem de ser

m.a.(e*) = m.a.(\;) para todo 1 < i < n.
(¢) Por um lado, temos

det(e®) = det(U™'eAU) = det(eT) = eMet2 ... et = hThattin,
Por outro lado,

tr(A) = tr(UTU ) = tr(TU'U) = tr(T) = A+ dg + -+ + M\

e, portanto, det(e®) = (&),
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9.1. Seja A € 0(A) e seja 0 # v e C™! tal que Av = \v. Entdo,
0=AfFv = AF1(AV) = MAF v = AAF2(Av) = AP 2y = . = AT AV = My,
logo A¥ = 0 (porque v # 0) e, portanto, A = 0.

Pelo teorema da decomposi¢ao de Schur, existe uma matriz unitaria U € C™*" tal que T =
U*AA ¢ triangular superior. Como o(T) = o(A) = {0}, tem de ser t; 1 =tgo =+ =t,, =0,

logo T é estritamente triangular superior. Sendo assim, existe uma matriz invertivel Q € C™**"

tal que
J., (0) 0 0
J., (0 0
R )
0 0 e J,, (0)
onde ny,...,n, € N sao taisquen; >ny > ---=>n,. eny +nys +---+n, =n, pelo que basta

considerar P = UQ.

9.2. (a) Temos
e Vi.=R(A") AnN(A)
o V) =R(A%) A N(A)

R(0) A N(A) = {0} A N(A) = {0).
R(L) A N(A) = C™" A N(A) = N(A).

Por outro lado, se v e R(A*1) entdo v = A* 'w para algum w € C"*!, logo
Av=AA"'w)=Afw=0w =0
e, portanto, v € N'(A). Sendo assim, temos R(A*"1) € N(A), o que é equivalente a
Vi1 = RAFY) A N(A) = R(AM).
(b) Sejal<i<kesejaveV,=R(A)NN(A). Comove R(A"), existe w e C**! tal que
v = A'w. Sendo assim, v = A"} (Aw) € R(A"!) e, portanto, ve R(A"™ ) n N(A) = V1.
(¢) Sejal <i<k—1qualquer. Pelo Teorema 1.4, temos
r(A™) = r(AA") = r(A") — dim (R(A") n N(A)) = r(A’) — dim V;

e, portanto, dimV; = r(A?) — r(A).
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9.3. (a) Seja 1 < i < k. Por defini¢ao, S;_1 U -+ U S;41 é uma base de V;1 e S U

-+ U Siy1 U S; é uma base de V;, logo

#(S) = dimV; — dim Vg = r(AY) — (A1) — r(A™Y) + r(AT2)
=7r(A") — 2r(A™) + r(AT?).

(b) Sejal<i<keseaseS. Entao,seV; = R(A") n N(A) € R(A") e, portanto, existe

v e C™! tal que A'v = s.

(c) Sejam 1 <i<k,se S eveC™ tal que A'v =s. Sejam ay,...,q;,; € C tais que
a1v+asAv+- - +a; 1 A'v =0. Comose S; €V, € N(A), temos AMlv = A(Av) = As =0
e, portanto, A*v = 0 para qualquer k > i+1. Sendo assim, uma vez que s # 0 (porque pertence

a uma base), obtemos

( . )
0= Az(alv + AV + -+ + aiHA’V) =as = «a; =0,

0=A"" v+ mAv+ -+ aAV) =as =  a =0,

0= A(oqv + AV + -+ ai+1AiV) = ;S —— a; =0,

L0 =V + AV + -+ 1A' = a8 - ;1 =0,

provando que J; = {A’v,..., Av,v} é um subconjunto linearmente independente.

Por outro lado, temos

A[Aiv e Av V]Z[O Alv .- Av]z[Aiv s Av V]JiH(O).

(d) Andloga a alinea anterior: dada uma combinagao linear nula dos vectores de J, multi-
plicamos sucessivamente por poténcias adequadas de A de forma a reduzir a uma combinacao
linear nula de vectores de S para concluir que os escalares respectivos tém de ser nulos (porque
S é linearmente independente). Para justificarmos que é uma base, observamos que qualquer

cadeia construida a partir de um vector s € S; tem ¢ + 1 vectores, de modo que

Nuz= D Y #Z= Y #S)i+)= > (i+1)(dmV, —dimV,)

ses O<i<k—1seS; 0<i<k—1 O<i<k—1
= (dimVy — dim V) + 2(dimV; — dim V) + - + k(dim Vj,—y — dim V)
=dimVy+dimV; + - +dimV,_;
= (r(A% —r(AY) + (r(A") = r(A?) + - + (r(A*1) — r(A"))
=7(A°) —r(AF) =r(1,) — r(0) = n = dimC**".
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(e) A matriz P ¢ invertivel porque as suas colunas formam uma base de C"*! (pela alinea

anterior). Por outro lado, usando a alinea (c), obtemos

AP = [AJ, A, - AT |=[300,0) 0 3.3,,0)]
Jon, (0) 0 - 0
N
0 0 oo J, (0)
onde m; = #J; para qualquer 1 <7 < r.
(f) Para justificar que k = max{my, ..., m,}, basta observar que J,,,(0)" = 0 para qualquer
1<i<k.

Por outro lado, para qualquer 1 < ¢ < k — 1, a cardinalidade # {1 < s <r: my =1} é igual
ao numero de cadeias construidas a partir de um vector de S; e, portanto, existem #S; =
r(A") — 2r(A"1) + r(A™?) cadeias deste tipo.

9.4. Fixemos 1 < i < k e seja B € C™"i, onde r; = r(A?), uma matriz cujas colunas formam
uma base de R(A"). Como as colunas de B formam uma base de R(A?), é claro que R(B) =
R(AY) (porque as colunas de B sao linearmente independentes, logo dimR(B) = r(B) = r; =
dim R(A")). Por outro lado, é claro que Bvy,...,Bv, € R(B) = R(A"); além disso, como
vi,...,vs € N(AB), temos

A(Bv;) = (AB)v; =0, 1<1<s.
Sendo assim, Bvy,...,Bv, € R(A") n N(A). Agora, pondo V = vy -+ v,], temos 7(V) = s

(porque as colunas de V sao linearmente independentes) e, portanto,
r(BV) =r(V)—dim (N(B) nR(V)) = s
(porque n(B) = r; — r(B) = 0, logo N'(B) = {0}). Como Bvy,...,Bv, sao as colunas de BV,

concluimos que Bvy, ..., Bv, sao vectores linearmente independentes. Por outro lado, como
{vi,...,Vs} é uma base de N(AB), temos

s=n(AB) =r; —r(AB) = r(A") — r(A") = dim )
(pelo Exercicio 9.2) e, portanto, {Bvy,...,Bv,} é uma base de V.
9.5. Temos B
6 3 3 1 1 2
-6 -3 -3 -1 -1 =2
O 0o O 0 0 O
o o0 o0 0 0 O
-6 -3 -3 -1 -1 =2
|6 -3 -3 -1 -1 -2

A? A’ =0,

I
@
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de modo que A ¢ nilpotente com indice 3. Temos também 7(A) = 3, r(A?) = 1 e r(A3) = 0.

Pelo Exercicio 9.3,
e 0 nimero de blocos de Jordan de tamanho 3 x 3 é r(A?) — 2r(A3) + r(A%) =1,
e 0 ntiimero de blocos de Jordan de tamanho 2 x 2 é r(A) —2r(A?) +r(A3%) =3-2 =1,

e 0 ntimero de blocos de Jordan de tamanho 1 x 1 ¢é r(Is) —2r(A)+7(A%) =6—-6+1=1
(note que A° = Ij),

pelo que existe a matriz invertivel P € C%% tal que

[0 1 0/0 0]0]
00 1|0 0]0
J5(0) 0 0
B 00 0[0 0[O0
P'AP=| 0 J,0) o0 |=
00 0[0 1]0
0 0 J(0)
00 0/0 0[O0
[ 00 0[0 0f0

Para determinarmos a matriz P, teremos de construir as cadeias de Jordan como indicado nos

exercicios anteriores. Em primeiro lugar, consideramos os subespacos vectoriais
Vo = R(AD) n N(A) =R(A?), Vi=RA)ANA) e Vy=N(A),

que formam a cadeia {0} < Vo & V; < V. Como r(A?), o subespaco V, tem dimenséao 1 e

podemos escolher a base Sy = {s1} onde

S1 =

De seguida, estendemos S; a uma base de Vi, isto é, encontramos S; tal que So NS = J e

Sy U 81 é base de V;. Para isto, vamos usar o exercicio anterior e considerar a matriz

1 1 -2
3 1 5

B = -2 -1 0 c C6%3
2 1 0
-5 -3 -1
| -3 -2 —1]
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cujas colunas formam uma base de R(A). Calculamos

6 3 3]
-6 -3 -3
AB - 0 0 0
0 0 0
-6 -3 -3
| 6 —3 3]

(trata-se da matriz que tem as 3 primeiras colunas de A?) e determinamos uma base para
N(AB): resolvendo o sistema (AB)X = 0, obtemos a base {vi,va} onde

1 -5

-1 7

Bv, = 0 e Bvy = 2
-2

-1 3
__1_ | 1 _

Substituindo s; nesta base, obtemos a base {s1,s2} de V; onde s, = Bvy (deste modo, temos
S; = {s2}). Finalmente, estendemos esta base a uma base S = {s1, 85,83} de Vy = N(A) (note

que n(A) =6 —r(A) = 3). Resolvendo o sistema AX = 0, obtemos a base {w;, Wy, W3} onde

2 —4 1
—4 5 -2
-1 2 —2
W = BE Wy = 0 e W3 = 0
0 3 0
| 0 ] | 0 | | 3]

Se considerarmos a matriz [81 So W1 Wy W3] e a reduzirmos a forma de escada, concluimos que

{s1,s2, w1} é base de N'(A), logo podemos escolher s3 = w; (de modo que Sy = {s3}).

Para obtermos a matriz P, construimos as cadeias de Jordan com base nos vectores si, ss € S3.

Para s; € S,, determinamos um vector u; € C®*! tal que A%u; = s;; nesta situacao, podemos
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escolher

u; = e} =

o O O O O =

de modo que a cadeia que queremos corresponde a matriz

(6 1 1]
-6 3 0
0 -2 0
J, = [A2e1 Ae el] =10 2 o
—6 =5 0
| —6 =3 0]
Para s, € S;, determinamos um vector uy € C%*! tal que Au, = so; nesta situaciao, podemos
escolher
—1
0
|2
Up = 0|
0
| O _
de modo que a cadeia que queremos corresponde a matriz
SRR
7 0
2 2
Joy = [Aug u2] = 9 g
3 0
| 1 0 _

Por fim, para s; € Sy, determinamos um vector us € C5*! tal que A%u; = s3 e, nesta situacao
) 3 ) 3 3 3 )

escolhemos uz = s3, de modo que a cadeia que queremos corresponde a matriz

Js = |ss| - !




Resolugao dos exercicios — Folha 9 SoL9-7

Em conclusao,

6 1 1 -5 1 2
-6 3 0 7 0 —4
P=[J1 3, J3]= O -2 0 2 2 -1
0 2 0 -2 0 3
-6 -5 0 3 0 0
|6 -3 0 1 0 0

9.6. Temos A? = 0, logo A é nilpotente com indice 2. Por conseguinte, o maior bloco de Jordan
é J5(0). Por outro lado, temos r; = r(A) = 2 e r; = r(A?) = 0 para qualquer i > 2, de modo

que o numero de blocos de tipo 2 x 2 é r; — 2ry + r3 = 2. Sendo assim, a forma canodnica de
Jordan de A é
J5(0 0
1 [»0
0 Jy0)

e, portanto, existe uma matriz invertivel P~1AP = J.

Neste caso, como A% = 0, temos R(A) = N(A) (isto é, V; = V). Como as duas primeiras

colunas de A sao linearmente independentes, podemos tomar S = {s1, s} onde

3 3
-2 -1
S = e Sy =
! 1 S
-5 —4
Se {eq,...,e4} for a base canénica de C**!' entdao Ae, = s, e Aey = sy. Deste modo, pondo

J, = [Ael el] edJy, = [Ae2 eg], obtemos a matriz desejada

3 1 3 0
20 -1 1
P:[Jl JQ]: 1 0 -1 0
5 0 —4 0

9.7. Temos
ri=r(A)=4, r=r(A*)=1 e r,=r(A)=0,1i>3,
de modo que A é nilpotente com indice 3 (a matriz nula é a inica matriz com caracteristica
0). Sendo assim,
#(blocos de tipo 3 x 3) =ry —2rg+r;,=1—-04+0=1,
#(blocos de tipo 2 x 2) =11 —2rg +r3=4—-2+40=2,
#(blocos de tipo 1 x 1) =719 —2r; +ro =8 -8+ 1 =1,
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de modo que a forma canénica de Jordan é (a menos da permutacao dos blocos)

(0 1 0|0 o]0 o]0

00 1|0 0[0 0[O0

J;0) 0 0 0 00 0/0 0[O0 0[O0
s 0 I o 0o | (00001000
0 0 Jy0) o© 00 0/0 0[O0 0[O0

0 0 0 Ji(0) 0 00/0 00 1]0
00 0/0 0[O0 0[O0

| 0 0 0|0 0[0 0f0

9.8. Seja P € C™" uma matriz invertivel tal que J = P AP est4 na forma candnica de

JA) O
Jordan. Sem perda de generalidade podemos supor que J = [ () ] onde

o J
Jo, (N) 0 0
T
0 0 1.
sendo J,, (A),...,J,.(A) todos os blocos de Jordan associados a A, e onde J' estda na forma

canénica de Jordan e é tal que A ¢ o(J’) (isto é, A nao é valor préprio de J’). Deste modo,

temos
J 0
P YA ),P=P'AP - )\, = (0) :
0 J-—-),_.»
onde
Jn, (O) 0 0
0 J,(0 0
J(0) = :
0 0 - J,.(0

en’=n—(ny +---+mn,). Mais geralmente, para qualquer m € N, temos

J(0)™ 0

P (A - )L,)"P = (P'AP — \I,)" = ,
0 (J—-AL_,)"

onde
J. (0" 0 0
0 J,., (0)™ 0
30" - o
0 0 - I, (0"
e, portanto, k = max{ny,...,n,}. A alinea (a) segue-se porque (J' — A\I,,_,,)™ é uma matriz

invertivel para qualquer m € N (caso contrario, 0 seria valor préprio de (J' — AI,,_,,)™). Por
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outro lado, a alinea (b) é consequéncia do Exercicio 9.3 (porque, para qualquer 1 < i < k, v;(\)
¢ igual ao numero de blocos de Jordan de A — Al que estao associados a 0 e tém tamanho

i)

9.9. Considerando a quarta coluna e a quinta linha de A vemos que 2, —1 € ¢(A). Temos

r1(2) = r(A — 2I5) = 4,

r2(2) = r((A — 2Ig)%) = 3,
r3(2) = r((A —2I5)%) = 2,
ra(2) = r((A —20Ig)") = 2,

de modo que o maior bloco de Jordan é de tipo 3 x 3; além disso,

#(blocos de tipo 3 x 3) = 19(2) — 2r3(2) + 14(2) =3 -4+ 2 =1,
#(blocos de tipo 2 x 2) = r1(2) — 2r9(2) +7r3(2) =4 -6+ 2 =0,
#(blocos de tipo 1 x 1) = r¢(2) — 2r1(2) +r2(2) =6 -8+ 3 =1,

pelo que a forma canénica de Jordan de A tem os blocos J3(2) e J1(2).

Por outro lado, temos
r(=1)=r(A+1I) =4 e ra(—=1) = r((A + Is)?) = 4,

de modo que o maior bloco de Jordan é de tipo 1 x 1 e, portanto, tém de existir 2 blocos de
Jordan J;(—1); de facto,

#(blocos de tipo 1 x 1) = ro(—1) — 2ry (—1) +ro(—1) =6 -8 +4 = 2.

Para concluir, como A é de tipo 6 x 6, concluimos que a forma canénica de Jordan de A tem

de ser
(2 1 0lol oo |
J32) 0 0 0 02 1/0/0]o0
s 0 e o 0 oo z2iofo]o | e
0 0 J(-1) o0 000[2/0]0
0 0 0 Jl(—l) 0 0 0j0]—-=1| 0
0O 0 0]0] 0 |—-1

Daqui, resulta que o(A) = {—1,2} com m.a.(2) = 4, m.g.(2) =2 e m.a.(—1) = m.g.(—-1) = 2;

além disso, o polinémio caracteristico de A é pa(z) = (z + 1)*(z — 2)*.

9.10. Temos o(A) = o(J) = {2,3,4} com m.a.(2) = m.g.(2) = 2, m.a.(3) = 2, m.g.(3) = 1,
m.a.(4) =5 e m.g.(4) = 2; mais, pa(z) = (z — 2)*(z — 3)*(z — 4)° de A.
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9.11. Seja o(A) = {Ai,...,\}. Para cada 1 < i < r, construimos a base §; = S(\;) =
{sgi), . ,sy(f)} de N(A —\1,) (de acordo com o processo descrito). Para cada 1 < i < r e cada
1 < j < n;, escolhemos o vector V](-i) e C™! tal que (A — )\In)vj(-i) = s§-i) e a matriz Jg-i) = Js, (\o)
(como indicado). A matriz pretendida é

P:[ng) R (SN (R (/PO [N Jg)]

[A justificagdo das afirmagdes é como no Exercicio 9.3.]

3 0 1
9.12. Para A = | -4 1 -2, temos 0(A) = {1}. Como (1) =r(A—-I35) =1 e 1ry(l)=
-4 0 -1

r((A —1I5)?) = 0, a forma canénica de Jordan de A ¢
110
Jo(1 0
J:[Q(()) J(l)]: 010
' 00 1

Neste caso, consideramos V; = R(A —I3) n N (A —1I3); uma base para este subespago vectorial

1
¢ Sy = {s1} onde s; = [—2]|. Por outro lado, determinamos uma base Sy = {s1,s0} para
—2
Vo = N(A —I;) que contenha o vector s;. Ora, uma base para N (A —I3) é {u;, us} onde
0 1
u=|1|euy=| 0 |. Se transformarmos a matriz [51 u u2], obtemos
0 -2
1 0 1 1 01
-2 1 0(—-101 27,
-2 0 -2 000
0
de modo que podemos escolher sy = |1 [. Resolvendo o sistema (A — I3)X = sy, obtemos a
0
0
solucao vi = | 0 |, de modo que a matriz que queremos é
1
1 0
P = [(A—13>V1 A so] = [51 vy sg] =1-2 0 1
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De facto, tem-se

(3 0 1][1 1 1 0
AP=|-4 1 -2 [20 = -2 —2 1/,
—4 0 -1|]-2 10 -2 -1 0
1 00110 1 1 0
PI=|-20 1||l010]=]|-2 —21
|2 1 0[]0 01 -2 -1 0
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10.1. (a) Por inducao, prova-se que, para cada m € Ny, a matriz U,, é combinacao linear
das matrizes I,,, A,..., A™ e a matriz A™ é combinagao linear das matrizes Uy, Uy, ..., Uy;

por outras palavras,

<U0,U1,...,Um>:<In,A,...,Am>, TTLEN().

(b) Como A* =3, ., {U;|A*)Uj, temos
Ar e Uy, Uy,... .Uy =T, A, AR
e, portanto, existem ag, aq, ..., a1 tais que
A* = opL, + A+ -+ oy AV

k k-1

(c) Pondo m(z) = 2" — ap_12"7' — -+ — ayz — «, temos

m(A) = Ak — Oék_lAk_l — = OélA — OéoIn =0
e, portanto, ma (z) é um divisor de m(z); em particular, temos gr(ma(z)) < gr(m(z)) = k. Se
fosse gr(ma(z)) < k, teriamos
AY =T, + SA + -+ ap AV

1

/ / .
onde af, o}, ...,af ;€ Cema(z) =2" —ap_12" 1 — - —alz — af. Sendo assim,

A e <In,A, o ,Ak’—1> — (U, Uy,...,Up_1)
e, portanto, existem [y, f1,..., Br—1 € C tais que
A¥ = ByUg + BiUs + -+ + By Uy
Como {Ug, Uy, ..., Up_1} é um sistema ortonormado de vectores em C"*", temos
B; = {BoUp+ iUy + - - + Br_1Up_1|U;) = <Ak/_1|Uj>, 0<j<k -1,

pelo que
A¥ = ) (UlAh Uy,
1<j<k/~1
o que contradiz a minimalidade de k. Segue-se que gr(ma(z)) = k = gr(m(z)) e, portanto,

ma(z) = m(z) (porque ma(z) e m(z) sdo ménicos).

(d) E s6 aplicar a definicao das matrizes Ug, Uy, ..., Up_;.
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(e) Imediata a partir das alineas anteriores.

10.2. Os valores préprios de A sdo 1 e 2 com m.a.(1) = m.g.(1) = 2 e m.a.(2) = m.g.(2) = 1,

de modo que A ¢é diagonalizavel. Por conseguinte,
ma(z) = (z—1)(z —2) = 2% — 32 + 2
(pelo Corolario 17.5).

10.3. Usamos o Exercicio 10.1. Temos:
Vo = HI4H =2, U= %I4>
7"071 = <U0’A> = 2,

1 1
vy = HA — 7“071U0|| =+4/1209, U, = V— (A — rO,lUO) — —
1

ro2 = (Ug|A? =2, 7115 = (Uj|A?) = 24/1200,
Vo = HA2 — TO’QUO — 7’1’2U1H = 0

(A -1,

:

Assim, A% — rgoUy — r12U; = 0 e, portanto,

S RS |
0 V1209’ 21/1209 2
Por conseguinte,

ma(z) =22 =22+ 1= (2 —1)%
deste modo, o(A) = {1}, m.g.(1) =3 e

c (C4><4

o O O =
o O = O
o R O O
_— = O O

é uma forma canédnica de Jordan de A.

10.4. Como pa(2) = (z — N)?(z — ), temos o(A) = {\, u} com m.a.(\) = 2 e m.a.(u) = 4;
além disso, como ma(z) = (z — A)(z — p)? o maior bloco de Jordan de A associado a A é J;(\)

e o o maior bloco de Jordan associado a p é Jo(u). Por conseguinte, uma forma canénica de

Jordan de A é

ou J=

O O OO O >
o O O O > O
O O o O o
o OO O O >
o O O o > O
o O o O o
= = O O o o

o O T = O O
o T O O o o

O O O o o
oOrT O o o o
=T = O O o o
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10.5. Sabemos que matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio caracteristico (da Algebra
Linear) e o mesmo polinémio minimo (pelo Corolario 17.2). Pelo exercicio anterior, o reciproco

nao ¢é necessariamente verdadeiro.

10.6. Sejam A, B e C™*" matrizes nao-derrogatérias e suponhamos que ma (z) = mg(z). Pelo
Teorema 18.2, temos ma(z) = pa(z) e mu(z) = p(2); além disso, A é semelhante a matriz
companheira C de pa(z) e, analogamente, B é semelhante a matriz companheira C’ de pg(z).
Como pa(z) = ma(z) = mp(z) = ps(z), concluimos que C = C’ ¢, portanto, A e B sao

semelhantes (porque sao semelhantes a uma mesma matriz).

10.7. (a) Temos ma(A) = 0, logo ma(A)v = 0 e, portanto, ma(z) é um polinémio an-
ulador de v. Sendo assim, o conjunto {gr(v(z)): 0 # v(z) € C[z], ¥(A)v = 0} tem elemento
minimo, isto é, existe um polinémio nao-nulo v(z) € C[z] com grau minimo tal que v(A)v = 0;
além disso, é claro que podemos escolher v(z) com coeficiente director igual a 1 (de modo que
v(z) é ménico).

Suponhamos que v'(z) € C[z] é ménico com gr(v/(z)) = gr(z) e tal que v/(A)v = 0. Pelo

algoritmo da divisao, existem ¢(z),r(z) € C|z] tais que

Vi(z) = a(z)v(z) +7r(z),  er(r(z)) <gr(v(z)).
Entao,

0=V (A)v=qArA)Vv+r(A)v=r(A)v

e, portanto, 7(z) = 0 (por escolha de v(z)). Sendo assim, /(z) = q(2)v(z), logo V'(z) = v(z)

(porque /(2) e v(z) sdo ménicos com o mesmo grau).
(b) Sejam [y, B1, ..., 3, € C tais que

mya(z) =Po+ Prz+ -+ B2

Entao,

0= mV,A<A)V = 60V + ﬁlAV + -+ 67«ATV
e, portanto, {v, Av,..., A"v} sdo linearmente dependentes. Por escolha de k, concluimos que
E<r.

Por outro lado, o polinémio v(z) = ag + a1z + -+ + ag_12871 + 2F verifica v(A)v = 0, logo
r = gr(mya(2)) < gr(v(z)) = k. Como v(z) e my a(z) s@o ménicos com o mesmo grau, tem

de ser v(z) = my a(2).

(c) Seja 1 < i < n. Pelo argumento que usdmos na alinea (a), verificamos que, se v(z) € C|[z]
for tal que v(A)v; = 0, entao v;(z) = my, a(z) serd um divisor de v(z). Em particular, v;(z) é
um divisor de ma(z) (porque ma(A) = 0, logo ma(A)v; = 0). Como 1 < i < n é qualquer,

concluimos que ma (2) é um divisor de v(z) = mmc(vy(2),...,v,(2)).
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Por outro lado, seja v e C™*! e sejam ay, ..., a, € C tais que
V=01V] + -+ a,Vy,.
Além disso, para cada 1 <1 < n, seja ¢;(2) € C|z] tal que v(z) = ¢;(2)v;(2), de modo que
v(A)v; = ¢;(A)v;(A)v; = ¢;(A)0 = 0.

Entao,
vV(A)v =av(A)vi + -+ av(A)v, = 0
e, portanto, v(A) = 0 (porque v € C"*! é qualquer). Segue-se que m(z) é um divisor de v(z),

logo tem de ser ma(z) = v(z) (porque ma(z) e v(z) sdo ménicos).

10.8. Temos
5) 1 2 -1 —2
Av=1|1-4 0 =2 11=121|=2v
—4 -1 -1 1 2
e, portanto, my a(2) = z — 2.
5 1 2
10.9. Para A= |—-4 0 —2]|, consideramos a base (v, vy, v3) de C**! onde
-4 -1 -1
-1 1 0
vi=1|11, vo = |4 e vy = |2
1 0 1

(trata-se de uma base de vectores proprios). Temos:
(A —-2I3)v; =0 = Mmy,a(2) =2—2,
(A—-I3)ve =0 — My, a(2) =2—1,
(A—-1I3)vs=0 — My a(2) =2—1,
de modo que

ma(z) = mme(z — 2,2 — 1) = (z — 1)(z — 2).

-7 -4 8 =8
-4 -1 4 -4
Para A = , notamos que 1 € 0(A) e que

-16 —8 17 —-16
-6 -3 6 -5

1] 0 0

-2 2 -2

vy = Vo = e V3 =
1 ) 2 1 3 0
0 1
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sao vectores proprios de A associados a 1.
(A-TI)v; =0 = My, A(2) = 2—1,
(A-1I)vy=0 — My, a(2) =2 —1,
(A — I4)V3 =0 e mv:,”A(Z) =z—-1
Consideramos o vector v, = e; =
-7 -7 1
—4 —4 0
Ae, = e =2 — = 2Ae; — ey,
—16 —16 0
—6 —6 0

de modo que (A% —2A +1,)e; = 0 e, portanto,

Meya(2) =22 =224+ 1=(2—-1)>~%

Como {v1, Vs, Vs, e} é uma base de C**! concluimos que

ma(z) = mme(z — 1, (z — 1)) = (z — 1)~
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11.1. Os valores préprios de A sdo 2 e 4 com ind(2) = 1 e ind(4) = 2 (o que significa que 1 é o
menor natural k € N tal que r((A — 2I5)*) = r((A — 2I;)"*!) e 2 é 0 menor natural k € N tal
que 7((A — 4I3)%) = r((A — 4L,)*™)). Por conseguinte, f(A) existe sempre que f(2), f(4) e

f'(4) estejam definidos e, nesta situacao,
f(A) = f(2)G1 + f(4)G2 + f'(4)(A — 413) Gy
onde G e G4 sao os projectores espectrais de A associados a 2 e a 4, respectivamente.
Para calcular, G; e Gy, considerando a funcao constante f(z) = 1, obtemos
I = f(A) = G + Gs.
Por outro lado, para f(z) = (z — 4)?, obtemos
(A —4I3)° = f(A) = 4G:.

Sendo assim,

) 00 -1 1 01
Glzz(A—ug)?: 00 —2 e Gy=I;-G;={0 1 2
00 1 000
Em particular, obtemos
5 01 7T—2V2

1 1
\/Kz\F2(;1+2(;2+Z—l(A—zﬂg)GQ:5 —1 3 5—-4V2
0 0 2v2

3e2 2% Te? -1
e =e?G+e'Gy+ ' (A —4I3)Gy = €® | =22 —¢2 —4e?2 -2
0 0 1

11.2. Considerando a funcao polinomial p(x,y) = 2% + y*> — 1, obtemos a funcio complexa de

variavel compleza
h(z) = p(cos(z),sen(z)) = cos*(z) + sen?(z) — 1, zeC.
Como h(z) = 0 para qualquer z € C, temos

h(A)=0, AeC™,
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ou seja,

cos’(A) +sen’(A) = 1, AeCr .

11.3. (a) Para f(z) = e", tem-se

A - > > fk(! )(A MG

I<i<r 0<k<k;—1

tk tA;

=Y Y o A-aL)G.

1<i<r 0<k<k;—1

(b) Usando a alinea anterior, verificamos que

d
dt

o que prova que, para qualquer c € C"*! u(t) = e

AetA

tAc é uma solucdo da equacao diferencial

u'(t) = Au(t), u(0) = c.

Por outro lado, seja v(t) uma solu¢do da mesma equagao diferencial. Usando a alinea (a),

verificamos que Ae *A = e *A A e obtemos

d

E(e_tAv(t)) = —Ae "Av(t) + e AV (1) = 0.
Por conseguinte, a funcao ¢t — e_tAv(t) é constante e, portanto,

e v (t) = e "v(0) = "v(0) = v(0) = ¢

(porque €® = I, (usando a alinea (a)). Como eAe ™A =T

» (de novo usando a alinea (a)),
concluimos que

v(t) = ec = u(t).

(c) E s6 uma forma de reescrever

t) =etc = tlmAAIG
u(t) = ec = 2 7 ( n)"
I<i<ro<k<ki—1
tket)\i

- 2 v

1<isr O<k<k;—1

onde
vi(h) = (A = \N1L)*Gie, 0<k<k -1, 1<i<r

11.4. Para 1 <1 < r, temos

(k)
=Y S Ry - iove - 6

1<j<r 0<k<k;—1

além disso, sabemos que existe um polinémio p;(z) € C[z] tal que f;(A) = p;(A), logo G; =
pi(A).
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11.5. Para f(z) = 2™, temos

fA) = > > fk(. J (A -G,

I1<i<r 0<k<k;—1

mm—1)---(m — m—k
-y ¥ (m—1) (k! k+ 1)\ (A - ML)G,

1<i<r O<k<k;—1
m! m—k
- > 1m)\Z (A —\L)FG;

1<i<r 0<k<k;

_ 2 <:’Z) APR(A = NL)FG,
0<k<k;

1<i<r

/

11.6. Os valores préprios de A sao 1 e 4 com ind(1) =1 e ind(4) = 2, de modo que
f(A) = f()G1 + f(4) G2 + f'(4)(A — 4I3) Gy

onde G e Gy sao os projectores espectrais de A associados a 1 e 4, respectivamente. Temos

2 2 2 -1 -2 =2
G1= -1 -1 -1 (§ G2:I3_G‘1: 1 0 1 s
0O 0 0 0o 0 1
pelo que
-2 —10 -—11
WA-1=fA)=]6 15 10
-1 -2 4

11.7. Sejam Ay,..., A, € C tais que 0(A) = {\1,...,\.} e, para cada 1 < i < r, seja k; =
ind(;). Entao,

- > > fk(')(A bV Le?

I<i<r 0<k<k;—1
onde Gy, ..., G, € C"" sao os projectores espectrais de A associados a Aq, ..., A, respectiva-

mente.

Seja 1l < s < resea0 #ve C™ tal que Av = \,v. Usando a Proposicao 19.2-(a),

verificamos que
ve N(A = )\L) S V(A= \L)") =R(Gy)

e, portanto, existe w € C"! tal que v = Gyw. Como G? = G, (pela Proposicao 19.2-(b)),

concluimos que

v=Gw= Giw = G,v.
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Por outro lado, escolhendo uma matriz invertivel P € C**"tal que J = P~'AP estd na forma

candnica de Jordan e pondo
P=[X1 X, - X] e Pl-

onde, para cada 1 < i <7, temos X; € C"*™i Y, € C"™*" e m; = m.a.(}\;), sabemos que
Gi = XzYl S (Cnxn’ 1<i<r.
Como P~!'P =1, para quaisquer 1 <, j < r, temos

Y. X Imi7 Sei:ju
o, sei#d,

e, portanto,
Gia se 1= ja
G:G; = X, Y, XY, =
0, se1#].

Em particular, concluimos que

G,v=G,G,v=0, 1<i<r 1 #s.

Por conseguinte, obtemos

() (),
fAV= > > fk—(!)”)(A—)\iIn)kGiv

1<i<r O<k<k;—1

_ Z f(k)</\s> (A . )\sIn)kV

0<k<ks—1 k!
FP ) K
= fAOv+ )] T (A= ALY = FA)v
1<k<ks—1 )

Como se queria.

11.8. As matrizes A e AT sdo semelhantes (porque tém a mesma forma canénica de Jordan)
e, portanto, tém os mesmos valores proprios; além disso, o indice de um valor préprio de A
¢ igual ao indice do mesmo valor préprio de AT (pela definicao de indice). Sendo assim, se
A1y, A € C forem tais que o(A) = {A,..., A} esek; =ind()\;), 1 <i < r, entdo

B ().
fA) = > ) I20) (4 e,

k!
I<i<r 0<k<h;—1
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onde Gq,...,G, € C"" sao os projectores espectrais de A associados a A1, ..., \,, respectiva-

mente, de modo que

() () .
faAy=> > ARG (A = NIL)'G,)".

k!
1<i<r 0<k<hki—1

Analogamente, temos

R (N
fan=y Y B ar gy

k!
1<i<r 0<k<ki—1

onde G, ..., Gl € C"*" sao os projectores espectrais de AT associados a A1, ..., \,, respecti-

vamente. Usando a defini¢ao, nao é dificil verificar que
G, = G], 1<i<m,

de modo que

WISY

k!
1<i<r 0<k<k;i—1

_ f(k)(Ai) (Gi(A B )\iIn)k)T

- ( ooy %Gi(A—AiIn)k)T.

1<i<r 0<k<k;—1

Agora, escolhendo uma matriz invertivel P € C"*"tal que J = P~!AP estd na forma candnica

de Jordan e pondo

PG, = | X, e GiPz[O Y, 0], 1<i<r

0

e daqui resulta facilmente que

N
<
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(considerando a forma canénica de Jordan J). Segue-se que

(B) (). T
- (% Y EMem-any)

1<i<r 0<k<k;—1

k!
1<i<r 0<k<k;—1

Como se queria.

11.9. (a) Consideramos o polinémio p(z,y) = zy — 1, de modo que
ple,e®) =ee " —1=¢"—-1=0, zeC.

Deste modo a fungao h(z) = p(e*, e~*) é constantemente igual a 0 e, portanto,

h(A) =0, AeC™m,
ou seja,

ehe A =1, A eC .
(b) Andloga a (a), usando o polinémio p(z,y) = = — y e a fungao h(z) = p(e*?, (e*)%).
(c) Andloga a (a), usando o polinémio p(z,y) = =z —y e a fungao h(z) = p(e?,cos(z) +
isen(z)).

11.10. Temos pa(r) = 23 e existe 1 = r(A) — 2r(A?) + r(A3?) blocos de Jordan de tipo 2 x 2
010

associados a 0 € 0(A), de modo que A é semelhante a J = |0 0 0. Sendo assim, temos

0 00
A? = 0 e, portanto, ind(0) = 2. Por conseguinte, hd que determinar a,3 € C, tal que o

polinémio p(z) = o+ Pz satisfaga p(0) = f(0) = 1 e p’(0) = f/(0) = 1. Segue-se que a = § =1

e, portanto, p(z) = 1 + z satisfaz

e =p(A)=1+A.

~1/2 3/2 —3/2
11.11. (a) Para A = 1 0 —1/2|, temos pa(z) = (z — 1)(z — 1/2)?, de modo que
1 -1 12

p(A) = 1e1éotnico valor préprio A € o(A) que satisfaz |A| = 1; além disso, m.a.(1) = 1, logo
m.g.(1) = m.a.(1). Pelo Teorema 20.2, concluimos que A é convergente e, pelo Teorema 20.3,

também é somével & Cesaro.

010

Para A = |0 0 1], temos pa(z) =2° 1= (z —1)(z — (1 +5)/2)(z — (1 —+/5)/2), de
1 00

modo que p(A) = 1. Como ’1 + \/3)/2‘ = 1, o Teorema 20.2 garante que A nao é convergente.
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No entanto, como m.a.(A) = 1 para qualquer A € o(A), temos m.a.(A) = m.g.(\) para qualquer

A€ o(A) e, portanto, A é somével a Cesaro (pelo Teorema 20.3).

1 2 32
ParaA=|1 2 1 |, temos pa(x) = (z — 1)*(x — 1/2), de modo que p(A) = 1. Como
11 32

r(A—1I3) =2er((A-1)?% =r((A—-1I)?3) = 1, temos ind(1) = 2, de modo que A ndo é

convergente, nem é somavel a Cesaro.

—1/2 3/2 =3/2
(b) Para A = 1 0 —1/2], temos limj_,,, A¥ = G onde G é o projector espectral
1 -1 1/2
de A associado a 1 (pelo Teorema 20.2). Assim,
01 —1
lim A" =10 1 -1
k—o0
00 0

Pelo Teorema 20.3, G é também a soma de Cesaro de A, isto é,

I+ A+--. k-1
i LA+ AT o
k—o0 k

0
1 I+A+-+Ak!

0 1
Para A =10 0 %

1 00
associado a 1 (pelo Teorema 20.3). Assim,

, temos limy_, = G onde G ¢ o projector espectral de A

1 1 1
. I+ A+ + A
lim =-11 11
k—0o0 k 3
1 11

11.12. Suponhamos que A € C™*™ é convergente. Entao, verifica-se alguma das condicoes do
Teorema 20.2 e, portanto, também se verifica alguma das condigoes do Teorema 20.3. Por

conseguinte, A é soméavel a Cesaro.
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12.1. Como A € R3**3 é uma matriz positiva, o teorema de Perron garante que as propriedades

seguintes sao verdadeiras:

(a) O raio espectral p(A) € Ry ¢ estritamente positivo; além disso, p(A) é um valor préprio

de A com m.a.(p(A)) =1 e p(A) é o tinico valor préprio A € o(A) tal que |A| = p(A).
(b) Existe um e um s6 vector p € R¥*! tal que
p>0,  Ap=pA)p e |pli=1

e, além disso, qualquer vector préprio v e R**! de A com v > 0 é um multiplo escalar

positivo de p.

(c) Se N ={veR*>*:v>0, v+#0}, entao

AV):
p(A) = max min (Av), .
veN 1<i<3
v; #0

Ora, o(A) = {6,12} com m.a.(6) = 2 e m.a.(12) = 1. E claro que p(A) = max{6,12} logo a

condigao (a) é verdedeira. Temos
N(A - 12I3) = al:aeC}pcC™

de modo que

1] e R®*!

W

¢ o unico vector p € R3*! tal que
p>0, Ap =12p = p(A)p = 12 € Ipli=p1 +p2+p3=1

Assim, (b) ¢é verdadeira: notemos que, se v € R3*! for um valor préprio de A com v > 0, entao

v = ap com « € RT; com efeito,
26 — 2y
N(A —613) = s : B,yeCy < C*,
8
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de modo que, se v e N(A — 6I3) for nao-negativo, entao 3, v e —2(8 + ) terao de ser reais

nao-negativos, o que s6 pode acontecer quando v = 0. Quanto a (c), temos

Tvy + 209 + 3u3

Av = | v; + 8vy + 33

V1 + 2v5 + Yus

(Av);

i

e 0 valor maxyen mini<i<s é atingido quando v = p (sendo igual a 12 = p(A).

v; #0

O vector de Perron a direita é p (por definicdo). Quanto ao vector de Perron a esquerda,

711

consideramos AT = |2 8 2| (que é também uma matriz positiva). Temos o(AT) = 0(A) =
339

{6,12}, logo p(AT) = p(A) = 12. Temos

o)
N(AT - 121;) = 204] caeCy cC¥™
3o

de modo que o vector de Perron de AT é

1

_ L,
1= 5

3

e, portanto, este é o vector de Perron a esquerda de A.

12.2. (a) Suponhamos que p(A) = maxye,(a)|A| = 0. Entao, |A| = 0 para qualquer A €
o(A) e, portanto, o(A) = {0}. Sendo assim, A tem de ser uma matriz nilpotente (basta
considerar uma forma candnica de Jordan de A), logo existe m € N tal que A™ = 0. Por
conseguinte, para quaisquer 1 < 4,7 < n, temos
0=(A™)ij = D, @G Gy,
1<i1 oy —1<n
o que nao pode acontecer (porque A > 0).
(b) Obvia porque p(A) € R*.
(c) Se A>0eu=0,u#0, entao
(AU.)Z = Z a; ;U5 > O, 1< < n,

1<j<n
uma vez que existe 1 < j < n tal que u; > 0.
(d) Seu>v =0, entao u—v = 0, logo u; > v; para qualquer 1 < j < n. Se além disso

A > 0, entao
(Au)l = Z @i Ui = Z a; ;v = (AV)i, 1 <1< n.

1sjsn 1<g<sn
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(e) Suponhamos que A > 0, u > 0 e Au = 0. Entao,
1<j<n

Como todas as parcelas desta soma sao nao-negativas, tem de ser
a; ju; = 0, 1<4,5<n,
logo
a; ; =0, 1<i4,5 <n,
(porque u > 0).
(f) Suponhamos que A > 0, A # 0eu > v > 0. Entdo, u—v > 0 e, portanto, A(u—v) > 0

(pela alinea (c)). Como A(u—v) = Au — Av, concluimos que Au > Av.
12.3. Sejam p1, p2 € R™*! tais que:
e Ap; = p(A)p1, p1 >0 e |pifi=1,
o Ap; = p(A)p2, p2 >0 e |p2fh =1
Como m.g.(p(A)) = 1, existe € R tal que py = ap;. Como py,ps > 0, tem de ser a > 0.
Finalmente, como

1 =|p2f1 = |api]i = |af[p1]: = «,

concluimos que ps = p;.

Se qi,q2 € R™! forem vectores de Perron a esquerda de A, entdo q; e q» sdo vectores de

Perron de AT, logo q; = g2 (pelo que acabdmos de provar).

12.4. Temos o(A) = {0,1}, logo p(A) = 1 é a raiz de Perron de A. O vector de Perron é
L |

P:ma-

12.5. (a) e (b)  Temos o(r~tA) = {r='X\: Xe o(A)}, logo p(r7*A) = r~1p(A) = 1. Além
disso, pelo teorema de Perron (aplicado a 7 '!A > 0, 1 = p(r~'A) é o tnico valor préprio
A € o(A) tal que |A\| = 1 e tem-se m.g.(1) = 1 (logo m.a.(1) = m.g.(1)). Sendo assim, o
Teorema 20.2 garante que a sucessao ((r‘lA)k)keN é convergente com lim,_,(r tA)* = G
onde G € C*"*! é o projector espectral de r—*A associado a 1. Notemos que G € R™ "™ porque
(r~tA)* € R™" para qualquer k € N.

(¢)  Temos R(G) = N(r'A—1,), logo r(G) = m.g.(1) = 1.

12.6. (a) Para cada 1 < j < n, a aresta £ liga um vértice F;, 1 < 7 < m, a um vértice
P, 1 <k <m, de modo que a j-ésima coluna de A tem apenas duas entradas nao-nulas: 1 na
i-ésima linha e —1 na k-ésima linha. Sendo assim, a soma das entradas de cada qualquer linha

de AT (isto é, de qualquer coluna de A) é igual a 0 e, portanto, ATe = 0.



Resolucao dos exercicios — Folha 12 Sorl12-4

(b) Como e € N(AT), temos n(AT) > 1, logo r(AT) = m — n(AT) < m — 1. Como
r(A) = r(AT), concluimos que r(A) < m — 1.

(c) Suponhamos que G é conexo, com vista a provar que 7(A) = m — 1 (ou, equivalente-
mente, que n(AT) = 1). Para isto, basta provar que N (AT) = (e). Seja v € N(AT) e, para
quaisquer 1 < 7,k < m, consideremos as componentes v; e v, de v e os vértices P; e P, de G.
Como G é conexo, existem 1 < 71,...,7, < m com i; = 1, i, = k e tais que, para qualquer
1 < s <r—1, existe uma aresta I, 1 < j, < n, que liga P, a P;_ . Por conseguinte, para
cada 1l < s <r—1, a j,-ésima coluna de A tem as entradas a,,_ j, € a,,,, j, nao nulas (a;, ;, = —1
e a;,.,;, = 1); nesta coluna, todas as outras entradas tém de ser nulas. Como A'v = 0, temos
vIA = (A™v)" = 0 ¢, portanto, se c;, denotar a js-ésima coluna de A, temos v'c;, = 0, o que

significa que v;, = v;,,,, Como 1 < s <r — 1 ¢é qualquer, concluimos que

vi:/l)ilzvi2:...:/vi:vk‘

T

Como 1 < i,k < m sao arbitrdrios, tem de ser v = vje e, portanto, N (AT) = {e) como se

queria.

Reciprocamente, suponhamos que r(A) = m — 1, com vista a provar que G é conexo. Com
vista a absurdo, suponhamos que G nao ¢é conexo, de modo que G pode ser decomposto como
uniao de dois subgrafos G; e Gy. Sem perda de generalidade, podemos admitir que P, ..., P,,
1 < r < m, sao os vértices de G; e que P,,q,..., P, sao os vértices de GG9; além disso, podemos

ordenar as arestas de GG de forma a que

St
0 A,
onde A; é a matriz de incidéncia de GG; e Ay é a matriz de incidéncia de G5. Ora, temos
m—1=r(A)=r(A)+r(Ay) <(r—1)+(m—-r—1)=m—2,
o que nao pode acontecer. Sendo assim, G é conexo.
12.7. Trata-se do Lema 24.1.

12.8. Trata-se da Proposicao 24.2.

12.9. Usamos o critério de Frobenius.

Para simplificar os cédlculos, comecamos por definir, para qualquer matriz nao-negativa A €
R™" a matriz f(A) = [b; ;] onde

1, sea;; >0, o
bij = I<i,j<m
0, sea;; =0,
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notemos que, para quaisquer 1 < i,j < n e qualquer m € N, se tem (A™);; > 0 se e s0 se a
sequéncia (A™); ; > 0, de modo que A serd primitiva se e s6 se existir m € N tal que B, > 0,
onde

By =pB(A), By=p(BiBy), B;=p(BiB;), Bi=p3(B:Bjy),

No nosso caso particular, temos

010 0 01 1 10 0 11 111
Bi=|00 1{,Bs=(110|,Bs=1]01 1|,Bs=1]11 1 eBs=1]1 11
1 10 0 11 111 111 111
e, portanto, A® > 0, provando que A é primitiva.
12.10. (a) L é nao-negativa porque by,...,b,, S1,...,8, > 0.
O grafo G(L) de L tem n vértices Py, ..., P, e, para quaisquer 1 < i,j < n, existe o caminho
o P, — P;sei=1 (porque ¢ ; = b; #0),
o P> Py — - — Pisej<i(porque iy = si1, liria = Si2, -, Ljy1j = 8;
sao nao-nulos),
o P> Py — > P> Pjsei<j(porque {1 =81, li1i-2 = Si—2, ..., l1; = b,
sao nao-nulos).
Sendo assim, G(L) é fortemente conexo e, portanto, L é irredutivel.
L é primitiva porque L"*2 > 0.
(b)  f(t) =Lf(t —1) = Lf(t —2) = --- = L'f(0).
(c) Como L é nao-negativa e irredutivel, o teorema de Perron-Frobenius garante que r € R}

é um valor préprio de L com m.a.(r) = 1 (logo, m.g.(1) = 1); além disso, existe um e um s6

vector p € R™! tal que
p>0, Lp=pL)p e |pli=1
Por outro lado, como L ¢é primitiva, 7 é o inico valor préprio A € o(A) tal que |A\| = p(L) = r.

Como p(r~'L) = 1, podemos usar o Teorema 20.2 para concluir que a sucessao ((r‘lL)t) é

teN

convergente com

lim (r'L)! = G

t—ao0
onde G € R™™ ¢ o projector espectral de r 'L associado a 1 € o(r~'L). Sendo assim, temos

.1 .1,
}E& p f(t) = tlirg p L'f(0) = Gf(0).
Ora, nao é dificil verificar que
1
G=——pd



Resolucao dos exercicios — Folha 12 SoL12-6

(basta usar a definigdo de projector espectral), de modo que

.1 1 T B q'f(0)
i -5 f(t) = op P £(0) = Tp

Além disso, como | * ||; é uma fungao continua, a sucessao ([ &f (t)Hl) .oy € convergente com

q'f(0) | _ q'f(0) q'f(0)
., dp q'p

lim — £(¢)

t—oo 7t

Lew

lim
rt

t—o0

Iply =

. .| a'p
(d) Para qualquer ¢ € N, temos

1 rt 1 1

e T = fen G T = e G EO)
e, portanto,
m T = ! im 1 _ qa'p [q'f(0) _
A Hf(t)Hlf(t) limy o, [ % £(8)], (fim = £(1)) qTf(())< p— p> b

12.11. Tal como no Exercicio 12.9, consideramos a matriz

01100
00010
B=pgA)=1|1 00 0 0
01 101
[0 0 01 0
Para qualquer n € N, n > 2, temos
(100 1 0]
01101
BA*™) =10 11 0 1],
10010
01 10 1

de modo que nao pode existir m € N tal que A™ > 0. Pelo critério de Frobenius, A nao é

primitiva.

Alternativamente, temos o(A) = {0, £2, 8}, logo p(A) = 8. A néao é primitiva porque 8 nao

¢ o unico valor préprio A € o(A) com |\ = 8.

12.12. (a) Consideramos a norma matricial | % ||, induzida pela norma || * |, em C™*!.
Temos
/
ISl = max ) fsigl = max ), sy <1
1<j<n 1<j<n
e, portanto,

p(S) < Sl < 1.
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(b) Suponhamos que S é irredutivel e seja e = [1 1--- 1]T e R™*!. Temos
(Se)z = Z Sij < 1
1<js<n

e, portanto, Se < e. Suponhamos que p(S) = 1. Como S é irredutivel, também ST é irredutivel
e, portanto, o teorema de Perron-Frobenius aplica-se a ST. Em particular, ST tem um vector
de Perron q € R™*!; por definigao, temos q > 0, S™q = p(S")q = p(S)q = q e |q|; = 1. Agora,
temos (S —I,,)e = Se — e = 0 e, portanto, q*(S — I,,)e > 0. No entanto,

q@(8-L)=q'S-q =(8q)’' ~q' =q"—q" =0,
uma contradi¢ao. Sendo assim, tem de ser p(S) < 1. Como se queria.

12.13. Pelo teorema de Perron-Frobenius, A tem um vector de Perron, isto é, existe um vector

p € R™*! tal que

p>0,  Ap=pA)p e [pli=1
Consideremos a matriz
pr 0 -+ 0
o |0
0 0 - pn
onde pq,...,p, € RT sdo as componentes de p. Seja e = [1 1 - 1] e R™!. Temos De = p,

logo
D 'ADe =D 'Ap = p(A)D 'p = p(A)e.
Sendo assim, temos

> (D'AD);; = p(A),  1<i<n,

1<j<n
o que significa que P = p(A)"'D~!AD é uma matriz estocastica que verifica D' AD = p(A)P;

notemos que p(A) > 0 (pelo teorema de Perron-Frobenius).

12.14. Como P > 0 é irredutivel, p(P) = 1 é tal que m.a.(1) = m.g.(1) = 1 e, portanto,
rP-I,)=n—-nP-1,)=n—-—mg(l) =n—1.

12.15. Consideramos a matriz A = P —I,,. Pelo exercicio anterior, temos 7(A) = n — 1 e,
portanto, A nao é invertivel. Considerando a matriz adjunta adj(A) de A, a regra de Laplace

para o determinante garante que
Aadj(A) = det(A)I, = 0;

além disso, como r(A) = n — 1, tem-se r(adj(A)) = 1. Como Aadj(A) = 0, o teorema de

Perron-Frobenius garante que qualquer coluna de adj(A) é um multiplo escalar do vector de
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Perron de P (logo, um multiplo escalar do vector e = [1 1 - 1]) Por conseguinte, temos
Py
. . Py
adj(A) = ev” para algum vector v € R™!. Como adj(A);; = P, concluimos que v =
P,

De maneira andloga, a igualdade (adj(A))A = 0 implica que qualquer linha de adj(A) é um
multiplo escalar de q' e, portanto, v = aq" para algum o € R. Se a = 0, entao v = 0 e,

portanto adj(A) = 0, o que nao acontece (porque r(adj(A)) = 1). Segue-se que vie = o # 0
1

vlie

e, portanto, q = V, COMO Se queria.



