
RESOLUÇÃO DOS EXERCÍCIOS – FOLHA 1

1.1. (a) rpAq “ rpA
T
q “ 2, npAq “ 2 e npA

T
q “ 1. Bases:

RpAq :

$
’&

’%

»

—–
1

2

3

fi

�fl ,

»

—–
2

1

1

fi

�fl

,
/.

/-
, N pAq :

$
’’’’&

’’’’%

»

————–

´2

1

0

0

fi

����fl
,

»

————–

´1

0

´1

1

fi

����fl

,
////.

////-

.

RpA
T
q :

$
’’’’&

’’’’%

»

————–

1

2

2

3

fi

����fl
,

»

————–

2

4

1

3

fi

����fl

,
////.

////-

, N pA
T
q :

$
’&

’%

»

—–
1

´5

3

fi

�fl

,
/.

/-
.

(b) rpAq “ rpA
T
q “ 2, npAq “ 3 e npA

T
q “ 1. Bases:

RpAq :

$
’&

’%

»

—–
1

´2

1

fi

�fl ,

»

—–
1

0

2

fi

�fl

,
/.

/-
, N pAq :

$
’’’’’’&

’’’’’’%

»

——————–

´2

1

0

0

0

fi

������fl
,

»

——————–

0

1

´3

1

0

fi

������fl
,

»

——————–

´1

0

´4

0

1

fi

������fl

,
//////.

//////-

.

RpA
T
q :

$
’’’’’’&

’’’’’’%

»

——————–

1

2

0

´2

1

fi

������fl
,

»

——————–

0

0

1

3

4

fi

������fl

,
//////.

//////-

, N pA
T
q :

$
’&

’%

»

—–
4

1

´2

fi

�fl

,
/.

/-
.

1.2. Sejam v1, . . . ,vn P knˆ1 tais que A “
“
v1 ¨ ¨ ¨ vn

‰
, de modo que

“
A b

‰
“

“
v1 ¨ ¨ ¨vn b

‰
.

Como RpAq Ñ R
`“
A b

‰˘
, obtemos

b P RpAq ñ R
`“
A b

‰˘
“ xv1, . . . ,vn,by “ xv1, . . . ,vny “ RpAq

ñ r
`“
A b

‰˘
“ dimR

`“
A b

‰˘
“ dimRpAq “ rpAq.
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1.3. Pondo b “

»

——————–

´2

´5

´6

´7

´7

fi

������fl
, tem-se r

`“
A b

‰˘
“ rpAq “ 3

1.4. A é invert́ıvel se e só se rpAq “ n. Para qualquer v P knˆ1, temos

v P N pAq ñ Av “ 0 ñ A1v “ 0 e A2v “ 0

ñ v P N pA1q e v P N pA2q.

Como N pA1q “ RpA
T
2q, existe w P knˆ1 tal que A

T
2w “ 0. Assim,

v
T
v “ pA

T
2wq

T
v “ w

T
A2v “ 0,

logo
∞

1§i§n v
2
i “ 0 e, portanto, v “ 0. Segue-se que N pAq “ t0u, logo

rpAq “ n ´ npAq “ n ´ dimN pAq “ n.

1.5. Para qualquer v P kmˆ1, temos v P R
`“
A B

‰˘
se e só se v “

`“
A B

‰˘
para algum

w P kpn`pqˆ1. Pondo w “

«
w1

w2

�
, em que w1 P knˆ1 e w2 P kpˆ1, vem

v “

”
A B

ı «
w1

w2

�
“ Aw1 ` Bw2 P RpAq ` RpBq,

logo

v P R
`“
A B

‰˘
ñ v P RpAq ` RpBq.

1.6. (a) Para qualquer v P Cnˆ1, tem-se

v P N pA
˚
q X RpAq ñ A

˚
v “ 0 e v “ Aw, para algum w P Cnˆ1

ùñ v
˚
v “ pAwq

˚
v “ w

˚
A

˚
w “ 0

ùñ

ÿ

1§i§n

|vi|
2

“ 0 ùñ v “ 0

e, portanto,

N pA
˚
q X RpAq “ t0u.

Deste modo,

rpA
˚
Aq “ rpAq ´ dim

`
N pA

˚
q X RpAq

˘
“ rpAq.

Substituindo A por A˚, obtemos

rpAA
˚
q “ rppA

˚
q

˚
q “ rpA

˚
q “ rpAq.
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(b),(c) Para quaisquer X,Y P Cnˆp, temos

RpXYq Ñ RpXq e N pYq Ñ N pXYq.

Em particular,

RpA
˚
Aq Ñ RpA

˚
q e N pAq Ñ N pA

˚
Aq.

Como rpA
˚
Aq “ rpAq “ rpA

˚
q, conclúımos que RpA

˚
Aq “ RpA

˚
q. Por outro lado,

npAq “ n ´ rpAq “ n ´ rpA
˚
Aq “ npA

˚
Aq,

logo N pAq “ N pA
˚
Aq.

Para as outras igualdades, basta trocar A por A˚.

1.7. Temos N pBq Ñ N pABq, logo npBq § npABq. Por outro lado, RpABq Ñ RpAq, logo

npAq “ n ´ rpAq § n ´ rpABq “ npABq

e, portanto, maxtnpAq, npBqu § npABq.

Para a outra desigualdade, sabemos que rpAq ` rpBq ´ n § rpABq, logo

npABq “ n ´ rpABq § n ´
`
rpAq ` rpBq ´ n

˘

“
`
n ´ rpAq

˘
`

`
n ´ rpBq

˘
“ npAq ` npBq.

1.8. (a) Temos

rpBq “ n ùñ RpBq “ knˆn
ùñ N pAq X RpBq “ N pAq.

Sendo assim, se rpBq “ n, então

rpABq “ rpBq ´ dim
`
N pAq X RpBq

˘
“ n ´ dimN pAq “ n ´ npAq “ rpAq,

logo RpABq “ RpAq (porque RpABq Ñ RpAq).

(b) Temos

rpAq “ n ùñ npAq “ 0 ùñ N pAq “ t0u ùñ N pAq X RpBq “ t0u.

Sendo assim, se rpAq “ n, então

rpABq “ rpBq ´ dim
`
N pAq X RpBq

˘
“ rpBq,

logo

npABq “ n ´ rpABq “ n ´ rpBq “ npBq

e, portanto, N pABq “ N pBq (porque N pBq Ñ N pABq).
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2.1. }u} “ }v} “ }w} “ 1 e xu|vy “ xu|wy “ xv|wy “ 0.

Os coeficientes de Fourier de a são

xa|uy “ ´
3

?

2
, xa|vy “

2
?

3
, xa|wy “

1
?

6
,

logo

a “ ´
3

?

2
u `

2
?

3
v `

1
?

6
w.

Os coeficientes de Fourier de b são

xb|uy “
1

?

2
, xb|vy “ ´

1
?

3
, xb|wy “ ´

5
?

6
,

logo

b “
1

?

2
u ´

1
?

3
v ´

5
?

6
w.

2.2. Dado que y “
∞

1§i§mxvi|yyvi, vem

xx|yy “

B
x

ˇ̌ ÿ

1§i§m

xvi|yyvi

F
“

ÿ

1§i§m

xvi|yyxx|viy “

ÿ

1§i§m

xx|viyxy|viy

2.3. Aplicando o método de Gram-Schmidt às bases do Exerćıcio 1.1(b), obtemos bases ortonor-

madas seguintes:

RpAq :

$
’&

’%
1

?

6

»

—–
1

´2

1

fi

�fl ,
1

?

14

»

—–
1

2

3

fi

�fl

,
/.

/-
, N pAq :

$
’’’’’’&

’’’’’’%

1
?

5

»

——————–

´2

1

0

0

0

fi

������fl
,

c
5

54

»

——————–

2{5

4{5

´3

1

0

fi

������fl
,

1

2
?

682

»

——————–

´17

´34

´21

´29

27

fi

������fl

,
//////.

//////-

.

RpA
T
q :

$
’’’’’’&

’’’’’’%

1
?

10

»

——————–

1

2

0

´2

1

fi

������fl
,
1

4

»

——————–

´1

´2

1

1

3

fi

������fl

,
//////.

//////-

, N pA
T
q :

1
?

21

$
’&

’%

»

—–
4

1

´2

fi

�fl

,
/.

/-
.
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2.4. U˚
“

»

———–

1 ´ i
?

3
´

i
?

3

1 ´ i
?

6

2i
?

6

fi

���fl e UU
˚

“ I2, logo U é unitária.

2.5. (a) Temos

PP
T

“

«
↵ ` � ´p↵ ´ �q

↵ ´ � ↵ ` �

�«
↵ ` � ↵ ´ �

´p↵ ´ �q ↵ ` �

�
“

«
2p↵2

` �2
q 0

0 2p↵2
` �2

q

�
,

logo

P
T

“ P
´1

ñ PP
T

“ I2 ñ 2p↵2
` �2

q “ 1.

(b) Temos

UU
T

“

»

————–

0 ↵ 0 �i

↵ 0 �i 0

0 �i 0 ↵

�i 0 ↵ 0

fi

����fl

»

————–

0 ↵ 0 ´�i

↵ 0 ´�i 0

0 ´�i 0 ↵

´�i 0 ↵ 0

fi

����fl
“

»

————–

↵2
` �2 0 0 0

0 ↵2
` �2 0 0

0 0 ↵2
` �2 0

0 0 0 ↵2
` �2

fi

����fl
,

logo

U
˚

“ U
´1

ñ UU
˚

“ I4 ñ ↵2
` �2

“ 1.

2.6. (a) pUVqpUVq
˚

“ pUVqpV
˚
U

˚
q “ UpVV

˚
qU

˚
“ UInU

˚
“ UU

˚
“ In.

(b)

«
U 0

0 V

�«
U 0

0 V

�˚

“

«
U 0

0 V

�«
U

˚
0

0 V
˚

�
“

«
UU

˚
0

0 VV
˚

�
“

«
Im 0

0 In

�
“ Im`n.

2.7. xUu|Uvy “ pUuq
˚
pUvq “ u

˚
U

˚
Uv “ u

˚
Inv “ u

˚
v “ xu|vy.
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3.1. (a) Temos

pRuq
2

“
`
In ´

2

}u}2
uu

˚˘2
“ In ´

4

}u}2
uu

˚
`

4

}u}2
puu

˚
qpuu

˚
q

“ In ´
4

}u}2
uu

˚
`

4

}u}2
upu

˚
uqu

˚
“ In ´

4

}u}2
uu

˚
`

4

}u}2
}u}

2
uu

˚
“ In.

Sendo assim, Ru é invert́ıvel e pRuq
´1

“ Ru. Também,

pRuq
˚

“
`
In ´

2

}u}2
uu

˚˘˚
“ pInq

˚
´

2

}u}2
puu

˚
q

˚
“ In ´

2

}u}2
uu

˚
“ Ru.

(b) (i) Temos

Ruv “
`
In ´

2

}u}2
uu

˚˘
v “ v ´

2

}u}2
uu

˚
v “ v ´

2xu|vy

}u}2
u.

Por outro lado,

xu|vy “ xv|vy ˘ µ}v}xe1|vy “ }v}
2

˘ µ}v} v1

“ }v}
`
}v} ˘ µ v1

˘
“

$
&

%
}v}p1 ˘ v1q, se v1 P R,
}v}

`
}v} ˘ |v1|

˘
, se v1 R R,

Por outro lado,

xu|uy “ xv|vy ˘ µ}v}xv|e1y ˘ µ}v}xe1|vy ` |µ|
2
}v}

2

“ p1 ` |µ|
2
q}v}

2
˘ }v}pµv1 ` µv1q

“ }v}
`
p1 ` |µ|

2
q}v} ˘ pµv1 ` µv1q

˘

“

$
&

%
2}v}p1 ˘ v1q, se v1 P R,
2}v}

`
}v} ˘ |v1|

˘
, se v1 R R.

Em conclusão,

}u}
2

“ xu|uy “ 2xu|vy

e, portanto,

Ruv “ v ´ u “ ¯µ}v}e1.
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(ii) Pela aĺınea (a), temos

U
˚

“
`

¯ µRu

˘˚
“ ¯µpRuq

˚
“ ¯µRu,

logo

UU
˚

“ p¯µRuqp¯µRuq “ |µ|
2
pRuq

2
“ |µ|

2
In “ In

e, portanto, U é unitária.

Pela aĺınea anterior, sabemos que Ruv “ ¯µ}v}e1 “ ¯µe1, logo

v “ Inv “ pRuq
2
v “ Rup¯µe1q “ ¯µRue1 “ Ue1,

o que significa que v é a primeira coluna de U.

3.2. Consideremos u “ v ´ e1 “ ´
2
3

“
2 ´ 1 0 1

‰T
. Pelo exerćıcio anterior, a matriz que se quer

é

U “ Ru “ I4 ´
2

}u}2
uu

˚
“

1

3

»

————–

´1 ´2 0 ´2

2 2 0 1

0 0 3 0

´2 ´1 0 2

fi

����fl
.

3.3. 1 é um valor próprio da matriz A “

«
13 ´9

16 ´11

�
e v “

«
3{5

4{5

�
é um vector próprio que

lhe está associado. Temos }v} “ 1 e v1 “ 3{5 P R. Tomando u “

«
3{5

4{5

�
´

«
1

0

�
“

«
´2{5

4{5

�
, o

Exerćıcio 3.1 garante que a matriz

P “ Ru “ I2 ´
2

}u}2
uu

˚
“

«
3{5 4{5

4{5 ´3{5

�

é ortogonal (e tem v como primeira coluna). Além disso,

P
T
AP “

«
1 25

0 1

�
.

3.4. ‚ Aplicamos o algoritmo descrito no teorema da decomposição de Schur.

Ora, 2 é um valor próprio da matriz A “

»

—–
3 2 1

0 2 0

´2 ´3 0

fi

�fl e v “

»

—–

?
2
2

0

´

?
2
2

fi

�fl é um vector próprio que

lhe está associado. Temos }v} “ 1 e v1 “

?
2
2 P R. Tomando u “

»

—–

?
2
2

0

´

?
2
2

fi

�fl ´

»

—–
1

0

0

fi

�fl “

»

—–

?
2´2
2

0

´

?
2
2

fi

�fl, o
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Exerćıcio 3.1 garante que a matriz

V “ Ru “ I3 ´
2

}u}2
uu

˚
“

»

—–

?
2
2 0 ´

?
2
2

0 1 0

´

?
2
2 0 ´

?
2
2

fi

�fl

é unitária (e tem v como primeira coluna). Além disso,

V
˚
AV “

»

—–
2 5

?
2

2 ´3

0 2 0

0
?
2
2 1

fi

�fl .

Agora, consideramos a matriz A0 “

«
2 0?
2
2 1

�
. 2 é um valor próprio de A0 e v “

«?
6
3?
3
3

�
é um

vector próprio associado a 2. Temos }v} “ 1 e v1 “

?
6
3 P R. Tomando u “

«?
6
3?
3
3

�
´

«
1

0

�
“

«?
6´3
3?
3
3

�
, obtemos a matriz unitária

U0 “ Ru “ I2 ´
2

}u}2
uu

˚
“

«?
6
3

?
3
3?

3
3 ´

?
6
3

�

(que tem v como primeira coluna) e temos

U
˚
0A0U0 “

«
2

?
2
2

0 1

�
.

Para terminar, a matriz

U “ V

«
1 0

0 U0

�
“

»

—–

?
2
2 ´

?
6
6

?
3
3

0
?
6
3

?
3
3

´

?
2
2 ´

?
6
6

?
3
3

fi

�fl

é unitária e temos

U
˚
AU “

»

—–
2 2

?
3

3
11

?
6

6

0 2
?
2
2

0 0 1

fi

�fl .

‚ ´1 é um valor próprio da matriz A “

»

—–
´4 ´3 ´3

0 ´1 0

6 6 5

fi

�fl e v “

»

—–

?
2
2

0

´

?
2
2

fi

�fl é um vector próprio

que lhe está associado. Temos }v} “ 1 e v1 “

?
2
2 P R. Como acima, tomamos u “

»

—–

?
2´2
2

0

´

?
2
2

fi

�fl e
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obtemos

V “ Ru “

»

—–

?
2
2 0 ´

?
2
2

0 1 0

´

?
2
2 0 ´

?
2
2

fi

�fl e V
˚
AV “

»

—–
´1 5

?

2 9

0 ´1 0

0 ´

?

2 2

fi

�fl .

Agora, consideramos a matriz A0 “

«
´1 0

´

?

2 2

�
. 2 é um valor próprio de A0 e v “

«
0

1

�
é um

vector próprio que lhe está associado. Como v1 “ 0, não podemos aplicar o Exerćıcio 3.1. No

entanto, a matriz U0 “

«
0 1

1 0

�
é unitária e temos

U
˚
0A0U0 “

«
2 ´

?

2

0 ´1

�
.

Para terminar, a matriz

U “ V

«
1 0

0 U0

�
“

»

—–

?
2
2 ´

?
2
2 0

0 0 1

´

?
2
2 ´

?
2
2 0

fi

�fl

é unitária e temos

U
˚
AU “

»

—–
´1 9 5

?

2

0 2 ´

?

2

0 0 ´1

fi

�fl .

‚ ´1 é um valor próprio da matriz A “

»

—–
1 ´2 0

0 1 ´2

´2 0 1

fi

�fl e v “

»

—–

?
3
3?
3
3?
3
3

fi

�fl é um vector próprio

que lhe está associado. Temos }v} “ 1 e v1 “

?
3
3 P R. Tomamos u “

»

—–

?
3
3?
3
3?
3
3

fi

�fl ´

»

—–
1

0

0

fi

�fl “

»

—–

?
3´3
3?
3
3?
3
3

fi

�fl

e obtemos

V “ Ru “

»

—–

?
3
3

?
3
3

?
3
3?

3
3

3´?
3

6 ´
3`?

3
6?

3
3 ´

3`?
3

6
3´?

3
6

fi

�fl e V
˚
AV “

»

—–
´1 0 0

0 2
?

3

0 ´

?

3 2

fi

�fl .

Agora, consideramos a matriz A0 “

«
2

?

3

´

?

3 2

�
. 2 ´ i

?

3 P C é um valor próprio de A0 e

v “

« ?
2
2

´

?
2
2 i

�
P C2ˆ1 é um vector próprio que lhe está associado. Temos }v} “ 1 e v1 “

?
2
2 P R.
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Tomando u “

« ?
2
2

´

?
2
2 i

�
´

«
1

0

�
“

«
´

2´?
2

2

´

?
2
2 i

�
, obtemos a matriz unitária

U0 “ Ru “ I2 ´
2

}u}2
uu

˚
“

« ?
2
2

?
2
2 i

´

?
2
2 i ´

?
2
2

�

e temos

U
˚
0A0U0 “

«
2 ´

?

3 i 0

0 2 `

?

3 i

�
.

Para terminar, a matriz

U “ V

«
1 0

0 U0

�
“

»

—–

?
3
3

?
6
6 ´

?
6
6 i ´

?
6
6 `

?
6
6 i?

3
3

3
?
2´?

6
12 `

3
?
2`?

6
12 i ´

3
?
2`?

6
12 `

3
?
2´?

6
12 i?

3
3 ´

3
?
2`?

6
12 ´

3
?
2´?

6
12 i ´

3
?
2´?

6
12 ´

3
?
2`?

6
12 i

fi

�fl

é unitária e temos

U
˚
AU “

»

—–
´1 0 0

0 2 ´

?

3 i 0

0 0 2 `

?

3 i

fi

�fl .
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4.1. É normal: AA
˚

“

«
10 6 ´ 6i

6 ` 6i 24

�
“ A

˚
A.

4.2. Sejam u P RpAq e v P N pAq. Pelo Exerćıcio 1.6, sabemos que RpAq “ RpAA
˚
q, logo

u P RpAA
˚
q e, portanto, existe w P Cnˆ1 tal que u “ AA

˚
w. Sendo assim,

xu|vy “ u
˚
v “ pAA

˚
wq

˚
v “ w

˚
AA

˚
v “ w

˚
A

˚
Av “ 0

(porque AA
˚

“ A
˚
A e Av “ 0).

4.3. Como A é normal, também A ´ �In é normal: porque AA
˚

“ A
˚
A e

‚ pA ´ �InqpA ´ �Inq
˚

“ pA ´ �InqpA
˚

´ �Inq “ AA
˚

´ �A ´ �A˚
` |�|

2
In,

‚ pA ´ �Inq
˚
pA ´ �Inq “ pA

˚
´ �InqpA ´ �Inq “ A

˚
A ´ �A˚

´ �A ` |�|
2
In.

Seja u P N pA ´ �Inq; sendo assim, pA ´ �Inqu “ 0, ou seja, Au “ �u. Provemos que

u P N
`
pA ´ �Inq

˚˘
“ N pA

˚
´ �Inq (isto é, que A

˚
u “ �u). Ora, pelo exerćıcio anterior,

sabemos que xu|u
1
y “ 0 para todo u1

P RpA´�Inq (porque A´�In é normal). Por conseguinte,

u
˚
pA ´ �Inqw “ xu|pA ´ �Inqwy “ 0, w P Cnˆ1;

em particular, escolhendo w “ pA ´ �Inq
˚
u, deduzimos que

0 “ u
˚
pA ´ �InqpA ´ �Inq

˚
u “ xpA ´ �Inq

˚
u|pA ´ �Inq

˚
uy

e, portanto, tem de ser pA ´ �Inq
˚
u “ 0, como se queria.

Finalmente, para qualquer v P N pA ´ µInq, obtemos

p� ´ µqxu|vy “ �xu|vy ´ µxu|vy “ x�u|vy ´ xu|µvy

“ xA
˚
u|vy ´ xu|Avy “ u

˚
Av ´ u

˚
Av “ 0

e, portanto, xu|vy “ 0 (porque � ‰ µ).

4.4. Suponhamos que A
T

“ A. Então,

‚ AA
T

“ A
2

“ A
˚
A, isto é, A é (como A P Rnˆn, temos A˚

“ A
T).

‚ A é hermı́tica, logo todos os seus valores próprios são reais (Lema 5.1).
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Reciprocamente, suponhamos que A é normal e que �pAq Ñ R. Sejam �1, . . . ,�n P R os valores

próprios de A (com repetições). Pelo teorema da decomposição espectral, existe uma matriz

unitária U P Cnˆn tal que

U
˚
AU “ D, D “

»

————–

�1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ �n

fi

����fl
.

Temos D P Rnˆn, logo D
˚

“ D; além disso, UU
˚

“ U
˚
U “ In (porque U é unitária), logo

A “ UU
˚
AUU

˚
“ UDU

˚
“ UD

˚
U

˚
“ pUDU

˚
q

˚
“ pUU

˚
AUU

˚
q

˚
“ A

˚
“ A

T.

4.5. Seja � P C um valor próprio de A e seja v P Cnˆ1, v ‰ 0, tal que Av “ �v. Como

A
˚

“ ´A, temos

xv|vyp� ` �q “ �xv|vy ` �xv|vy “ xv|�vy ` x�v|vy “ xAv|vy ` xv|Avy

“ v
˚
A

˚
v ` v

˚
Av “ ´vAv ` vAv “ 0

e, portanto, � ` � “ 0 (porque v ‰ 0, logo xv|vy “ 0). Por conseguinte, � é imaginário puro

(a sua parte real tem de ser zero).

4.6. Supomos que T é triangular superior.

T será normal se e só se T
˚
T “ TT

˚. Considerando a entrada p1, 1q desta matriz, obtemos a

equação

t1,1t1,1 “ t1,1t1,1 ` t1,2t1,2 ` ¨ ¨ ¨ ` t1,nt1,n,

de onde resulta que

|t1,2|
2

` ¨ ¨ ¨ ` |t1,n|
2

“ 0

e, portanto, t1,2 “ ¨ ¨ ¨ “ t1,n “ 0. Deste modo, T “

«
t1,1 0

0 T0

�
onde T0 P Cpn´1qˆpn´1 é

triangular superior; além disso, tem de ser T˚
0T0 “ T0T

˚
0 e, portanto, podemos usar indução

para concluir que T0 é diagonal. Em conclusão, T é uma matriz diagonal.

O rećıproco é claramente verdadeiro.

4.7. (a) Suponhamos que A é invert́ıvel. Nesta situação, tem de ser � ‰ 0 (caso contrário,

rpAq § n), logo

Av “ �v ñ v “ A
´1
Av “ �A´1

v ñ A
´1
v “ �´1

v.

(b) Na resolução do Exerćıcio 4.3, provámos que, se A for normal, então

v P NpA ´ �Inq ñ v P N pA
˚

´ �Inq,

o que significa que Av “ �v ñ A
˚
v “ �v.
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(c) A
k
v “ A

k´1
pAvq “ �Ak´1

v, pelo que basta argumentar por indução sobre k.

(d) ppAqv “ ↵0v ` ↵1Av ` ¨ ¨ ¨ ` ↵mA
m
v “ ↵0v ` ↵1�v ` ¨ ¨ ¨ ` ↵m�m

v “ pp�qv.

4.8. pA ` Eq
˚

“ A
˚

` E
˚

“ A ` E, logo B “ A ` E é hermı́tica.

Seja U P Cnˆn uma matriz unitária tal que

U
˚
AU “ D, D “

»

————–

�1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ �n

fi

����fl
;

deste modo, temos

U
˚
BU “ U

˚
pA ` EqU “ U

˚
AU ` U

˚
EU “ D ` U

˚
EU.

Para simplificar, pomos B̃ “ U
˚
BU e Ẽ “ U

˚
EU; observamos que B̃ e Ẽ têm os mesmos

valores próprios que B e E, respectivamente.

Seja te1, . . . , enu a base canónica de Cnˆ1 e, para cada 1 § i § n, sejam Vi “ xe1, . . . , eiy

e Si “ tv P Vi : }v} “ 1u; em particular, temos Vn “ Cnˆ1 e Sn “ S “ tv P Cnˆ1 : }v} “ 1u.

Notemos que

v
˚
Dv “

ÿ

1§k§i

�k|vk|
2

• �i

ÿ

1§k§i

|vk|
2

“ �i}v} “ �i, v P Si.

Aplicando a condição max-min do teorema de Courant-Fischer à matriz B̃, deduzimos que

µi • min
vPSi

v
˚
B̃v • min

vPSi

v
˚
Dv ` min

vPSi

v
˚
Ẽv • �i ` min

vPS
v

˚
Ẽv “ �i ` "n

(usando a Proposição 5.2).

De modo análogo, para cada 1 § i § n, sejam Wi “ xei, . . . , eny e Ti “ tv P Wi : }v} “ 1u.

Temos que

v
˚
Dv “

ÿ

i§k§n

�k|vk|
2

§ �i

ÿ

i§k§n

|vk|
2

“ �i}v} “ �i, v P Ti.

Aplicando a condição min-max do teorema de Courant-Fischer à matriz B̃, deduzimos que

µi § max
vPTi

v
˚
B̃v § max

vPTi
v

˚
Dv ` max

vPTi
v

˚
Ẽv § �i ` max

vPS
v

˚
Ẽv “ �i ` "1

(usando a Proposição 5.2).

4.9. Seja U P Cnˆn uma matriz unitária tal que

U
˚
AU “ D, D “

»

————–

�1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ �n

fi

����fl
.
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Como a matriz V “

«
V 0

0 1

�
P Cpn`1qˆpn`1q é unitária, os valores próprios de B são os mesmos

(com repetições) que os da matriz

B̃ “ V
˚
BV “

«
U

˚
AU U

˚
u

u
˚
U ↵

�
.

Seja te1, . . . , en`1u a base canónica de Cpn`1qˆ1 e, para 1 § i § n, sejam Vi “ xe1, . . . , eiy e

Si “ tv P Vi : }v} “ 1u. Temos que

v
˚
B̃v “

ÿ

1§k§i

�k|vk|
2

• �i

ÿ

1§k§i

|vk|
2

“ �i}v} “ �i, v P Si.

Aplicando a condição max-min do teorema de Courant-Fischer à matriz B̃, deduzimos que

µi • min
vPSi

v
˚
B̃v • �i.

De modo análogo, para cada 1 § i § n, sejam Wi “ xei´1, . . . , eny Ñ Cpn`1qˆ1 e Ti “

tv P Wi : }v} “ 1u. Temos que

v
˚
B̃v “

ÿ

i´1§k§n

�k|vk|
2

§ �i´1

ÿ

i´1§k§n

|vk|
2

“ �i´1}v} “ �i´1, v P Ti.

Aplicando a condição min-max do teorema de Courant-Fischer à matriz B̃, deduzimos que

µi § max
vPTi

v
˚
B̃v § �i´1.
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5.1. (a) Temos

In “ PP
´1

“

”
X1 X2 ¨ ¨ ¨ Xr

ı

»

————–

Y
T
1

Y
T
2

¨ ¨ ¨

Y
T
r

fi

����fl
“

ÿ

1§i§r

XiY
T
i “

ÿ

1§i§n

Gi.

Analogamente,

A “

”
X1 X2 ¨ ¨ ¨ Xr

ı

»

————–

�1Im1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2Im2 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ �rImr

fi

����fl

»

————–

Y
T
1

Y
T
2

¨ ¨ ¨

Y
T
r

fi

����fl

“

”
�1X1 �2X2 ¨ ¨ ¨ �rXr

ı

»

————–

Y
T
1

Y
T
2

¨ ¨ ¨

Y
T
r

fi

����fl
“

ÿ

1§i§r

�iXiY
T
i “

ÿ

1§i§r

�iGi.

(b) Temos

In “ P
´1
P “

»

————–

Y
T
1

Y
T
2

¨ ¨ ¨

Y
T
r

fi

����fl

”
X1 X2 ¨ ¨ ¨ Xr

ı
“

»

————–

Y
T
1X1 Y

T
1X2 ¨ ¨ ¨ Y

T
1Xr

Y
T
2X1 Y

T
2X2 ¨ ¨ ¨ Y

T
2Xr

...
...

...

Y
T
rX1 Y

T
rX2 ¨ ¨ ¨ Y

T
rXr

fi

����fl
,

logo

Y
T
iXj “

$
&

%
Imi , se i “ j,

0, se i ‰ j,
1 § i, j § r.

Daqui, obtemos

GiGj “ XiY
T
iXjY

T
j “

$
&

%
XiY

T
i “ Gi, se i “ j,

0, se i ‰ j,
1 § i, j § r.
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(c) Seja 1 § i § r. Temos

RpGiq “ RpXiY
T
i q Ñ RpXiq “ RpXiY

T
iXiq “ RpGiXiq Ñ RpGiq

(porque Y
T
iXi “ Imi), pelo que

RpGiq “ RpXiq “ N pA ´ �iInq

(por definição de RpXiq e de Xi, temos RpXiq “ N pA ´ �iInq).

Por outro lado, usando as aĺıneas anteriores, deduzimos que

GipA ´ �iInq “ Gi

ˆ ÿ

1§k§r

�kGk ´ �i

ÿ

1§k§r

Gk

˙

“

ÿ

1§k§r

�kGiGk ´ �i

ÿ

1§k§r

GiGk

“ �iGi ´ �iGi “ 0,

o que significa que qualquer coluna da matriz A ´ �iIn está em N pGiq, logo

RpA ´ �iInq Ñ N pGiq.

Para a inclusão rećıproca, como RpGiq “ N pA ´ �iInq, temos rpGiq “ npA ´ �iInq, logo

dimRpA ´ �iInq “ rpA ´ �iInq “ n ´ npA ´ �iInq “ n ´ rpGiq “ npGiq “ dimN pGiq

e, portanto, RpA ´ �iInq “ N pGiq.

5.2. ‚ � P C é valor próprio de A “

»

—–
1 ´4 ´4

8 ´11 ´8

´8 8 5

fi

�fl se e só se

detp�I3 ´ Aq “ �3
` 5�2

` 3� ´ 9 “ p� ´ 1qp� ` 3q
2

“ 0.

Por conseguinte, �pAq “ t´3, 1u com m.a.p´3q “ 2 e m.a.p1q “ 1. Por outro lado,
$
’&

’%

»

—–
1

1

0

fi

�fl ,

»

—–
1

0

1

fi

�fl

,
/.

/-
e

$
’&

’%

»

—–
1

2

´2

fi

�fl

,
/.

/-

são bases de N pA ` 3I3q e N pA ´ I3q, de modo que

P “

»

—–
1 1 1

1 0 2

0 1 ´2

fi

�fl

é uma matriz invert́ıvel tal que

P
´1
AP “

»

—–
´3 0 0

0 ´3 0

0 0 1

fi

�fl “

«
´3I2 0

0 I1

�
.



Resolução dos exerćıcios – Folha 5 Sol5–3

Pondo X1 “

»

—–
1 1

1 0

0 1

fi

�fl e X2 “

»

—–
1

2

´2

fi

�fl, temos P “

”
X1 X2

ı
. Por outro lado,

P
´1

“

»

—–
´2 3 2

2 ´2 ´1

1 ´1 ´1

fi

�fl “

«
Y

T
1

Y
T
2

�

onde Y
T
1 “

«
´2 3 2

2 ´2 ´1

�
e Y

T
2 “

”
1 ´1 ´1

ı
. Sendo assim, os projectores espectrais de A

são

‚ G1 “ X1Y
T
1 “

»

—–
1 1

1 0

0 1

fi

�fl

«
´2 3 2

2 ´2 ´1

�
“

»

—–
0 1 1

´2 3 2

2 ´2 ´1

fi

�fl ,

‚ G2 “ X2Y
T
2 “

»

—–
1

2

´2

fi

�fl
”
1 ´1 ´1

ı
“

»

—–
1 ´1 ´1

2 ´2 ´2

´2 2 2

fi

�fl .

‚ � P C é valor próprio de A “

»

—–
3 2 1

0 2 0

´2 ´3 0

fi

�fl se e só se

detp�I3 ´ Aq “ p� ´ 1qp� ´ 2q
2

“ 0.

Por conseguinte, �pAq “ t1, 2u com m.a.p1q “ 1 e m.a.p2q “ 2. N pA ´ 2I2q tem dimensão 1

(com base
 “
1 0 ´ 1

‰T(
, logo A não é diagonalizável (porque não existe uma base de Cnˆn

inteiramente constitúıda por vectores próprios de A).

‚ � P C é valor próprio de A “

»

—–
´4 ´3 ´3

0 ´1 0

6 6 5

fi

�fl se e só se

detp�I3 ´ Aq “ p� ´ 2qp� ` 1q
2

“ 0.

Por conseguinte, �pAq “ t´1, 2u com m.a.p´1q “ 2 e m.a.p2q “ 1. Por outro lado,
$
’&

’%

»

—–
1

0

´1

fi

�fl ,

»

—–
0

1

´1

fi

�fl

,
/.

/-
e

$
’&

’%

»

—–
1

0

´2

fi

�fl

,
/.

/-

são bases de N pA ` 3I3q e N pA ´ I3q, de modo que

P “

»

—–
1 0 1

0 1 0

´1 ´1 ´2

fi

�fl
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é uma matriz invert́ıvel tal que

P
´1
AP “

»

—–
´1 0 0

0 ´1 0

0 0 2

fi

�fl “

«
´I2 0

0 2I1

�
.

Pondo X1 “

»

—–
1 0

0 1

´1 ´1

fi

�fl e X2 “

»

—–
1

0

´2

fi

�fl, temos P “

”
X1 X2

ı
. Por outro lado,

P
´1

“

»

—–
5{2 ´3{2 ´3{2

0 ´1 0

3 3 2

fi

�fl “

«
Y

T
1

Y
T
2

�

onde Y
T
1 “

«
5{2 ´3{2 ´3{2

0 ´1 0

�
e Y

T
2 “

”
3 3 2

ı
. Sendo assim, os projectores espectrais de

A são

‚ G1 “

»

—–
1 0

0 1

´1 ´1

fi

�fl

«
5{2 ´3{2 ´3{2

0 ´1 0

�
“

»

—–
5{2 ´3{2 ´3{2

0 ´1 0

´5{2 5{2 3{2

fi

�fl ,

‚ G2 “

»

—–
1

0

´2

fi

�fl
”
3 3 2

ı
“

»

—–
3 3 2

0 0 0

´6 ´6 ´4

fi

�fl .

‚ Vimos no Exerćıcio 3.4 que A “

»

—–
1 ´2 0

0 1 ´2

´2 0 1

fi

�fl é diagonalizável com �pAq “ t´1, 2 ´

?

3 i, 2 `

?

3 iu. Sejam u,v,w P C3ˆ1 vectores próprios associados a ´1, 2 ´

?

3 i e 2 `

?

3 i,

respectivamente; de modo que tu,v,wu é uma base de C3ˆ1. Considerando a matriz P “”
u v w

ı
, temos

P
˚

“

»

—–
u

˚

v
˚

w
˚

fi

�fl e P
˚
P “

»

—–
u

˚
u u

˚
v u

˚
w

v
˚
u v

˚
v v

˚
w

w
˚
u w

˚
v w

˚
w

fi

�fl “

»

—–
}u}

2 0 0

0 }v}
2 0

0 0 }w}
2

fi

�fl

(usando o Exerćıcio 4.3), logo

P
´1

“

»

—–

1
}u}2 0 0

0 1
}v}2 0

0 0 1
}w}2

fi

�flP
˚

“

»

—–

1
}u}2 u

˚

1
}u}2 v

˚

1
}u}2 w

˚

fi

�fl .
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Por conseguinte, os projectores espectrais de A são

G1 “
1

}u}2
uu

˚, G2 “
1

}v}2
vv

˚ e G3 “
1

}w}2
ww

˚.

Como u “

»

—–
1

1

1

fi

�fl é um vector próprio associado a ´1, obtemos

G1 “
1

3

»

—–
1

1

1

fi

�fl
”
1 1 1

ı
“

1

3

»

—–
1 1 1

1 1 1

1 1 1

fi

�fl .

Agora, sabemos que

A “ ´G1 ` ↵G2 ` ↵G3 I3 “ G1 ` G2 ` G3

onde ↵ “ 2 ´

?

3 i. Sendo assim, temos

↵G2 ` ↵G3 “
1

3

»

—–
4 ´5 1

1 4 ´5

´5 1 4

fi

�fl e G2 ` G3 “
1

3

»

—–
2 ´1 ´1

´1 2 ´1

´1 ´1 2

fi

�fl ,

de onde resulta que

G2 “ ´
1

6

»

—–
´2 3 ´

?

3 i 3 `

?

3 i

3 `

?

3 i ´2 3 `

?

3 i

3 ´

?

3 i 3 `

?

3 i ´2

fi

�fl e G3 “
1

6

»

—–
2 1 ´

?

3 i 1 `

?

3 i

1 `

?

3 i 2 1 `

?

3 i

1 ´

?

3 i 1 `

?

3 i 2

fi

�fl .

5.3. Sejam a1, . . . , an P k tais que pAptq “ tn ` a1tn´1
` ¨ ¨ ¨ ` a1t ` a0. Como

GiGj “

$
&

%
Gi, se i “ j,

0, se i ‰ j,
1 § i, j § r,

temos ˆ ÿ

1§i§n

�iGi

˙k

“

ÿ

1§i§n

�k
iGi, 1 § k § n.

Por conseguinte, pondo a0 “ 1 e A
0

“ In, deduzimos que

pApAq “

ÿ

0§k§n

akA
k

“

ÿ

0§k§n

ˆ ÿ

1§i§r

�iGi

˙k

“

ÿ

1§k§n

ÿ

1§i§r

�k
iGi

“

ÿ

1§i§n

ˆ ÿ

0§k§n

ak�
k
i

˙
Gi “

ÿ

1§i§r

pAp�iqGi “ 0.

5.4. Escolhendo uma matriz invert́ıvel P P Cnˆn tal que

P
´1
AP “ D, A “

»

—–
1 ´4 ´4

8 ´11 ´8

´8 8 5

fi

�fl , D “ P

»

—–
´3 0 0

0 ´3 0

0 0 1

fi

�fl ,
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temos A “ PDP
´1, logo

pApAq “ A
3

` 5A2
` 3A ´ 9I3

“ pPDP
´1

q
3

` 5pPDP
´1

q
2

` 3pPDP
´1

q ´ 9I3

“ P
`
D

3
` 5D2

` 3D ´ 9I3
˘
P

´1
“ PpApDqP

´1.

Ora,

D
k

“

»

—–
´3 0 0

0 ´3 0

0 0 1

fi

�fl

k

“

»

—–
p´3q

k 0 0

0 p´3q
k 0

0 0 1

fi

�fl ,

logo

pApDq “

»

—–
pAp´3q 0 0

0 pAp´3q 0

0 0 pAp1q

fi

�fl “

»

—–
0 0 0

0 0 0

0 0 0

fi

�fl

e, portanto,

pApAq “ PpApDqP
´1

“ P0P
´1

“ 0.

[Para as outras matrizes é análogo.]

5.5. Temos

P
´1
AP “ P

´1
”
Av1 Av2 ¨ ¨ ¨ Avn

ı
“ P

´1
”
�1v1 �2v2 ¨ ¨ ¨ �nvn

ı

“

»

————–

w
T
1

w
T
2
...

w
T
n

fi

����fl

”
�1v1 �2v2 ¨ ¨ ¨ �nvn

ı
“

»

————–

�1w
T
1v1 �2w

T
1v2 ¨ ¨ ¨ �nw

T
1vn

�1w
T
2v1 �2w

T
2v2 ¨ ¨ ¨ �nw

T
2vn

...
...

...

�1w
T
nv1 �2w

T
nv2 ¨ ¨ ¨ �nw

T
nvn

fi

����fl
.

Dado que

In “ P
´1
P “

»

————–

w
T
1

w
T
2
...

w
T
n

fi

����fl

”
v1 v2 ¨ ¨ ¨ vn

ı
“

»

————–

w
T
1v1 w

T
1v2 ¨ ¨ ¨ w

T
1vn

w
T
2v1 w

T
2v2 ¨ ¨ ¨ w

T
2vn

...
...

...

w
T
nv1 w

T
nv2 ¨ ¨ ¨ w

T
nvn

fi

����fl
,

temos

w
T
ivj “

$
&

%
1, se i “ j,

0, se i ‰ j,
1 § i, j § r,

e, portanto,

P
´1
A “ pP

´1
APqP

´1
“

»

————–

�1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ �n

fi

����fl

»

————–

w
T
1

w
T
2
...

w
T
n

fi

����fl
“

»

————–

�1w
T
1

�2w
T
2

...

�nw
T
n

fi

����fl
.
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Como

P
´1
A “

»

————–

w
T
1

w
T
2
...

w
T
n

fi

����fl
A “

»

————–

w
T
1A

w
T
2A

...

w
T
nA

fi

����fl
,

conclúımos que

A
T
wi “ pw

T
iAq

T
“ p�iw

T
i q

T
“ �iwi, 1 § i § r.

5.6. pApAq “ 0 é uma matriz de tipo n ˆ n e detp0q “ 0 é um escalar.

5.7. ‚ A “

«
1
2

1
2

1
4

3
4

�
tem valores próprios 1 e 1

4 que estão associados aos vectores próprios

«
1

1

�
e

«
´2

1

�
, respectivamente. Assim, pondo P “

«
1 ´2

1 1

�
, temos

P
´1
AP “

«
1 0

0 1
4

�

e, portanto,

P
´1
A

k
P “

«
1 0

0 1
4

�k

“

«
1 0

0 1
4k

�
, k P N,

donde

A
k

“ P

«
1 0

0 1
4k

�
P

´1
“

1

3

«
1 `

2
4k 2 ´

2
4k

1 ´
1
4k 2 `

1
4k

�
.

Como as sucessão (de números reais)
`

1
4k

˘
kPN é convergente com limkÑ8 1

4k , conclúımos que a

sucessão (de matrizes)
`
A

k
˘
kPN também é convergente com

lim
kÑ8

A
k

“
1

3

«
1 2

1 2

�
“

«
1
3

2
3

1
3

2
3

�
.

‚ Seguimos um processo diferente (usando os projectores espectrais). A “

«
7
5

1
5

´1 1
2

�
tem

valores próprios 1 e 9
10 , de modo que, se G1 e G2 forem os projectores espectrais de A, então

A “ G1 ` p9{10qG2 e I2 “ G1 ` G2.

Temos

A “ pG1 `
9

10
G2q

k
“ G1 ` p9{10q

k
G2

e, portanto, a sucessão
`
A

k
˘
kPN é convergente com

lim
kÑ8

“ G1

(porque a sucessão
`
p9{10q

k
˘
kPN é convergente com limkÑ8p9{10q

k
“ 0).
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Determinemos G1. Ora, das equações acima, temos

10A ´ 9I2 “ 10
`
G1 ` p9{10qG2

˘
´ 9

`
G1 ` G2

˘
“ G1,

logo

lim
kÑ8

A
k

“ G1 “

«
5 2

´10 ´4

�
.

5.8. Suponhamos que, no ińıcio do processo, o Norte tem n0 habitantes e o Sul tem s0 habitantes.

Passado um ano, o Norte terá n1 “ p1´1{2qn0 ` p1{4qs0 “ p1{2qn0 ` p1{4qs0 habitantes e o Sul

terá n1 “ p1{2qn0 ` p1´1{4qs0 “ p1{2qn0 ` p3{4qs0 habitantes. Dado que o processo é uniforme

ao longo do tempo, no k-ésimo ano (para k P N), o Norte terá nk “ p1{2qnk´1 ` p1{4qsk´1

habitantes e o Sul terá nk “ p1{2qnk´1 ` p3{4qsk´1 habitantes, ou seja, temos
«
nk

sk

�
“

«
1{2 1{4

1{2 3{4

�«
nk´1

sk´1

�
.

Pondo vk “

«
nk

sk

�
(para k P N0) e A “

«
1{2 1{4

1{2 3{4

�
, temos

vk “ Avk´1 “ A
2
vk´2 “ ¨ ¨ ¨ “ A

k´1
v1 “ A

k
v0, k P N.

Pelo que vimos no exerćıcio anterior, a sucessão
`
pA

T
q
k
˘
kPN é convergente com limkÑ8pA

T
q
k

“«
1{3 2{3

1{3 2{3

�
, de modo que a sucessão

`
A

k
˘
kPN também é convergente com

lim
kÑ8

A
k

“

«
1{3 2{3

1{3 2{3

�T

“

«
1{3 1{3

2{3 2{3

�
.

Deste modo, a sucessão
`
v
k
˘
kPN é convergente, o que significa que as populações do Norte e do

Sul tendem a estabilizar no limite

v8 “ lim
kÑ8

vk “ lim
kÑ8

A
k
v0 “

`
lim
kÑ8

A
k
˘
v0 “

«
1{3 1{3

2{3 2{3

�«
n0

s0

�
“

«
p1{3qpn0 ` s0q

p2{3qpn0 ` s0q

�
.

5.9. (a) Seja v P Cnˆ1 com }v} “ 1 e tal que Av “ �v. Deste modo, pondo V “”
v 0 ¨ ¨ ¨ 0

ı
, temos

AV “

”
Av 0 ¨ ¨ ¨ 0

ı
“

”
�v 0 ¨ ¨ ¨ 0

ı
“ �

”
v 0 ¨ ¨ ¨ 0

ı
“ �V

e, portanto,

}AV} “

ÿ

1§i,l§n

ˇ̌
ˇ̌

ÿ

1§k§n

ai,kvk,l

ˇ̌
ˇ̌
2

§

ÿ

1§i,l§n

ÿ

1§k§n

ˇ̌
ai,kvk,l

ˇ̌2

“

ÿ

1§i,k,l§n

ˇ̌
ai,k

ˇ̌2 ˇ̌
vk,l

ˇ̌2
§

ÿ

1§i,j,k,l§n

ˇ̌
ai,j

ˇ̌2 ˇ̌
vk,l

ˇ̌2
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“

ˆ ÿ

1§i,j§n

ˇ̌
ai,j

ˇ̌2
˙ˆ ÿ

1§k,l§n

ˇ̌
vk,l

ˇ̌2
˙

“ }A} }V}.

Como }AV} “ }�V} “ |�| }V}, conclúımos que

|�| }V} § }A} }V}

e, portanto, |�| § }A} (porque v ‰ 0, logo V ‰ 0). Como � P �pAq é arbitrário, segue-se que

⇢pAq “ max
�P�pAq

|�| § }A}.

(b) Suponhamos que A é diagonalizável e sejam �1, . . . ,�n P C os valores próprios de A (com

repetições). Seja P P Cnˆn uma matriz invert́ıvel tal que

P
´1
AP “ D, D “

»

————–

�1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ �n

fi

����fl
;

sendo assim,

P
´1
A

k
P “ pP

´1
APq

k
“ D

k
“

»

————–

�k
1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �k
2 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ �k
n

fi

����fl
, k P N.

Suponhamos que a sucessão
`
A

k
˘
kPN é convergente com limkÑ8 A

k
“ 0. Então, a sucessão`

P
´1
A

k
P

˘
kPN também é convergente com

lim
kÑ8

P
´1
A

k
P “ P

´1
`
lim
kÑ8

A
k
˘
P “ 0

(⇤)

Como

lim
kÑ8

»

————–

�k
1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �k
2 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ �k
n

fi

����fl
“

»

————–

limkÑ8 �k
1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 limkÑ8 �k
2 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ limkÑ8 �k
n

fi

����fl
,

conclúımos que, para cada 1 § i § n, a sucessão
`
�k
i

˘
kPN é convergente com limkÑ8 �k

i “ 0, o

que só pode acontecer quando |�i| † 1. Segue-se que

⇢pAq “ max
1§i§n

|�i| † 1.

Reciprocamente, suponhamos que ⇢pAq † 1. Então, para cada 1 § i § n, temos |�i| † 1

e, portanto, a sucessão
`
�k
i

˘
kPN é convergente com limkÑ8 �k

i “ 0. Segue-se que a sucessão

(⇤)Este facto deve-se à continuidade da função Cnˆn Ñ Cnˆn definida pela correspondência X fiÑ P´1XP

(exerćıcio).
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`
D

k
˘
kPN também é convergente com limkÑ8 D

k
“ 0 e portanto, a sucessão

`
A

k
˘
kPN também é

convergente com

lim
kÑ8

A
k

“ lim
kÑ8

PD
k
P

´1
“ P

`
lim
kÑ8

D
k
˘
P

´1
“ 0.

(c) Sejam �1, . . . ,�r P C os valores próprios, distintos dois-a-dois, de A e sejam G1, . . . ,Gr os

projectores espectrais de A, de modo que A “ �1G1 ` ¨ ¨ ¨ `�rGr. Sem perda de genariladade,

suponhamos que |�1| • |�2| • ¨ ¨ ¨ • |�r|, de modo que⇢pAq “ |�1|. Para cada k P N, seja
⌫k “ }A

k
}{|�k

1|. Como

A
k

“ �k
1G1 ` ¨ ¨ ¨ ` �k

rGr,

temos

⌫k “
}A}

k

|�1|
k

“
}�k

1G1 ` ¨ ¨ ¨ ` �k
rGr}

|�k
1|

“

››G1 ` p�2{�1q
k
G2 ` ¨ ¨ ¨ ` p�r{�1q

k
Gr

››

§ }G1} `
`
|�2|{|�1|

˘k
}G2} ` ¨ ¨ ¨ `

`
|�r|{|�1|

˘k
}Gr} § }G1} ` }G2} ` ¨ ¨ ¨ ` }Gr}.

Pondo ⌫ “ }G1} ` ¨ ¨ ¨ ` }Gr}, temos

1 § ⌫k § ⌫, k P N;

notemos que, como �k
1 P �pA

k
q, temos |�1|

k
“ |�k

1| § }A
k
| (pela aĺınea (a)), logo 1 § ⌫k. Por

conseguinte, temos

1 § k
?
⌫k §

k
?
⌫, k P N.

Como a sucessão
`

k
?
⌫

˘
kPN é convergente com limkÑ8 k

?
⌫ “ 1, conclúımos que a sucessão`

k
?
⌫k

˘
kPN também é convergente com

lim
kÑ8

k
?
⌫k “ 1.

Como }A
k
} “ |�1|

k
?
⌫k, segue-se que a sucessão

`
k
a

}Ak}
˘
kPN é convergente com

lim
kÑ8

k
a

}Ak} “ |�1| “ ⇢pAq.
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6.1. Fácil.

6.2. (a) Para qualquer v P Cnˆ1,

‚ |v|i “

a
|vi|2 §

a∞
1§i§n |vi|

2 “ }v}2, logo max1§i§n |vi| § }v}2

‚ }v}2 “
a∞

1§i§n |vi|2 §

b`∞
1§i§n |vi|

˘2
“
∞

1§i§n |vi| “ }v}1.

(a) Seja v P Cnˆ1 e seja 1 § k § n.

‚ Consideremos os vectores u “

»

——–

1
...

1

fi

��fl e w “

»

——–

|v1|

...

|vn|

fi

��fl. Sabemos (da Álgebra Linear) que

ˇ̌
xu|wy

ˇ̌
§ }u}2}w}2, ou seja,

}v}1 “

ÿ

1§i§n

|vi| “ xu|wy §
?
n

d ÿ

1§i§n

|vi|2 “
?
n }v}2.

‚ }v}
2
2 “

∞
1§i§n |vi|2 § nmax1§i§n |vi|2 “ n}v}8, logo }v}2 §

?
n}v}8

6.3. Para quaisquer u,v P Cnˆ1, temos:

‚ }u} “ }pu ´ vq ` v} § }u ´ v} ` }v}, logo }u} ´ }v} § }u ´ v};

‚ ´
`
}u} ´ }v}

˘
“ }v} ´ }u} § }v ´ u} “ }u ´ v}.

6.4. Seja � P R, 0 † � † 1. A função fpxq “ p1 ´ �q ` �x ´ x� é cont́ınua e tem derivada

f 1
pxq “ � ´ �x�´1

“ ´�px1´�
´ 1q. Temos f 1

pxq † 0, para x † 1, e f 1
pxq ° 0, para x ° 1, logo

a função fpxq é decrescente no intervalo s ´ 8, 1r e crescente no intervalo s1,`8r; deste modo,

fpxq tem um máximo (absoluto) em x “ 1, ou seja fpxq • fp1q “ 0 para todo x P R, x ‰ 1.

Tomando ↵, � P R` arbitrários, obtemos

0 § fp↵{�q “ p1 ´ �q ` �p↵{�q ´ p↵{�q
�,

logo

↵��1´�
“ p↵{�q

�� § �↵ ` p1 ´ �q�.
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Agora, sejam u,v P Cnˆ1 e consideremos os vectores û “
1

}u}p u e v̂ “
1

}v}q v; notemos que

}û}p “ }v̂}q “ 1. Tomando ↵ “ |ûi|
p, � “ |v̂i|q e � “ 1{p (de modo que 1 ´ � “ 1{q), obtemos

|ûiv̂i| “
`
|ûi|

p
˘1{p`

|v̂i|
q
˘1{q

§ p1{pq|ûi|
p

` p1{qq|v̂i|
q, 1 § i § n,

de modo que
ÿ

1§i§n

|ûiv̂i| §
1

p

ÿ

1§i§n

|ûi|
p

`
1

q

ÿ

1§i§n

|v̂i|
q

“
1

p
}û}p `

1

q
}v̂}q “

1

p
`

1

q
“ 1.

Sendo assim,
ÿ

1§i§n

|uivi| “

ÿ

1§i§n

ˇ̌`
}u}pûi

˘`
}v}pv̂i

˘ˇ̌
“ }u}p}v}q

ÿ

1§i§n

|ûiv̂i|

§ }u}p}v}q “

ˆ ÿ

1§i§n

|ui|
p

˙1{pˆ ÿ

1§i§n

|vi|
q

˙1{q
.

Finalmente, deduzimos que

|u
˚
v| “

ˇ̌
ˇ̌

ÿ

1§i§n

uivi

ˇ̌
ˇ̌ §

ÿ

1§i§n

|ui| |vi| “

ÿ

1§i§n

|ui| |vi| “

ÿ

1§i§n

ˇ̌
}u}pûi

ˇ̌ ˇ̌
}v}qv̂i

ˇ̌

“ }u}p}v}q

ÿ

1§i§n

|ûi| |v̂i| “ }u}p}v}q

ÿ

1§i§n

|ûiv̂i| § }u}p}v}q.

Como se queria.

6.5. Seja u P Rnˆ1 tal que
∞

1§i§n ui “ 0; assim, u˚
e “ 0 onde e “

“
1 1 ¨ ¨ ¨ 1

‰T
. Sejam

v P Cnˆ1 e ↵ P R` arbitrários. Então, u˚
pv ´ ↵eq “ u

˚
v ´ ↵u˚

e “ u
˚
v e, portanto,

|u
˚
v| “ |u

˚
pv ´ ↵eq| “

ˇ̌
ˇ̌

ÿ

1§i§n

uipvi ´ ↵q

ˇ̌
ˇ̌ §

ÿ

1§i§n

|ui| |vi ´ ↵|

§

ˆ ÿ

1§i§n

|ui|

˙
}v ´ ↵e}8 “ }u}1}v ´ ↵e}8

Como ↵ é arbitrário, conclúımos que

|u
˚
v| § }u}1 inf

↵PR`
}v ´ ↵e}8.

Ora, temos

inf
↵PR`

}v ´ ↵e}8 “
vmax ´ vmin

2
e, de facto,

vmax ´ vmin

2
“ }v ´ ↵e}8

para ↵ “
vmax`vmin

2 (de modo que inf↵PR` }v ´ ↵e}8 “ min↵PR` }v ´ ↵e}8). Em conclusão,

|u
˚
v| § }u}1

vmax ´ vmin

2
“

vmax ´ vmin

2

ÿ

1§i§n

|ui|,

como se queria.
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6.6. (a) Supomos que p ‰ 1 e observamos que p{q “ p ´ 1 (quando q “ p{pp ´ 1q). Para

quaisquer ↵, � P C, temos

|↵ ` �|
p

“ |↵ ` �| |↵ ` �|
p´1

§ |↵| |↵ ` �|
p{q

` |�| |↵ ` �|
p{q.

Sejam u,v P Cnˆ1 quaisquer. Temos
ÿ

1§i§n

|ui ` vi|
p

“

ÿ

1§i§n

|ui ` vi| |ui ` vi|
p´1

§

ÿ

1§i§n

|ui| | |ui ` vi|
p´1

`

ÿ

1§i§n

|vi| | |ui ` vi|
p´1.

Usando a desigualdade de Hölder, deduzimos que

ÿ

1§i§n

|ui| | |ui ` vi|
p{q

“

ÿ

1§i§n

|uipui ` viq
p{q

| §

ˆ ÿ

1§i§n

|ui|
p

˙1{pˆ ÿ

1§i§n

`
|ui ` vi|

p{q
q
q

˙1{q

“

ˆ ÿ

1§i§n

|ui|
p

˙1{pˆ ÿ

1§i§n

|ui ` vi|
p

˙pp´1q{p
“ }u}p}u ` v}

p´1
p

e, de maneira análoga,
ÿ

1§i§n

|vi| | |ui ` vi|
p{q

§ }v}p}u ` v}
p´1
p .

Por conseguinte, obtemos

}u ` v}
p
p §

`
}u}p ` }v}p

˘
}u ` v}

p´1
p

e, portanto,

}u ` v}p § }u}p ` }v}p.

(b) Tendo em conta a aĺınea anterior, é fácil concluir que } ‹ }p é uma norma em Cnˆ1. Seja

v P Cnˆ1 e provemos que limpÑ8 }v}p existe e que limpÑ8 }v}p “ }v}8. Por um lado, para

qualquer p P R, p • 1, temos

}v}8 “ max
1§i§n

|vi| “
`
max
1§i§n

|vi|
p
˘1{p

§

ˆ ÿ

1§i§n

|vi|
p

˙1{p
“ }v}p

e, por outro lado,

}v}p “

ˆ ÿ

1§i§n

|vi|
p

˙1{p
§

ˆ ÿ

1§i§n

`
max
1§i§n

|vi|
˘p

˙1{p
“ n1{p

}v}8.

Por conseguinte,

}v}8 § }v}p § n1{p
}v}8

e, portanto, como limpÑ8 n1{p existe e limpÑ8 “ 1, conclúımos que limpÑ8 }v}p também existe

e tem-se

lim
pÑ8

}v}p “ }v}8.
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6.7. Para A “

«
1 ´2

´1 2

�
, temos }A}2 “

?
1 ` 4 ` 4 ` 1 “

?

10.

Para A “

»

—–
0 1 0

0 0 1

1 0 0

fi

�fl, temos }A}2 “

?

3.

Para A “

»

—–
4 ´2 4

´2 1 ´2

4 ´2 4

fi

�fl, temos }A}2 “
?
4 ¨ 16 ` 4 ¨ 4 ` 1 “

?

81 “ 9.

6.8. Sabemos que }A}s “
?
�max onde �max é o maior valor próprio da matriz hermı́tica

A
˚
A “

1

3

«
3 0

´1
?

8

�«
3 ´1

0
?

8

�
“

«
3 ´1

´1 3

�
.

Os valores próprios desta matriz são 2 e 4, logo }A}s “

?

4 “ 2.

A é invert́ıvel porque detpAq ‰ 0. Tem-se }A
´1

}s “
1?
�min

onde �min é o menor valor próprio

de A
˚
A, logo }A

´1
}s “

1?
2
.

6.9. ‚ Seja A P Cnˆn. Por definição, temos

}A}
1
1 “ max

vPS
}Av}1

onde S “ tv P Cnˆ1 : }v}1 “ 1u. Para qualquer v P S, temos

}Av}1 “

ÿ

1§i§n

ˇ̌
ˇ̌

ÿ

1§j§n

ai,jvj

ˇ̌
ˇ̌ §

ÿ

1§i,j§n

|ai,j| |vj| “

ÿ

1§j§n

ˆ ÿ

1§i§n

|ai,j|

˙
|vj|

§

ÿ

1§j§n

ˆ
max
1§k§n

ÿ

1§i§n

|ai,k|

˙
|vj| “

ˆ
max
1§k§n

ÿ

1§i§n

|ai,k|

˙ ÿ

1§j§n

|vj|

“

ˆ
max
1§k§n

ÿ

1§i§n

|ai,k|

˙
}v}1 “ max

1§k§n

ÿ

1§i§n

|ai,k|

e, portanto,

}A}
1
1 “ max

vPS
}Av} § max

1§j§n

ÿ

1§i§n

|ai,j|.

Por outro lado, se te1, . . . , enu for a base canónica de Cnˆ1 temos e1, . . . , en P S e

Aej “

»

——–

a1,j
...

an,j

fi

��fl , 1 § j § n.

Sendo assim,

}A}
1
1 “ max

vPS
}Av}1 • max

1§j§n
}Aej}1 “ max

1§j§n

ÿ

1§i§n

|ai,j| • }A}
1
1
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e, portanto,

}A}
1
1 “ max

1§j§n

ÿ

1§i§n

|ai,j|.

‚ Seja A P Cnˆn. Por definição, temos

}A}
1
8 “ max

vPS
}Av}8

onde S “ tv P Cnˆ1 : }v}8 “ 1u. Para qualquer v P S, temos

}Av}8 “ max
1§i§n

ˇ̌
ˇ̌

ÿ

1§j§n

ai,jvj

ˇ̌
ˇ̌ § max

1§i§n

ÿ

1§j§n

|ai,j| |vj|

§ max
1§i§n

ÿ

1§j§n

|ai,j|}v|8 “ max
1§i§n

ÿ

1§j§n

|ai,j|

e, portanto,

}A}
1
8 “ max

vPS
}Av} § max

1§i§n

ÿ

1§j§n

|ai,j|.

No caso em que A “ 0, temos (trivialmente) }A}
1
8 “ 0 “ max1§i§n

∞
1§j§n |ai,j|. Assim,

suponhamos que A ‰ 0 e seja 1 § i § n tal que a i-ésima linha de A é não-nula (isto é, existe

1 § j § n tal que ai,j ‰ 0). Definamos o vector w P Cnˆ1 por

wk “

$
&

%

ai,k
|ai,k| , se ai,k ‰ 0,

1, se ai,k “ 0,
, 1 § k § n;

notemos que |wk| “ 1 para qualquer 1 § k § n, logo }w}8 “ 1 (isto é, w P S). Sendo assim,

temos

}A}
1
8 “ max

vPS
}Av}8 • }Aw}8 max

1§j§n

ˇ̌
ˇ̌

ÿ

1§k§n

aj,kwk

ˇ̌
ˇ̌ •

ˇ̌
ˇ̌

ÿ

1§k§n

ai,kwk

ˇ̌
ˇ̌ “

ÿ

1§k§n

|ai,k|.

Daqui, resulta que

}A}
1
8 • max

1§i§n

ÿ

1§j§n

|ai,j|

(repetindo o racioćınio para qualquer linha não-nula de A) e, portanto,

}A}
1
8 “ max

1§i§n

ÿ

1§j§n

|ai,j|,

como se queria.

‚ }A}
1
1 “ max

 ?

3,
?
3
3

`
1 `

?

8q
(

“

?

3 e }A}
1
8 “ max

 
2

?
3

3 , 2
?
6

3

(
“

2
?
6

3 .

6.10. ‚ Para A “

«
1 ´2

´1 2

�
, temos }A}

1
1 “ maxt2, 4u “ 4 e }A}

1
8 “ maxt3, 3u “ 3.

Quanto à norma espectral, a matriz A
˚
A “

«
1 ´2

´1 2

�
tem valores próprios 0 e 3, de modo

que }A}s “

?

3.
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‚ Para A “

»

—–
0 1 0

0 0 1

1 0 0

fi

�fl, temos }A}
1
1 “ 1 e }A}

1
8 “ 1. Quanto à norma espectral, a matriz

A
˚
A “ I3, logo }A}s “ 1.

‚ Para A “

»

—–
4 ´2 4

´2 1 ´2

4 ´2 4

fi

�fl, temos }A}
1
1 “ maxt10, 5u “ 10 e }A}

1
8 “ maxt10, 5u “ 10.

Quanto à norma espectral, a matriz A
˚
A “

»

—–
36 ´18 36

´18 9 ´18

36 ´18 36

fi

�fl tem valores próprios 0 e 81,

de modo que }A}s “

?

81 “ 9.

6.11. ‚ É claro que, para qualquer A P Cnˆn, se tem }A}P “ }P
´1
AP} • 0 e

}A}P “ }P
´1
AP} “ 0 ñ P

´1
AP “ 0 ñ A “ 0.

‚ Para qualquer A P Cnˆn e qualquer ↵ P C, temos

}↵A}P “ }P
´1

p↵AqP} “ }↵pP
´1
APq} “ |↵| }P

´1
AP} “ |↵| }A}P.

‚ Para quaisquer A,B P Cnˆn, temos

˚ }A ` B}P “ }P
´1

pA ` BqP} “ }P
´1
AP ` P

´1
BP} § }P

´1
AP ` P

´1
BP} “ }A}P ` }B}P;

˚ }AB}P “ }P
´1

pABqP} “ }pP
´1
APqpP

´1
BPq} § }P

´1
AP} }P

´1
BP} “ }A}P}B}P

6.12. Seja A P knˆn qualquer.

(a) Para quaisquer v,w P S, temos

|w
˚
Av| “ |xw|Avy| § }w}2}Av}2 “ }Av}2,

logo

sup
vPS

sup
wPS

|w
˚
Av| § sup

vPS
sup
wPS

}Av}2 “ max
vPS

}Av}2 “ }A}s.

Agora, seja v0 P S tal que

}Av0}2 “ max
vPS

}Av}2 “ }A}s

e seja

w0 “
1

}Av0}2
Av0 P S.

Então,

w
˚
0Av0 “

1

}Av0}2
v

˚
0A

˚
Av0 “

1

}Av0}2
}Av0}

2
2 “ }Av0}2 “ }A}s,

de onde resulta que

}A}s “ w
˚
0Av0 § sup

vPS
sup
wPS

|w
˚
Av| § }A}s
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e, portanto,

}A}s “ w
˚
0Av0 “ max

vPS
max
wPS

|w
˚
Av|.

(b) Pela aĺınea (a), temos

}A
˚
}s “ max

vPS
max
wPS

|w
˚
A

˚
v| “ max

wPS
max
vPS

|v
˚
Aw| “ }A}s.

(c) Temos

}A
˚
A}s “ max

vPS
max
wPS

|w
˚
A

˚
Av| “ max

vPS
max
wPS

|pAwq
˚
pAvq|

“ max
vPS

max
wPS

|xAw|Avy| § max
vPS

max
wPS

}Aw}2}Av|}2

“

´
max
vPS

}Av}2

¯´
max
vPS

}Av}2

¯
“ }A}

2
s.

Para provarmos a igualdade, basta considerar v0 P S tal que

}Av0}2 “ max
vPS

}Av}2 “ }A}s

e observar que

|v
˚
0A

˚
Av0| “ v

˚
0A

˚
Av0 “ }Av0}

2
2 “ }A}

2
s.

(d) Sejam U,V P knˆn matrizes unitárias. Como U
˚
U “ In, deduzimos que

}UA}s “ max
vPS

}UAv}2 “ max
vPS

?

v˚A˚U˚UAv “ max
vPS

?

v˚A˚Av “ max
vPS

}Av}2 “ }A}s

e, portanto,

}UAV}s “ }UpAVq}s “ }AV}s “ }A}s.

6.13. Seja A P Cnˆn qualquer. Para qualquer z P C temos

z R �pAq ñ detpzIn ´ Aq ‰ 0 ñ zIn ´ A é uma matriz invert́ıvel.

Deste modo, a função R : Cz�pAq Ñ Cnˆn está bem-definida. Seja z P Cz�pAq tal que |z| °

}A}. Então,

}Rpzq} “

››pzIn ´ Aq

›› “
1

minvPS }pzIn ´ Aqv}

onde S “ tv P Cnˆ1 : }v} “ 1u. Seja v0 P S tal que }pzIn ´ Aqv0} “ minvPS }pzIn ´ Aqv}.

Temos

}pzIn ´ Aqv0} “ }zv0 ´ Av0} •

ˇ̌
}zv0} ´ }Av0}

ˇ̌
“

ˇ̌
|z| }v0} ´ }Av0}

ˇ̌
“

ˇ̌
|z| ´ }Av0}

ˇ̌
.

Como |z| ° }A} e }Av0} § maxvPS }Av} “ }A}, conclúımos que

min
vPS

}pzIn ´ Aqv} “ }pzIn ´ Aqv0} • |z| ´ }A}

e, portanto,

}Rpzq} “
1

minvPS }pzIn ´ Aqv}
§

1

|z| ´ }A}
.
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6.14. Por definição, temos

}A}2 “

a
xA|Ay “

a
trpA˚Aq “

a
�1 ` �2 ` ¨ ¨ ¨ ` �n

onde �1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �n • 0 são todos os valores próprios (com repetições) de A
˚
A. Para

concluir, basta observar que os valores singulares de A são as ráızes quadradas dos valores

próprios positivos de A
˚
A.

6.15. ‚ Como A é normal, o teorema da decomposição espectral garante que existe uma

matriz unitária U P Cnˆn tal que

U
˚
AU “

»

————–

�1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ �n

fi

����fl

onde �1, . . . ,�n são os valores próprios de A. Sendo assim, temos

U
˚
A

˚
AU “ pU

˚
AUq

˚
pU

˚
AUq “

»

————–

|�1|
2 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 |�2|
2

¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ |�n|
2

fi

����fl

e, portanto, |�1|
2, . . . , |�n|

2 são os valores próprios de A
˚
A. Segue-se que

}A}s “

b
max
1§i§n

|�i|
2 “ max

1§i§n
|�i| “ ⇢pAq.

‚ Como A e B são normais, obtemos ⇢pABq “ }AB}s § }A}s}B}s “ ⇢pAq⇢pBq.

6.16. (a) Por definição, �1 “
?
�1 onde �1 é o maior valor próprio de A

˚
A, de modo que

}A}s “ �1. Como |�| § }A}s, conclúımos que |�| § �1 para qualquer � P �pAq.

(b) Suponhamos que A é invert́ıvel. Por definição, os valores singulares de A
´1 são as ráızes

quadradas dos valores próprios da matriz pA
´1

q
˚
pA

´1
q “ pAA

˚
q

´1 e, além disso, �
`
pAA

˚
q

´1
˘

“

t�´1 : � P �pAA
˚
qu. Pela Proposição 6.3, as matrizes AA

˚ e A
˚
A têm os mesmos valores

próprios (positivos) e, portanto, os valores singulares de A
´1 são �´1

1 † �´1
2 † ¨ ¨ ¨ † �´1

r .

Sendo assim, como �pA
´1

q “ t�´1 : � P �pAqu, a aĺına (a) garante que |�|
´1

§ �´1
r e, portanto,

�r § |�| para qualquer � P �pAq.

6.17. (a) A
k

“
1

2k

«
1 2

0 1

�k

“
1

2k

«
1 2k

0 1

�
“

«
1{2k k{2k´1

0 1{2k

�
e ⇢pA

k
q “

1

2k
.

(b) limkÑ8 A
k

“

«
limkÑ8p1{2kq limkÑ8pk{2k´1

q

0 limkÑ8p1{2kq

�
“

«
0 0

0 0

�
; de facto, como ⇢pAq † 1, o

Teorema 9.4 garante que limkÑ8 A
k

“ 0.
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(b) Como qualquer norma } ‹ } : Cnˆn
Ñ R é uma função cont́ınua (pelo Lema 7.2(⇤)), tem de

ser limkÑ8 }A
k
}s “ } limkÑ8 A

k
}s “ 0, limkÑ8 }A

k
}

1
1 “ 0 e limkÑ8 }A

k
}

1
8 “ 0.

6.18. Temos vk “ A
k
v0 para qualquer k P N. A matriz A tem valores próprios p2 ˘

?

2q{4,

logo ⇢pAq “ p2 `

?

2q{4 † 1 e, portanto, limkÑ8 A
k

“ 0. Como

0 § }A
k
v0}2 § }A}2}v0}2,

conclúımos que limkÑ8 }A
k
v0}2 “ 0 e, portanto, limkÑ8 A

k
v0 “ 0, isto é, limkÑ8 vk “ 0.

(⇤)Que é verdadeiro para qualquer espaço vectorial.



RESOLUÇÃO DOS EXERCÍCIOS – FOLHA 7

7.1. Usando o teorema de Geršgorin, os valores próprios de A estão na união

G “ tz P C : |z ´ 5| § 2u Y tz P C : |z ´ 6| § 1u Y tz P C : |z ` 5| § 1u

“ tz P C : |z ´ 5| § 2u Y tz P C : |z ` 5| § 1u .

Usando a matriz transposta A
T

“

»

—–
5 0 1

0 6 1

1 1 ´5

fi

�fl, garantimos que os valores próprios de A estão

na união

G 1
“ tz P C : |z ´ 5| § 1u Y tz P C : |z ´ 6| § 1u Y tz P C : |z ` 5| § 2u ,

de modo que

�pAq Ñ G X G 1
“ tz P C : |z ´ 5| § 1u Y tz P C : |z ´ 6| § 1u Y tz P C : |z ` 5| § 1u .

7.2. Pelo teorema de Geršgorin, temos

�pAq Ñ tz P C : |z ´ n| § n ´ 1u ,

de modo que 0 R �pAq. Como 0 R �pAq, temos detpAq ‰ 0, logo A é invert́ıvel.

7.3. Temos

�pAq Ñ tz P C : |z ´ 1| § 2u Y tz P C : |z ´ 12| § 4u Y tz P C : |z ` 1| § 1u Y tz P C : |z| § 5u

“ tz P C : |z| § 5u Y tz P C : |z ´ 12| § 4u .

Pelo Teorema 12.3, temos

#
`
�pAq X tz P C : |z ´ 12| § 4u

˘
“ 1

e, portanto, existe � P �pAq tal que |� ´ 12| § 4; analogamente, temos

#
`
�pAq X tz P C : |z| § 5u

˘
“ 3

e, portanto, existem µ1, µ2, µ3 P �pAq tais que |µi| § 5, 1 § i § 3 (µ1, µ2, µ3 não têm de ser

distintos dois-a-dois). Como A é uma matriz com coeficientes reais, temos pApzq P Rrzs e,

portanto,

pAp�q “ 0 ñ pAp�q “ 0,
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ou seja, � P �pAq. Como |� ´ 12| “ |� ´ 12| § 4, tem de ser � “ � e, portanto, � P R. De

modo análogo, µ1, µ2, µ3 P �pAq, logo

tµ1, µ2, µ3u “ tµ1, µ2, µ3u,

o que obriga a que µi P R para pelo menos um 1 § i § 3. Como � R tµ1, µ2, µ3u, conclúımos

que A tem pelo menos dois valores próprios reais.

7.4. (a) Suponhamos que A não é invert́ıvel. Então, 0 P �pAq e, portanto, pelo teorema de

Geršgorin, existe 1 § i § n tal que

|ai,i| “ |0 ´ ai,i| §

ÿ

1§j‰i§n

|ai,j| “ ripAq,

o que não acontece.

(b) Para qualquer � P �pAq, existe 1 § i § n tal que

|� ´ ai,i| § ripAq † |ai,i| “ ai,i.

Pondo � “ µ ` i⌫ com µ, ⌫ P R, temos � ´ ai,i “ pµ ´ ai,iq ` i⌫, logo

|µ ´ ai,i| §

b
pµ ´ ai,iq2 ` ⌫2 “ |� ´ ai,i| † ai,i

e, portanto, ´ai,i § µ ´ ai,i § ai,i, pelo que µ • 0.

(c) Suponhamos que A é hermı́tica e que ai,i P R` para qualquer 1 § i § n. Então,

�pAq Ñ R e, portanto, � P R` (pela aĺınea anterior). Como A é uma matriz normal, existe uma

matriz unitária U P Cnˆn tal que U
˚
AU é diagonal e, portanto, existe uma base ortonormada

tv1, . . . ,vnu de Cnˆ1 constitúıda por vectores próprios de A. Para cada 1 § i § n, seja �i P C
tal que Avi “ �ivi. Temos

v
˚
i Avi “ xvi|Aviy “ xvi|�iviy “ �ixvi|viy “ �i}vi}

2
° 0.

Como tv1, . . . ,vnu é uma base ortonormada de Cnˆ1, conclúımos que

v
˚
Av “ xv|Avy ° 0, v P Cnˆ1.

7.5. (a) Óbvia.

(b) É claro queA não tem diagonal estritamente dominante (porque 1´" † 1). No entanto,

detpAq “ 1 ´ p1 ´ "q “ " ‰ 0, logo A é invert́ıvel.

7.6. Por hipótese, existe 1 § k § n tal que |ak,k| • rkpAq e

|ai,i| ° ripAq, 1 § i § n, i ‰ k.

Se |ak,k| ° rkpAq, então A terá diagonal estritamente dominante e, portanto, A será invert́ıvel.

Por outro lado, suponhamos que |ak,k| “ rkpAq. Seja " P R` e sejam pk “ 1 ` " e

pi “ 1, 1 § i § n, i ‰ k.
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Temos
1

pk

ÿ

1§j‰k§n

pj|ak,j| “
rkpAq

1 ` "

e
1

pi

ÿ

1§j‰i§n

pj|ai,j| “ ripAq ` "ak,i, 1 § i § n, i ‰ k.

Como ripAq † |ai,i|, podemos escolher " P R` tal que

ripAq ` "|ak,i| † |ai,i|, 1 § i § n, i ‰ k.

Com esta escolha, temos 0 R GpD
´1
ADq para D “

»

——–

p1 ¨ ¨ ¨ 0
...

...

0 ¨ ¨ ¨ pn

fi

��fl. Sendo assim, 0 R

�pD
´1
ADq “ �pAq e, portanto, A é invert́ıvel.

7.7. (a) Temos

int
`
GpAq

˘
“

§

1§i§n

int
`
GipAq

˘
“

§

1§i§n

tz P C : |z ´ ai,i| † ripAqu

e, portanto,

� R int
`
GpAq

˘
ñ |� ´ ai,i| • ripAq, 1 § i § n.

(b) Se � P fr
`
GpAq

˘
, então � R int

`
GpAq

˘
e, portanto,

� P int
`
GpAq

˘
ñ |� ´ ai,i| • ripAq, 1 § i § n.

(c) A terá diagonal dominante se e só se |ai,i| • ripAq para qualquer 1 § i § n, ou seja, se

e só se 0 R int
`
GpAq

˘
(pela aĺınea (a)).

7.8. (a) Seja 1 § k § n for tal que |vk| “ }v}8. Temos

�vk “ p�vqk “ pAvqk “

ÿ

1§j§n

ak,jvj “ ak,kvk ´

ÿ

1§j‰k§n

ak,jvj

e, portanto,

|� ´ ak,k| }v}8 “ |� ´ ak,k| |vk| “ |�vk ´ ak,kvk| “

ˇ̌
ˇ̌

ÿ

1§j‰k§n

ak,jvj

ˇ̌
ˇ̌

§

ÿ

1§j‰k§n

|ak,j| |vj| §

ÿ

1§j‰k§n

|ak,j| }v|8 “ rkpAq}v}8.

Sendo assim, |� ´ ak,k| § rkpAq e, portanto, |� ´ ak,k| “ rkpAq (pelo exerćıcio anterior, porque

� R int
`
GpAq

˘
).

(b) Pela aĺınea anterior, obtemos

|� ´ ak,k| }v}8 “

ÿ

1§j‰k§n

|ak,j| |vj| “

ÿ

1§j‰k§n

|ak,j| }v|8 “ rkpAq}v}8



Resolução dos exerćıcios – Folha 7 Sol7–4

e, portanto, ÿ

1§j‰k§n

|ak,j|
`
}v}8 ´ |vj|

˘
“ 0.

Como todas as parcelas são não-negativas, conclúımos que

|ak,j|
`
}v}8 ´ |vj|

˘
“ 0, 1 § j § n, j ‰ k.

Daqui, resulta que }v}8 ´ |vj| “ 0 sempre que 1 § j § n for tal que ak,j ‰ 0.

7.9. Dizemos que uma matriz A P Cnˆn tem a propriedade SC se, para quaisquer 1 § i, j §

n, existirem 1 § k1, . . . , kt § n tais que k1 “ i, kt “ j e aks,ks`1 ‰ 0 para qualquer 1 § s † t.

Sejam A P Cnˆn, � P �pAq e 0 ‰ v P Cnˆ1 tal que Av “ �v. Sejam G1pAq, . . . ,GnpAq os

discos de Grešgorin de A, seja GpAq “ G1pAq Y ¨ ¨ ¨ Y GnpAq e suponhamos que � R int
`
GpAq

˘
.

Prove que, se A tiver a propriedade SC, então:

(a) |� ´ ai,i| “ ripAq para qualquer 1 § i § n.

(b) }v}8 “ |vi| para qualquer 1 § i § n.

(c) A é invert́ıvel sempre que A tiver diagonal dominante e existir 1 § i § n tal que

|ai,i| ° ripAq.

(a) Seja 1 § k § n tal que |vk| “ }v}8. Então, pelo exerćıcio anterior, temos |� ´ ak,k| “

rkpAq. Por outro lado, seja 1 § i ‰ k § n. Como A P Cnˆn tem a propriedade SC, existem

1 § k1, . . . , kt § n tais que k1 “ k, kt “ i e aks,ks`1 ‰ 0 para qualquer 1 § s † t. De

novo, pelo exerćıcio anterior, temos }v}8 “ |vk2 | (porque ak,k2 ‰ 0) e, portanto, |� ´ ak2,k2 | “

rk2pAq. Repetindo o argumento, conclúımos que }v}8 “ |vk3 | (porque ak2,k3 ‰ 0) e, portanto,

|�´ak3,k3 | “ rk3pAq e assim sucessivamente; na última etapa, conclúımos que }v}8 “ |vi| e que

|� ´ ai,i| “ ripAq.

(b) Foi provada em (a).

(c) Suponhamos que A tem diagonal dominante e que |ai,i| ° ripAq para algum 1 § i § n.

Se A não fosse invert́ıvel, então 0 P �pAq e, portanto, |ai,i| “ ripAq (pela aĺınea (a)), o que não

acontece.
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8.1. (a) Seja P P Cnˆn uma matriz invert́ıvel tal que

P
´1
AP “

»

————–

�1Im1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2Im2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ �rImr

fi

����fl
, mi “ m.a.p�iq, 1 § i § r.

Sejam Xi,Yi P knˆmi , para 1 § i § r, tais que

P “

”
X1 X2 ¨ ¨ ¨ Xr

ı
e P

´1
“

”
Y1 Y2 ¨ ¨ ¨ Yr

ıT
,

de modo que Gi “ XiY
T
i para qualquer 1 § i § r (ver Exerćıcio 5.1). Então,

fpAq “ P

»

————–

fp�1qIm1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 fp�2qIm2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ fp�rqImr

fi

����fl
P

´1

“

”
X1 X2 ¨ ¨ ¨ Xr

ı

»

————–

fp�1qIm1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 fp�2qIm2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ fp�rqImr

fi

����fl

»

————–

Y
T
1

Y
T
2

¨ ¨ ¨

Y
T
r

fi

����fl

“ fp�1qX1Y
T
1 ` fp�2qX2Y

T
2 ` ¨ ¨ ¨ ` fp�rqXrY

T
r

“ fp�1qG1 ` fp�2qG2 ` ¨ ¨ ¨ ` fp�rqGr.

(b) Consideremos o polinómio interpolador de Lagrange

ppxq “

ÿ

1§i§r

fp�iq±
1§j‰i§rp�i ´ �jq

π

1§j‰i§r

px ´ �jq;

este polinómio tem coeficientes complexos (isto é, ppxq P Crxs), tem grau § r ´ 1 e verifica

pp�iq “ fp�iq para qualquer 1 § i § r. Sendo assim, pela aĺınea anterior, temos

fpAq “ fp�1qG1 ` ¨ ¨ ¨ ` fp�rqGr “ pp�1qG1 ` ¨ ¨ ¨ ` pp�rqGr “ ppAq.
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(c) Sabemos que |�i| § ⇢pAq † R para qualquer 1 § i § r, de modo que a série
∞

k•0 ak�
k
i é

convergente com

fp�iq “

ÿ

k•0

ak�
k
i , 1 § i § r.

Sendo assim, obtemos

fpAq “ fp�1qG1 ` ¨ ¨ ¨ ` fp�rqGr

“

ˆ ÿ

k•0

ak�
k
1

˙
G1 ` ¨ ¨ ¨ `

ˆ ÿ

k•0

ak�
k
r

˙
Gr

“

ÿ

k•0

ak
`
�k
1G1 ` ¨ ¨ ¨ ` �k

rGr

˘
“

ÿ

k•0

akA
k

(uma vez que A
k

“ �k
1G1 ` ¨ ¨ ¨ ` �k

rGr para qualquer k P N0).

(d) Para cada 1 § i § r, consideramos o polinómio

giptq “
1±

1§j‰i§rp�i ´ �jq

π

1§j‰i§r

px ´ �jq P Crxs.

Temos

gip�jq “

$
&

%
1, se j “ i,

0, se j ‰ i,
1 § j § r,

de maneira que

gipAq “
1±

1§j‰i§rp�i ´ �jq

π

1§j‰i§r

pA ´ �jInq “ gip�1qG1 ` ¨ ¨ ¨ ` gip�rqGr “ Gi

para qualquer 1 § i § r (na primeira igualdade, usamos a aĺınea anterior e, na segunda

igualdade, usamos a aĺınea (a)).

(e) Basta observar que os projectores espectrais de A são univocamente determinados (pela

aĺınea anterior), de modo que a matriz fpAq é univocamente determinada pelas imagens

fp�1q, . . . , fp�rq e pelos projectores espectrais G1, . . . ,Gr.

8.2. Temos ⇢pIn ´ Aq “ 0 † 1, logo

A
´1

“

ÿ

k•0

pIn ´ Aq
k

“

»

—–
1 0 0

0 1 0

0 0 1

fi

�fl `

»

—–
0 2 ´1

0 0 3

0 0 0

fi

�fl `

»

—–
0 0 ´6

0 0 0

0 0 0

fi

�fl “

»

—–
1 2 ´7

0 1 3

0 0 1

fi

�fl .

8.3. A matriz A “

«
´⇡{2 ⇡{2

⇡{2 ´⇡{2

�
tem valores próprios 0 e ´⇡, logo A é diagonalizável e,

portanto, podemos usar o Exerćıcio 8.1:

cospAq “ cosp0qG1 ` cosp´⇡qG2 “ G1 ´ G2
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onde G1 e G2 são os projectores espectrais de A. Pela aĺınea (d) do Exerćıcio 8.1, temos

G1 “
1

⇡
pA ` ⇡I2q “

1

⇡

«
⇡{2 ⇡{2

⇡{2 ⇡{2

�
“

1

2

«
1 1

1 1

�
,

G2 “ ´
1

⇡
A “ ´

1

⇡

«
´⇡{2 ⇡{2

⇡{2 ´⇡{2

�
“

1

2

«
1 ´1

´1 1

�
,

logo

cospAq “
1

2

«
1 1

1 1

�
´

1

2

«
1 ´1

´1 1

�
“

«
0 1

1 0

�
.

8.4. Os valores próprios de A são 0 e ´p↵ ` �q, de modo que A é diagonalizável (porque

↵ ` � ‰ 0) e, portanto, considerando a função z fiÑ etz, z P C, obtemos

etA “ e0G1 ` e´tp↵`�q
G2 “ G1 ` e´tp↵`�q

G2

onde G1 e G2 são os projectores espectrais de A. Pela aĺınea (d) do Exerćıcio 8.1, temos

G1 “
1

↵ ` �
pA ` p↵ ` �qI2q “

1

↵ ` �

«
� �

↵ ↵

�
,

G2 “ ´
1

↵ ` �
A “ ´

1

↵ ` �

«
´↵ �

↵ ´�

�
,

logo

etA “
1

↵ ` �

«
� �

↵ ↵

�
´

e´tp↵`�q

↵ ` �

«
´↵ �

↵ ´�

�

“
1

↵ ` �

ˆ «
�´ �

↵ ↵

�
´ e´tp↵`�q

«
´↵ �

↵ ´�

�˙
.

8.5. Seja A P Cnˆn uma matriz diagonalizável com decomposição espectral A “ �1G1 ` ¨ ¨ ¨ `

�rGr onde �pAq “ t�1, . . . ,�ru e onde G1, . . . ,Gr são os projectores espectrais de A. Então,

cos2pAq ` sen2
pAq “

ÿ

1§i§r

cos2p�iqGi `

ÿ

1§i§r

sen2
p�iqGi

“

ÿ

1§i§r

`
cos2p�iq ` sen2

p�iq
˘
Gi

“

ÿ

1§i§r

Gi “ In.

Por outro lado, suponhamos que a matriz A P Cnˆn não é diagonalizável. Nesta situação,

temos

cospAq “

ÿ

k•0

p´1q
k

p2kq!
A

2k e senpAq “

ÿ

k•0

p´1q
k

p2k ` 1q!
A

2k`1.

Para concluir que cos2pAq ` sen2
pAq “ In, basta notar que cos2pzq ` sen2

pzq “ 1 para qualquer

z P C.
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8.6. (a) Ponhamos Ak “
`
apkq
i,j

˘
para k P N0, de modo que

Fpzq “

»

——–

∞
k•0 a

pkq
1,1z

k
¨ ¨ ¨

∞
k•0 a

pkq
1,2z

k

...
...

∞
k•0 a

pkq
n,1z

k
¨ ¨ ¨

∞
k•0 a

pkq
n,nzk

fi

��fl .

Sendo assim, para quaisquer 1 § i, j § n, a pi, jq-ésima entrada da matriz Fpzq é dada por uma

função Fi,j : B Ñ C que admite o desenvolvimento em série de potências

Fi,jpzq “

ÿ

k•0

apkq
i,j z

k, z P B.

Da Análise Complexa, sabemos que uma função nestas condições é diferenciável com

F
1
i,jpzq “

ÿ

k•1

kapkq
i,j z

k´1, 1 § i, j § n,

e, portanto,

F
1
pzq “

»

——–

F
1
1,1pzq ¨ ¨ ¨ F

1
1,npzq

...
...

F
1
n,1pzq ¨ ¨ ¨ F

1
n,npzq

fi

��fl “

»

——–

∞
k•1 ka

pkq
1,1z

k´1
¨ ¨ ¨

∞
k•1 ka

pkq
1,2z

k´1

...
...

∞
k•1 ka

pk´1q
n,1 zk´1

¨ ¨ ¨
∞

k•1 ka
pkq
n,nzk´1

fi

��fl “

ÿ

k•1

kAkz
k.

Repetindo o processo, conclúımos que Fpzq é indefinidamente diferenciável com

F
ptq

pzq “

ÿ

k•t

kpk ´ 1q ¨ ¨ ¨ pk ´ t ` 1qAkz
k´t

“

ÿ

k•t

k!

pk ´ tq!
Akz

k´t, t P N.

Além disso, para qualquer t P N, temos

Fptqp0q “ t!At ñ At “
1

t!
F

ptq
p0q.

(b) Suponhamos que A P Cnˆn é tal que F
1
pzq “ AFpzq. Então, Fpk`1q

pzq “ AF
pkq

pzq, logo

Fpk ` 1qp0q “ AF
pkq

p0q e, portanto,

Ak`1 “
1

pk ` 1q!
F

pk`1q
p0q “

1

pk ` 1q!
AF

pkq
p0q “

1

k ` 1
AAk, k P N0.

Daqui, resulta que

Ak “
1

k
AAk´1 “

1

kpk ´ 1q
A

2
Ak´2 “ ¨ ¨ ¨ “

1

k!
A

k
A0, k P N,

logo

Fptq “

ÿ

k•0

Akz
k

“

ÿ

k•0

1

k!
A0A

kzk “ A0

ÿ

k•0

1

k!
pzAq

k
“ A0e

zA.

Como se queria.
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8.7. Usando séries de potências, é fácil verificar que
`
ezA

˘1
“ AezA. Por conseguinte, usando

as regras de derivação usuais, obtemos

F
1
pzq “

`
ezpA`Bq˘1

´
`
ezA

˘1
ezB ´ ezA

`
ezB

˘1
“ pA ` BqezpA`Bq

´ AezAezB ´ ezA
`
BezBq.

Como AB “ BA, temos

eAB “

ˆ ÿ

k•0

1

k!
A

k

˙
B “

ÿ

k•0

1

k!
pA

k
Bq “

ÿ

k•0

1

k!
pBA

k
q “ B

ˆ ÿ

k•0

1

k!
A

k

˙
“ BezA

e, portanto,

F
1
pzq “ pA ` BqezpA`Bq

´ AezAezB ´ BezAezB

“ pA ` Bq
`
ezpA`Bq

´ ezAezB
˘

“ pA ` BqFpzq

para qualquer z P C.

Pelo exerćıcio anterior, existe uma matriz C P Cnˆn tal que

Fpzq “ CezpA`Bq, z P C.

Como e0 “ In, conclúımos que

C “ Ce0 “ Ce0¨A
“ Fp0q “ e0 ´ e0e0 “ In ´ In “ 0

e, portanto, Fpzq “ 0. Em particular,

eA`B
“ eA`B

´ eAeB ` eAeB “ Fp1q ` eAeA “ eAeB,

como queŕıamos.

8.8. Por um lado, como Ap´Aq “ p´AqA, o exerćıcio anterior garante que

eAe´A
“ eA´A

“ e0 “ In,

logo eA é invert́ıvel com inversa peAq
´1

“ e´A.

Por outro lado, temos

peAq
˚

“

ˆ ÿ

k•0

1

k!
A

k

˙˚
“

ÿ

k•0

1

k!
pA

k
q

˚
“

ÿ

k•0

1

k!
pA

˚
q
k

“ eA
˚

e, portanto, peAq
˚

“ eA
˚

“ e´A
“ peAq

´1, o que garante que eA é unitária.

8.9. (a) Temos

eP
´1AP

“

ÿ

k•0

1

k!
pP

´1
APq

k
“

ÿ

k•0

1

k!
pP

´1
A

k
Pq “ P

´1

ˆ ÿ

k•0

1

k!
A

k

˙
P “ P

´1eAP;

notemos que, como a correspondência X fiÑ P
´1
XP define uma função cont́ınua de Cnˆn em

Cnˆn, tem de ser

lim
kÑ8

ÿ

0§i§k

1

i!
pP

´1
A

i
Pq “ lim

kÑ8
P

´1

ˆ ÿ

0§i§k

1

i!
A

i

˙
P “ P

´1

ˆ
lim
kÑ8

ÿ

0§i§k

1

i!
A

i

˙
P.
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(b) Pelo teorema da decomposição de Schur, existe uma matriz unitária U P Cnˆn tal que

T “ U
˚
AU é uma matriz triangular superior. Como U é invert́ıvel e U

´1
“ U

˚, a aĺınea

anterior garante que

U
˚eAU “ eU

˚AU
“ eT “

ÿ

k•0

1

k!
T

k.

ComoT é triangular superior, qualquer potência de T também é triangular superior e, portanto,

eT também é triangular superior.

Para terminar, como T “ U
˚
AU “ U

´1
AU, temos �pTq “ �pAq e, portanto, as entradas

da diagonal de T são exactamente os valores próprios �1, . . . ,�n de A. Analogamente, como

eT “ U
˚eAU “ U

´1eAU, as entradas da diagonal de eT são os valores próprios de eA. Pondo

T “

»

————–

�1 ‹ ¨ ¨ ¨ ‹

0 �2 ¨ ¨ ¨ ‹

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ �n

fi

����fl
, temos Tk

“

»

————–

�k
1 ‹ ¨ ¨ ¨ ‹

0 �k
2 ¨ ¨ ¨ ‹

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ �k
n

fi

����fl
para qualquer k P N0, logo

eT “

ÿ

k•0

1

k!
T

k
“

»

————–

∞
k•0

1
k! �

k
1 ‹ ¨ ¨ ¨ ‹

0
∞

k•0
1
k! �

k
2 ¨ ¨ ¨ ‹

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨
∞

k•0
1
k! �

k
n

fi

����fl
“

»

————–

e�1 ‹ ¨ ¨ ¨ ‹

0 e�2 ¨ ¨ ¨ ‹

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ e�n

fi

����fl
.

Em conclusão, os valores próprios de eT e de eA são e�1 , . . . , e�n ; além disso, tem de ser

m.a.pe�iq “ m.a.p�iq para todo 1 § i § n.

(c) Por um lado, temos

detpeAq “ detpU´1eAUq “ detpeTq “ e�1e�2 ¨ ¨ ¨ e�n “ e�1`�2`¨¨¨`�n .

Por outro lado,

trpAq “ trpUTU
´1

q “ trpTU
´1
Uq “ trpTq “ �1 ` �2 ` ¨ ¨ ¨ ` �n

e, portanto, detpeAq “ etrpAq.
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9.1. Seja � P �pAq e seja 0 ‰ v P Cnˆ1 tal que Av “ �v. Então,

0 “ A
k
v “ A

k´1
pAvq “ �Ak´1

v “ �Ak´2
pAvq “ �2

A
k´2

v “ ¨ ¨ ¨ “ �k´1
Av “ �k

v,

logo �k
“ 0 (porque v ‰ 0) e, portanto, � “ 0.

Pelo teorema da decomposição de Schur, existe uma matriz unitária U P Cnˆn tal que T “

U
˚
AA é triangular superior. Como �pTq “ �pAq “ t0u, tem de ser t1,1 “ t2,2 “ ¨ ¨ ¨ “ tn,n “ 0,

logo T é estritamente triangular superior. Sendo assim, existe uma matriz invert́ıvel Q P Cnˆn

tal que

Q
´1
TQ “

»

————–

Jn1p0q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jn2p0q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jnrp0q

fi

����fl

onde n1, . . . , nr P N são tais que n1 • n2 • ¨ ¨ ¨ • nr e n1 ` n2 ` ¨ ¨ ¨ ` nr “ n, pelo que basta

considerar P “ UQ.

9.2. (a) Temos

‚ Vk “ RpA
k
q X N pAq “ Rp0q X N pAq “ t0u X N pAq “ t0u.

‚ V0 “ RpA
0
q X N pAq “ RpInq X N pAq “ Cnˆn

X N pAq “ N pAq.

Por outro lado, se v P RpA
k´1

q, então v “ A
k´1

w para algum w P Cnˆ1, logo

Av “ ApA
k´1

wq “ A
k
w “ 0w “ 0

e, portanto, v P N pAq. Sendo assim, temos RpA
k´1

q Ñ N pAq, o que é equivalente a

Vk´1 “ RpA
k´1

q X N pAq “ RpA
k´1

q.

(b) Seja 1 § i § k e seja v P Vi “ RpA
i
q X N pAq. Como v P RpA

i
q, existe w P Cnˆ1 tal que

v “ A
i
w. Sendo assim, v “ A

i´1
pAwq P RpA

i´1
q e, portanto, v P RpA

i´1
q X N pAq “ Vi´1.

(c) Seja 1 § i § k ´ 1 qualquer. Pelo Teorema 1.4, temos

rpA
i`1

q “ rpAA
i
q “ rpA

i
q ´ dim

`
RpA

i
q X N pAq

˘
“ rpA

i
q ´ dimVi

e, portanto, dimVi “ rpA
i
q ´ rpA

i`1
q.
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9.3. (a) Seja 1 § i § k. Por definição, Sk´1 Y ¨ ¨ ¨ Y Si`1 é uma base de Vi`1 e Sk´1 Y

¨ ¨ ¨ Y Si`1 Y Si é uma base de Vi, logo

#pSiq “ dimVi ´ dimVi`1 “ rpA
i
q ´ rpA

i`1
q ´ rpA

i`1
q ` rpA

i`2
q

“ rpA
i
q ´ 2rpA

i`1
q ` rpA

i`2
q.

(b) Seja 1 § i § k e seja s P Si. Então, s P Vi “ RpA
i
q X N pAq Ñ RpA

i
q e, portanto, existe

v P Cnˆ1 tal que A
i
v “ s.

(c) Sejam 1 § i § k, s P Si e v P Cnˆ1 tal que A
i
v “ s. Sejam ↵1, . . . ,↵i`1 P C tais que

↵1v`↵2Av`¨ ¨ ¨`↵i`1A
i
v “ 0. Como s P Si Ñ Vi Ñ N pAq, temosAi`1

v “ ApA
i
vq “ As “ 0

e, portanto, Ak
v “ 0 para qualquer k • i`1. Sendo assim, uma vez que s ‰ 0 (porque pertence

a uma base), obtemos

$
’’’’’’’’&

’’’’’’’’%

0 “ A
i
`
↵1v ` ↵2Av ` ¨ ¨ ¨ ` ↵i`1A

i
v

˘
“ ↵1s ùñ ↵1 “ 0,

0 “ A
i´1

`
↵1v ` ↵2Av ` ¨ ¨ ¨ ` ↵i`1A

i
v

˘
“ ↵2s ùñ ↵2 “ 0,

. . .

0 “ A
`
↵1v ` ↵2Av ` ¨ ¨ ¨ ` ↵i`1A

i
v

˘
“ ↵is ùñ ↵i “ 0,

0 “ ↵1v ` ↵2Av ` ¨ ¨ ¨ ` ↵i`1A
i

“ ↵i`1s ùñ ↵i`1 “ 0,

provando que Js “ tA
i
v, . . . ,Av,vu é um subconjunto linearmente independente.

Por outro lado, temos

A

”
A

i
v ¨ ¨ ¨ Av v

ı
“

”
0 A

i
v ¨ ¨ ¨ Av

ı
“

”
A

i
v ¨ ¨ ¨ Av v

ı
Ji`1p0q.

(d) Análoga à aĺınea anterior: dada uma combinação linear nula dos vectores de J , multi-

plicamos sucessivamente por potências adequadas de A de forma a reduzir a uma combinação

linear nula de vectores de S para concluir que os escalares respectivos têm de ser nulos (porque

S é linearmente independente). Para justificarmos que é uma base, observamos que qualquer

cadeia constrúıda a partir de um vector s P Si tem i ` 1 vectores, de modo que

ÿ

sPS
#Js “

ÿ

0§i§k´1

ÿ

sPSi

#Js “

ÿ

0§i§k´1

p#Siqpi ` 1q “

ÿ

0§i§k´1

pi ` 1q
`
dimVi ´ dimVi`1

˘

“
`
dimV0 ´ dimV1

˘
` 2

`
dimV1 ´ dimV2

˘
` ¨ ¨ ¨ ` k

`
dimVk´1 ´ dimVk

˘

“ dimV0 ` dimV1 ` ¨ ¨ ¨ ` dimVk´1

“
`
rpA

0
q ´ rpA

1
q
˘

`
`
rpA

1
q ´ rpA

2
q
˘

` ¨ ¨ ¨ `
`
rpA

k´1
q ´ rpA

k
q
˘

“ rpA
0
q ´ rpA

k
q “ rpInq ´ rp0q “ n “ dimCnˆ1.
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(e) A matriz P é invert́ıvel porque as suas colunas formam uma base de Cnˆ1 (pela aĺınea

anterior). Por outro lado, usando a aĺınea (c), obtemos

AP “

”
AJ1 AJ2 ¨ ¨ ¨ AJr

ı
“

”
J1Jm1p0q ¨ ¨ ¨ JrJmrp0q

ı

“ P

»

————–

Jm1p0q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jm2p0q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jmrp0q

fi

����fl

onde mi “ #Ji para qualquer 1 § i § r.

(f) Para justificar que k “ maxtm1, . . . ,mru, basta observar que Jmip0q
mi “ 0 para qualquer

1 § i § k.

Por outro lado, para qualquer 1 § i § k ´ 1, a cardinalidade # t1 § s § r : ms “ iu é igual

ao número de cadeias constrúıdas a partir de um vector de Si e, portanto, existem #Si “

rpA
i
q ´ 2rpA

i`1
q ` rpA

i`2
q cadeias deste tipo.

9.4. Fixemos 1 § i § k e seja B P Cnˆri , onde ri “ rpA
i
q, uma matriz cujas colunas formam

uma base de RpA
i
q. Como as colunas de B formam uma base de RpA

i
q, é claro que RpBq “

RpA
i
q (porque as colunas de B são linearmente independentes, logo dimRpBq “ rpBq “ ri “

dimRpA
i
q). Por outro lado, é claro que Bv1, . . . ,Bvs P RpBq “ RpA

i
q; além disso, como

v1, . . . ,vs P N pABq, temos

ApBviq “ pABqvi “ 0, 1 § i § s.

Sendo assim, Bv1, . . . ,Bvs P RpA
i
q X N pAq. Agora, pondo V “

“
v1 ¨ ¨ ¨ vs

‰
, temos rpVq “ s

(porque as colunas de V são linearmente independentes) e, portanto,

rpBVq “ rpVq ´ dim
`
N pBq X RpVq

˘
“ s

(porque npBq “ ri ´ rpBq “ 0, logo N pBq “ t0u). Como Bv1, . . . ,Bvs são as colunas de BV,

conclúımos que Bv1, . . . ,Bvs são vectores linearmente independentes. Por outro lado, como

tv1, . . . ,vsu é uma base de N pABq, temos

s “ npABq “ ri ´ rpABq “ rpA
i
q ´ rpA

i`1
q “ dimVi

(pelo Exerćıcio 9.2) e, portanto, tBv1, . . . ,Bvsu é uma base de Vi.

9.5. Temos

A
2

“

»

————————–

6 3 3 1 1 2

´6 ´3 ´3 ´1 ´1 ´2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

´6 ´3 ´3 ´1 ´1 ´2

´6 ´3 ´3 ´1 ´1 ´2

fi

��������fl

e A
3

“ 0,
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de modo que A é nilpotente com ı́ndice 3. Temos também rpAq “ 3, rpA
2
q “ 1 e rpA

3
q “ 0.

Pelo Exerćıcio 9.3,

‚ o número de blocos de Jordan de tamanho 3 ˆ 3 é rpA
2
q ´ 2rpA

3
q ` rpA

4
q “ 1,

‚ o número de blocos de Jordan de tamanho 2ˆ 2 é rpAq ´ 2rpA
2
q ` rpA

3
q “ 3´ 2 “ 1,

‚ o número de blocos de Jordan de tamanho 1ˆ1 é rpI6q´2rpAq`rpA
2
q “ 6´6`1 “ 1

(note que A
0

“ I6),

pelo que existe a matriz invert́ıvel P P C6ˆ6 tal que

P
´1
AP “

»

—–
J3p0q 0 0

0 J2p0q 0

0 0 J1p0q

fi

�fl “

»

————————–

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

fi

��������fl

.

Para determinarmos a matriz P, teremos de construir as cadeias de Jordan como indicado nos

exerćıcios anteriores. Em primeiro lugar, consideramos os subespaços vectoriais

V2 “ RpA
2
q X N pAq “ RpA

2
q, V1 “ RpAq X N pAq e V0 “ N pAq,

que formam a cadeia t0u à V2 à V1 à V0. Como rpA
2
q, o subespaço V2 tem dimensão 1 e

podemos escolher a base S2 “ ts1u onde

s1 “

»

————————–

6

´6

0

0

´6

´6

fi

��������fl

.

De seguida, estendemos S1 a uma base de V1, isto é, encontramos S1 tal que S2 X S1 “ H e

S2 Y S1 é base de V1. Para isto, vamos usar o exerćıcio anterior e considerar a matriz

B “

»

————————–

1 1 ´2

3 1 5

´2 ´1 0

2 1 0

´5 ´3 ´1

´3 ´2 ´1

fi

��������fl

P C6ˆ3
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cujas colunas formam uma base de RpAq. Calculamos

AB “

»

————————–

6 3 3

´6 ´3 ´3

0 0 0

0 0 0

´6 ´3 ´3

´6 ´3 ´3

fi

��������fl

(trata-se da matriz que tem as 3 primeiras colunas de A
2) e determinamos uma base para

N pABq: resolvendo o sistema pABqX “ 0, obtemos a base tv1,v2u onde

v1 “

»

—–
´1

2

0

fi

�fl e v2 “

»

—–
´1

0

2

fi

�fl .

O exerćıcio anterior diz-nos que tBv1,Bv2u é uma base de V1: ora temos

Bv1 “

»

————————–

1

´1

0

0

´1

´1

fi

��������fl

e Bv2 “

»

————————–

´5

7

2

´2

3

1

fi

��������fl

.

Substituindo s1 nesta base, obtemos a base ts1, s2u de V1 onde s2 “ Bv2 (deste modo, temos

S1 “ ts2u). Finalmente, estendemos esta base a uma base S “ ts1, s2, s3u de V0 “ N pAq (note

que npAq “ 6 ´ rpAq “ 3). Resolvendo o sistema AX “ 0, obtemos a base tw1,w2,w3u onde

w1 “

»

————————–

2

´4

´1

3

0

0

fi

��������fl

, w2 “

»

————————–

´4

5

2

0

3

0

fi

��������fl

e w3 “

»

————————–

1

´2

´2

0

0

3

fi

��������fl

.

Se considerarmos a matriz
“
s1 s2 w1 w2 w3

‰
e a reduzirmos à forma de escada, conclúımos que

ts1, s2,w1u é base de N pAq, logo podemos escolher s3 “ w1 (de modo que S0 “ ts3u).

Para obtermos a matriz P, constrúımos as cadeias de Jordan com base nos vectores s1, s2 e s3.

Para s1 P S2, determinamos um vector u1 P C6ˆ1 tal que A
2
u1 “ s1; nesta situação, podemos
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escolher

u1 “ e1 “

»

————————–

1

0

0

0

0

0

fi

��������fl

,

de modo que a cadeia que queremos corresponde à matriz

J1 “

”
A

2
e1 Ae1 e1

ı
“

»

————————–

6 1 1

´6 3 0

0 ´2 0

0 2 0

´6 ´5 0

´6 ´3 0

fi

��������fl

.

Para s2 P S1, determinamos um vector u2 P C6ˆ1 tal que Au2 “ s2; nesta situação, podemos

escolher

u2 “

»

————————–

´1

0

2

0

0

0

fi

��������fl

,

de modo que a cadeia que queremos corresponde à matriz

J2 “

”
Au2 u2

ı
“

»

————————–

´5 ´1

7 0

2 2

´2 0

3 0

1 0

fi

��������fl

.

Por fim, para s3 P S2, determinamos um vector u3 P C6ˆ1 tal que A
0
u3 “ s3 e, nesta situação,

escolhemos u3 “ s3, de modo que a cadeia que queremos corresponde à matriz

J3 “

”
s3

ı
“

»

————————–

2

´4

´1

3

0

0

fi

��������fl

.
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Em conclusão,

P “

”
J1 J2 J3

ı
“

»

————————–

6 1 1 ´5 1 2

´6 3 0 7 0 ´4

0 ´2 0 2 2 ´1

0 2 0 ´2 0 3

´6 ´5 0 3 0 0

´6 ´3 0 1 0 0

fi

��������fl

.

9.6. Temos A2
“ 0, logo A é nilpotente com ı́ndice 2. Por conseguinte, o maior bloco de Jordan

é J2p0q. Por outro lado, temos r1 “ rpAq “ 2 e ri “ rpA
i
q “ 0 para qualquer i • 2, de modo

que o número de blocos de tipo 2 ˆ 2 é r1 ´ 2r2 ` r3 “ 2. Sendo assim, a forma canónica de

Jordan de A é

J “

«
J2p0q 0

0 J2p0q

�

e, portanto, existe uma matriz invert́ıvel P´1
AP “ J.

Neste caso, como A
2

“ 0, temos RpAq “ N pAq (isto é, V1 “ V0). Como as duas primeiras

colunas de A são linearmente independentes, podemos tomar S “ ts1, s2u onde

s1 “

»

————–

3

´2

1

´5

fi

����fl
e s2 “

»

————–

3

´1

´1

´4

fi

����fl
.

Se te1, . . . , e4u for a base canónica de C4ˆ1, então Ae1 “ s1 e Ae2 “ s2. Deste modo, pondo

J1 “
“
Ae1 e1

‰
e J2 “

“
Ae2 e2

‰
, obtemos a matriz desejada

P “

”
J1 J2

ı
“

»

————–

3 1 3 0

´2 0 ´1 1

1 0 ´1 0

´5 0 ´4 0

fi

����fl
.

9.7. Temos

r1 “ rpAq “ 4, r2 “ rpA
2
q “ 1 e ri “ rpA

i
q “ 0, i • 3,

de modo que A é nilpotente com ı́ndice 3 (a matriz nula é a única matriz com caracteŕıstica

0). Sendo assim,

#pblocos de tipo 3 ˆ 3q “ r2 ´ 2r3 ` r4 “ 1 ´ 0 ` 0 “ 1,

#pblocos de tipo 2 ˆ 2q “ r1 ´ 2r2 ` r3 “ 4 ´ 2 ` 0 “ 2,

#pblocos de tipo 1 ˆ 1q “ r0 ´ 2r1 ` r2 “ 8 ´ 8 ` 1 “ 1,



Resolução dos exerćıcios – Folha 9 Sol9–8

de modo que a forma canónica de Jordan é (a menos da permutação dos blocos)

J “

»

————–

J3p0q 0 0 0

0 J2p0q 0 0

0 0 J2p0q 0

0 0 0 J1p0q

fi

����fl
“

»

—————————————–

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

fi

�������������fl

.

9.8. Seja P P Cnˆn uma matriz invert́ıvel tal que J “ P
´1
AP está na forma canónica de

Jordan. Sem perda de generalidade podemos supor que J “

«
Jp�q 0

0 J
1

�
onde

Jp�q “

»

————–

Jn1p�q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jn2p�q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jnrp�q

fi

����fl
,

sendo Jn1p�q, . . . ,Jnrp�q todos os blocos de Jordan associados a �, e onde J
1 está na forma

canónica de Jordan e é tal que � R �pJ
1
q (isto é, � não é valor próprio de J

1). Deste modo,

temos

P
´1

pA ´ �InqP “ P
´1
AP ´ �In “

«
Jp0q 0

0 J
1
´ �In´n1

�
,

onde

Jp0q “

»

————–

Jn1p0q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jn2p0q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jnrp0q

fi

����fl

e n1
“ n ´ pn1 ` ¨ ¨ ¨ ` nrq. Mais geralmente, para qualquer m P N, temos

P
´1

pA ´ �Inq
m
P “ pP

´1
AP ´ �Inq

m
“

«
Jp0q

m
0

0 pJ
1
´ �In´n1qm

�
,

onde

Jp0q
m

“

»

————–

Jn1p0q
m

0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jn2p0q
m

¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jnrp0q
m

fi

����fl

e, portanto, k “ maxtn1, . . . , nru. A aĺınea (a) segue-se porque pJ
1
´ �In´n1qm é uma matriz

invert́ıvel para qualquer m P N (caso contrário, 0 seria valor próprio de pJ
1
´ �In´n1qm). Por
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outro lado, a aĺınea (b) é consequência do Exerćıcio 9.3 (porque, para qualquer 1 § i § k, ⌫ip�q

é igual ao número de blocos de Jordan de A ´ �In que estão associados a 0 e têm tamanho

i ˆ i.)

9.9. Considerando a quarta coluna e a quinta linha de A vemos que 2,´1 P �pAq. Temos

r1p2q “ rpA ´ 2I6q “ 4,

r2p2q “ r
`
pA ´ 2I6q

2
˘

“ 3,

r3p2q “ r
`
pA ´ 2I6q

3
˘

“ 2,

r4p2q “ r
`
pA ´ 2I6q

4
˘

“ 2,

de modo que o maior bloco de Jordan é de tipo 3 ˆ 3; além disso,

#pblocos de tipo 3 ˆ 3q “ r2p2q ´ 2r3p2q ` r4p2q “ 3 ´ 4 ` 2 “ 1,

#pblocos de tipo 2 ˆ 2q “ r1p2q ´ 2r2p2q ` r3p2q “ 4 ´ 6 ` 2 “ 0,

#pblocos de tipo 1 ˆ 1q “ r0p2q ´ 2r1p2q ` r2p2q “ 6 ´ 8 ` 3 “ 1,

pelo que a forma canónica de Jordan de A tem os blocos J3p2q e J1p2q.

Por outro lado, temos

r1p´1q “ rpA ` I6q “ 4 e r2p´1q “ r
`
pA ` I6q

2
˘

“ 4,

de modo que o maior bloco de Jordan é de tipo 1 ˆ 1 e, portanto, têm de existir 2 blocos de

Jordan J1p´1q; de facto,

#pblocos de tipo 1 ˆ 1q “ r0p´1q ´ 2r1p´1q ` r2p´1q “ 6 ´ 8 ` 4 “ 2.

Para concluir, como A é de tipo 6 ˆ 6, conclúımos que a forma canónica de Jordan de A tem

de ser

J “

»

————–

J3p2q 0 0 0

0 J1p2q 0 0

0 0 J1p´1q 0

0 0 0 J1p´1q

fi

����fl
“

»

—————————–

2 1 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 ´1 0

0 0 0 0 0 ´1

fi

���������fl

P C6ˆ6.

Daqui, resulta que �pAq “ t´1, 2u com m.a.p2q “ 4, m.g.p2q “ 2 e m.a.p´1q “ m.g.p´1q “ 2;

além disso, o polinómio caracteŕıstico de A é pApxq “ px ` 1q
2
px ´ 2q

4.

9.10. Temos �pAq “ �pJq “ t2, 3, 4u com m.a.p2q “ m.g.p2q “ 2, m.a.p3q “ 2, m.g.p3q “ 1,

m.a.p4q “ 5 e m.g.p4q “ 2; mais, pApxq “ px ´ 2q
2
px ´ 3q

2
px ´ 4q

5 de A.
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9.11. Seja �pAq “ t�1, . . . ,�ru. Para cada 1 § i § r, constrúımos a base Si “ Sp�iq “

ts
piq
1 , . . . , spiq

ni u de N pA´�iInq (de acordo com o processo descrito). Para cada 1 § i § r e cada

1 § j § ni, escolhemos o vector vpiq
j P Cnˆ1 tal que pA´�Inqv

piq
j “ s

piq
j e a matriz Jpiq

j “ Jsjp�iq

(como indicado). A matriz pretendida é

P “

”
J

p1q
1 ¨ ¨ ¨ J

p1q
n1 J

p2q
1 ¨ ¨ ¨ J

p2q
n2 ¨ ¨ ¨ J

prq
1 ¨ ¨ ¨ J

prq
nr

ı
.

[A justificação das afirmações é como no Exerćıcio 9.3.]

9.12. Para A “

»

—–
3 0 1

´4 1 ´2

´4 0 ´1

fi

�fl, temos �pAq “ t1u. Como r1p1q “ rpA ´ I3q “ 1 e r2p1q “

r
`
pA ´ I3q

2
˘

“ 0, a forma canónica de Jordan de A é

J “

«
J2p1q 0

0 J1p1q

�
“

»

—–
1 1 0

0 1 0

0 0 1

fi

�fl .

Neste caso, consideramos V1 “ RpA´ I3q XN pA´ I3q; uma base para este subespaço vectorial

é S1 “ ts1u onde s1 “

»

—–
1

´2

´2

fi

�fl. Por outro lado, determinamos uma base S0 “ ts1, s0u para

V0 “ N pA ´ I3q que contenha o vector s1. Ora, uma base para N pA ´ I3q é tu1,u2u onde

u1 “

»

—–
0

1

0

fi

�fl e u2 “

»

—–
1

0

´2

fi

�fl. Se transformarmos a matriz
“
s1 u1 u2

‰
, obtemos

»

—–
1 0 1

´2 1 0

´2 0 ´2

fi

�fl Ñ

»

—–
1 0 1

0 1 2

0 0 0

fi

�fl ,

de modo que podemos escolher s0 “

»

—–
0

1

0

fi

�fl. Resolvendo o sistema pA ´ I3qX “ s1, obtemos a

solução v1 “

»

—–
0

0

1

fi

�fl, de modo que a matriz que queremos é

P “

”
pA ´ I3qv1 v1 s0

ı
“

”
s1 v1 s0

ı
“

»

—–
1 0 0

´2 0 1

´2 1 0

fi

�fl .
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De facto, tem-se

AP “

»

—–
3 0 1

´4 1 ´2

´4 0 ´1

fi

�fl

»

—–
1 0 0

´2 0 1

´2 1 0

fi

�fl “

»

—–
1 1 0

´2 ´2 1

´2 ´1 0

fi

�fl ,

PJ “

»

—–
1 0 0

´2 0 1

´2 1 0

fi

�fl

»

—–
1 1 0

0 1 0

0 0 1

fi

�fl “

»

—–
1 1 0

´2 ´2 1

´2 ´1 0

fi

�fl .
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10.1. (a) Por indução, prova-se que, para cada m P N0, a matriz Um é combinação linear

das matrizes In,A, . . . ,Am e a matriz A
m é combinação linear das matrizes U0,U1, . . . ,Um;

por outras palavras,

xU0,U1, . . . ,Umy “ xIn,A, . . . ,Am
y , m P N0.

(b) Como A
k

“
∞

1§j§k´1xUj|A
k
yUj, temos

A
k

P xU0,U1, . . . ,Uk´1y “
@
In,A, . . . ,Ak´1

D

e, portanto, existem ↵0,↵1, . . . ,↵k´1 tais que

A
k

“ ↵0In ` ↵1A ` ¨ ¨ ¨ ` ↵k´1A
k´1.

(c) Pondo mpzq “ zk ´ ↵k´1zk´1
´ ¨ ¨ ¨ ´ ↵1z ´ ↵0, temos

mpAq “ A
k

´ ↵k´1A
k´1

´ ¨ ¨ ¨ ´ ↵1A ´ ↵0In “ 0

e, portanto, mApzq é um divisor de mpzq; em particular, temos grpmApzqq § grpmpzqq “ k. Se

fosse grpmApzqq † k, teŕıamos

A
k1

“ ↵1
0In ` ↵1

1A ` ¨ ¨ ¨ ` ↵k1´1A
k1´1

onde ↵1
0,↵

1
1, . . . ,↵

1
k1´1 P C e mApzq “ zk

1
´ ↵k1´1zk

1´1
´ ¨ ¨ ¨ ´ ↵1

1z ´ ↵1
0. Sendo assim,

A
k1

P

A
In,A, . . . ,Ak1´1

E
“ xU0,U1, . . . ,Uk1´1y

e, portanto, existem �0, �1, . . . , �k1´1 P C tais que

A
k1

“ �0U0 ` �1U1 ` ¨ ¨ ¨ ` �k1´1Uk1´1.

Como tU0,U1, . . . ,Uk1´1u é um sistema ortonormado de vectores em Cnˆn, temos

�j “ x�0U0 ` �1U1 ` ¨ ¨ ¨ ` �k1´1Uk1´1|Ujy “ xA
k1´1

|Ujy, 0 § j § k1
´ 1,

pelo que

A
k1

“

ÿ

1§j§k1´1

xUj|A
k
yUj,

o que contradiz a minimalidade de k. Segue-se que grpmApzqq “ k “ grpmpzqq e, portanto,

mApzq “ mpzq (porque mApzq e mpzq são mónicos).

(d) É só aplicar a definição das matrizes U0,U1, . . . ,Uk´1.
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(e) Imediata a partir das aĺıneas anteriores.

10.2. Os valores próprios de A são 1 e 2 com m.a.p1q “ m.g.p1q “ 2 e m.a.p2q “ m.g.p2q “ 1,

de modo que A é diagonalizável. Por conseguinte,

mApzq “ pz ´ 1qpz ´ 2q “ z2 ´ 3z ` 2

(pelo Corolário 17.5).

10.3. Usamos o Exerćıcio 10.1. Temos:

⌫0 “ }I4} “ 2, U0 “
1
2 I4,

r0,1 “ xU0|Ay “ 2,

⌫1 “ }A ´ r0,1U0} “

?

1209, U1 “
1

⌫1
pA ´ r0,1U0q “

1
?

1209
pA ´ I4q

r0,2 “ xU0|A
2
y “ 2, r1,2 “ xU1|A

2
y “ 2

?

1209,

⌫2 “ }A
2

´ r0,2U0 ´ r1,2U1} “ 0.

Assim, A2
´ r0,2U0 ´ r1,2U1 “ 0 e, portanto,

R “

«
2 2

0
?

1209

�
, c “

«
2

2
?

1209

�
e R

´1
c “

«
´1

2

�
.

Por conseguinte,

mApzq “ z2 ´ 2z ` 1 “ pz ´ 1q
2;

deste modo, �pAq “ t1u, m.g.p1q “ 3 e

J “

»

————–

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

fi

����fl
P C4ˆ4

é uma forma canónica de Jordan de A.

10.4. Como pApzq “ pz ´ �q
2
pz ´ µq

4, temos �pAq “ t�, µu com m.a.p�q “ 2 e m.a.pµq “ 4;

além disso, como mApzq “ pz ´ �qpz ´µq
2 o maior bloco de Jordan de A associado a � é J1p�q

e o o maior bloco de Jordan associado a µ é J2pµq. Por conseguinte, uma forma canónica de

Jordan de A é

J “

»

————————–

� 0 0 0 0 0

0 � 0 0 0 0

0 0 µ 0 0 0

0 0 0 µ 0 0

0 0 0 0 µ 1

0 0 0 0 0 µ

fi

��������fl

ou J “

»

————————–

� 0 0 0 0 0

0 � 0 0 0 0

0 0 µ 1 0 0

0 0 0 µ 0 0

0 0 0 0 µ 1

0 0 0 0 0 µ

fi

��������fl

.
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10.5. Sabemos que matrizes semelhantes têm o mesmo polinómio caracteŕıstico (da Álgebra

Linear) e o mesmo polinómio mı́nimo (pelo Corolário 17.2). Pelo exerćıcio anterior, o rećıproco

não é necessariamente verdadeiro.

10.6. Sejam A,B P Cnˆn matrizes não-derrogatórias e suponhamos que mApzq “ mBpzq. Pelo

Teorema 18.2, temos mApzq “ pApzq e mBpzq “ pBpzq; além disso, A é semelhante à matriz

companheira C de pApzq e, analogamente, B é semelhante à matriz companheira C
1 de pBpzq.

Como pApzq “ mApzq “ mBpzq “ pBpzq, conclúımos que C “ C
1 e, portanto, A e B são

semelhantes (porque são semelhantes a uma mesma matriz).

10.7. (a) Temos mApAq “ 0, logo mApAqv “ 0 e, portanto, mApzq é um polinómio an-

ulador de v. Sendo assim, o conjunto tgrp⌫pzqq : 0 ‰ ⌫pzq P Crzs, ⌫pAqv “ 0u tem elemento

mı́nimo, isto é, existe um polinómio não-nulo ⌫pzq P Crzs com grau mı́nimo tal que ⌫pAqv “ 0;

além disso, é claro que podemos escolher ⌫pzq com coeficiente director igual a 1 (de modo que

⌫pzq é mónico).

Suponhamos que ⌫ 1
pzq P Crzs é mónico com grp⌫ 1

pzqq “ grpzq e tal que ⌫ 1
pAqv “ 0. Pelo

algoritmo da divisão, existem qpzq, rpzq P Crzs tais que

⌫ 1
pzq “ qpzq⌫pzq ` rpzq, grprpzqq † grp⌫pzqq.

Então,

0 “ ⌫ 1
pAqv “ qpAq⌫pAqv ` rpAqv “ rpAqv

e, portanto, rpzq “ 0 (por escolha de ⌫pzq). Sendo assim, ⌫ 1
pzq “ qpzq⌫pzq, logo ⌫ 1

pzq “ ⌫pzq

(porque ⌫ 1
pzq e ⌫pzq são mónicos com o mesmo grau).

(b) Sejam �0, �1, . . . , �r P C tais que

mv,Apzq “ �0 ` �1z ` ¨ ¨ ¨ ` �rz
r.

Então,

0 “ mv,ApAqv “ �0v ` �1Av ` ¨ ¨ ¨ ` �rA
r
v

e, portanto, tv,Av, . . . ,Ar
vu são linearmente dependentes. Por escolha de k, conclúımos que

k § r.

Por outro lado, o polinómio ⌫pzq “ ↵0 ` ↵1z ` ¨ ¨ ¨ ` ↵k´1zk´1
` zk verifica ⌫pAqv “ 0, logo

r “ grpmv,Apzqq § grp⌫pzqq “ k. Como ⌫pzq e mv,Apzq são mónicos com o mesmo grau, tem

de ser ⌫pzq “ mv,Apzq.

(c) Seja 1 § i § n. Pelo argumento que usámos na aĺınea (a), verificamos que, se ⌫pzq P Crzs

for tal que ⌫pAqvi “ 0, então ⌫ipzq “ mvi,Apzq será um divisor de ⌫pzq. Em particular, ⌫ipzq é

um divisor de mApzq (porque mApAq “ 0, logo mApAqvi “ 0). Como 1 § i § n é qualquer,

conclúımos que mApzq é um divisor de ⌫pzq “ mmcp⌫1pzq, . . . , ⌫npzqq.
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Por outro lado, seja v P Cnˆ1 e sejam ↵1, . . . ,↵n P C tais que

v “ ↵1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` ↵nvn.

Além disso, para cada 1 § i § n, seja qipzq P Crzs tal que ⌫pzq “ qipzq⌫ipzq, de modo que

⌫pAqvi “ qipAq⌫ipAqvi “ qipAq0 “ 0.

Então,

⌫pAqv “ ↵1⌫pAqv1 ` ¨ ¨ ¨ ` ↵n⌫pAqvn “ 0

e, portanto, ⌫pAq “ 0 (porque v P Cnˆ1 é qualquer). Segue-se que mApzq é um divisor de ⌫pzq,

logo tem de ser mApzq “ ⌫pzq (porque mApzq e ⌫pzq são mónicos).

10.8. Temos

Av “

»

—–
5 1 2

´4 0 ´2

´4 ´1 ´1

fi

�fl

»

—–
´1

1

1

fi

�fl “

»

—–
´2

2

2

fi

�fl “ 2v

e, portanto, mv,Apzq “ z ´ 2.

10.9. Para A “

»

—–
5 1 2

´4 0 ´2

´4 ´1 ´1

fi

�fl, consideramos a base pv1,v2,v3q de C3ˆ1 onde

v1 “

»

—–
´1

1

1

fi

�fl , v2 “

»

—–
1

4

0

fi

�fl e v3 “

»

—–
0

2

1

fi

�fl

(trata-se de uma base de vectores próprios). Temos:

pA ´ 2I3qv1 “ 0 ùñ mv1,Apzq “ z ´ 2,

pA ´ I3qv2 “ 0 ùñ mv2,Apzq “ z ´ 1,

pA ´ I3qv3 “ 0 ùñ mv3,Apzq “ z ´ 1,

de modo que

mApzq “ mmcpz ´ 2, z ´ 1q “ pz ´ 1qpz ´ 2q.

Para A “

»

————–

´7 ´4 8 ´8

´4 ´1 4 ´4

´16 ´8 17 ´16

´6 ´3 6 ´5

fi

����fl
, notamos que 1 P �pAq e que

v1 “

»

————–

1

´2

0

0

fi

����fl
, v2 “

»

————–

0

2

1

0

fi

����fl
e v3 “

»

————–

0

´2

0

1

fi

����fl
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são vectores próprios de A associados a 1.

pA ´ I4qv1 “ 0 ùñ mv1,Apzq “ z ´ 1,

pA ´ I4qv2 “ 0 ùñ mv2,Apzq “ z ´ 1,

pA ´ I4qv3 “ 0 ùñ mv3,Apzq “ z ´ 1.

Consideramos o vector v4 “ e1 “

»

————–

1

0

0

0

fi

����fl
. Temos

Ae1 “

»

————–

´7

´4

´16

´6

fi

����fl
e A

2
e2 “

»

————–

´15

´8

´32

´12

fi

����fl
“ 2

»

————–

´7

´4

´16

´6

fi

����fl
´

»

————–

1

0

0

0

fi

����fl
“ 2Ae1 ´ e1,

de modo que pA
2

´ 2A ` I4qe1 “ 0 e, portanto,

me1,Apzq “ z2 ´ 2z ` 1 “ pz ´ 1q
2.

Como tv1,v2,v3, e1u é uma base de C4ˆ1, conclúımos que

mApzq “ mmcpz ´ 1, pz ´ 1q
2
q “ pz ´ 1q

2.
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11.1. Os valores próprios de A são 2 e 4 com indp2q “ 1 e indp4q “ 2 (o que significa que 1 é o

menor natural k P N tal que r
`
pA ´ 2I3qk

˘
“ r

`
pA ´ 2I3qk`1

˘
e 2 é o menor natural k P N tal

que r
`
pA ´ 4I3q

k
˘

“ r
`
pA ´ 4Inq

k`1
˘
). Por conseguinte, fpAq existe sempre que fp2q, fp4q e

f 1
p4q estejam definidos e, nesta situação,

fpAq “ fp2qG1 ` fp4qG2 ` f 1
p4qpA ´ 4I3qG2

onde G1 e G2 são os projectores espectrais de A associados a 2 e a 4, respectivamente.

Para calcular, G1 e G2, considerando a função constante fpzq “ 1, obtemos

I3 “ fpAq “ G1 ` G2.

Por outro lado, para fpzq “ pz ´ 4q
2, obtemos

pA ´ 4I3q
2

“ fpAq “ 4G1.

Sendo assim,

G1 “
1

4
pA ´ 4I3q

2
“

»

—–
0 0 ´1

0 0 ´2

0 0 1

fi

�fl e G2 “ I3 ´ G1 “

»

—–
1 0 1

0 1 2

0 0 0

fi

�fl .

Em particular, obtemos

?

A “

?

2G1 ` 2G2 `
1

4
pA ´ 4I3qG2 “

1

2

»

—–
5 1 7 ´ 2

?

2

´1 3 5 ´ 4
?

2

0 0 2
?

2

fi

�fl

e

eA “ e2G1 ` e4G2 ` e4pA ´ 4I3qG2 “ e2

»

—–
3e2 2e2 7e2 ´ 1

´2e2 ´e2 ´4e2 ´ 2

0 0 1

fi

�fl .

11.2. Considerando a função polinomial ppx, yq “ x2
` y2 ´ 1, obtemos a função complexa de

variável compleza

hpzq “ ppcospzq, senpzqq “ cos2pzq ` sen2
pzq ´ 1, z P C.

Como hpzq “ 0 para qualquer z P C, temos

hpAq “ 0, A P Cnˆn,

1
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ou seja,

cos2pAq ` sen2
pAq “ 1, A P Cnˆn.

11.3. (a) Para fpzq “ etz, tem-se

etA “ fpAq “

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
pA ´ �iInq

k
Gi

“

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

tket�i

k!
pA ´ �iInq

k
Gi.

(b) Usando a aĺınea anterior, verificamos que

d

dt
etA “ AetA

o que prova que, para qualquer c P Cnˆ1, uptq “ etAc é uma solução da equação diferencial

u
1
ptq “ Auptq, up0q “ c.

Por outro lado, seja vptq uma solução da mesma equação diferencial. Usando a aĺınea (a),

verificamos que Ae´tA
“ e´tA

A e obtemos

d

dt

`
e´tA

vptq
˘

“ ´Ae´tA
vptq ` e´tA

v
1
ptq “ 0.

Por conseguinte, a função t fiÑ e´tA
vptq é constante e, portanto,

e´tA
vptq “ e´0A

vp0q “ e0vp0q “ vp0q “ c

(porque e0 “ In (usando a aĺınea (a)). Como etAe´tA
“ In (de novo usando a aĺınea (a)),

conclúımos que

vptq “ etAc “ uptq.

(c) É só uma forma de reescrever

uptq “ etAc “

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

tket�i

k!
pA ´ �iInq

k
Gic

“

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

tket�i

k!
vkp�iq

onde

vkp�iq “ pA ´ �iInq
k
Gic, 0 § k § ki ´ 1, 1 § i § r.

11.4. Para 1 § i § r, temos

fipAq “

ÿ

1§j§r

ÿ

0§k§kj´1

f pkq
i p�jq

k!
pA ´ �jInq

k
Gj “ fip�iqGi “ Gi;

além disso, sabemos que existe um polinómio pipzq P Crzs tal que fipAq “ pipAq, logo Gi “

pipAq.
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11.5. Para fpzq “ zm, temos

fpAq “

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
pA ´ �iInq

k
Gi

“

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

mpm ´ 1q ¨ ¨ ¨ pm ´ k ` 1q�m´k
i

k!
pA ´ �iInq

k
Gi

“

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

m!

pm ´ kq!k!
�m´k
i pA ´ �iInq

k
Gi

“

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

ˆ
m

k

˙
�m´k
i pA ´ �iInq

k
Gi

11.6. Os valores próprios de A são 1 e 4 com indp1q “ 1 e indp4q “ 2, de modo que

fpAq “ fp1qG1 ` fp4qG2 ` f 1
p4qpA ´ 4I3qG2

onde G1 e G2 são os projectores espectrais de A associados a 1 e 4, respectivamente. Temos

G1 “

»

—–
2 2 2

´1 ´1 ´1

0 0 0

fi

�fl e G2 “ I3 ´ G1 “

»

—–
´1 ´2 ´2

1 0 1

0 0 1

fi

�fl ,

pelo que

4
?

A ´ 1 “ fpAq “

»

—–
´2 ´10 ´11

6 15 10

´1 ´2 4

fi

�fl .

11.7. Sejam �1, . . . ,�r P C tais que �pAq “ t�1, . . . ,�ru e, para cada 1 § i § r, seja ki “

indp�iq. Então,

fpAq “

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
pA ´ �iInq

k
Gi

onde G1, . . . ,Gr P Cnˆn são os projectores espectrais de A associados a �1, . . . ,�r, respectiva-

mente.

Seja 1 § s § r e seja 0 ‰ v P Cnˆ1 tal que Av “ �sv. Usando a Proposição 19.2-(a),

verificamos que

v P N pA ´ �sInq Ñ N
`
pA ´ �sInq

ks
˘

“ RpGsq

e, portanto, existe w P Cnˆ1 tal que v “ Gsw. Como G
2
s “ Gs (pela Proposição 19.2-(b)),

conclúımos que

v “ Gsw “ G
2
sw “ Gsv.
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Por outro lado, escolhendo uma matriz invert́ıvel P P Cnˆntal que J “ P
´1
AP está na forma

canónica de Jordan e pondo

P “

”
X1 X2 ¨ ¨ ¨ Xr

ı
e P

´1
“

»

————–

Y1

Y2
...

Yr

fi

����fl

onde, para cada 1 § i § r, temos Xi P Cnˆmi , Yi P Cmiˆn e mi “ m.a.p�iq, sabemos que

Gi “ XiYi P Cnˆn, 1 § i § r.

Como P
´1
P “ In, para quaisquer 1 § i, j § r, temos

YiXj “

$
&

%
Imi , se i “ j,

0, se i ‰ j,

e, portanto,

GiGj “ XiYiXjYj “

$
&

%
Gi, se i “ j,

0, se i ‰ j.

Em particular, conclúımos que

Giv “ GiGsv “ 0, 1 § i § r, i ‰ s.

Por conseguinte, obtemos

fpAqv “

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
pA ´ �iInq

k
Giv

“

ÿ

0§k§ks´1

f pkq
p�sq

k!
pA ´ �sInq

k
v

“ fp�sqv `

ÿ

1§k§ks´1

f pkq
p�sq

k!
pA ´ �sInq

k
v “ fp�sqv.

Como se queria.

11.8. As matrizes A e A
T são semelhantes (porque têm a mesma forma canónica de Jordan)

e, portanto, têm os mesmos valores próprios; além disso, o ı́ndice de um valor próprio de A

é igual ao ı́ndice do mesmo valor próprio de A
T (pela definição de ı́ndice). Sendo assim, se

�1, . . . ,�r P C forem tais que �pAq “ t�1, . . . ,�ru e se ki “ indp�iq, 1 § i § r, então

fpAq “

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
pA ´ �iInq

k
Gi
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onde G1, . . . ,Gr P Cnˆn são os projectores espectrais de A associados a �1, . . . ,�r, respectiva-

mente, de modo que

fpAq
T

“

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!

`
pA ´ �iInq

k
Gi

˘T
.

Analogamente, temos

fpA
T
q “

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
pA

T
´ �iInq

k
G

1
i

onde G
1
1, . . . ,G

1
r P Cnˆn são os projectores espectrais de A

T associados a �1, . . . ,�r, respecti-

vamente. Usando a definição, não é dif́ıcil verificar que

G
1
i “ G

T
i , 1 § i § r,

de modo que

fpA
T
q “

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
pA

T
´ �iInq

k
G

T
i

“

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!

`
GipA ´ �iInq

k
˘T

“

ˆ ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
GipA ´ �iInq

k

˙T

.

Agora, escolhendo uma matriz invert́ıvel P P Cnˆntal que J “ P
´1
AP está na forma canónica

de Jordan e pondo

P “

”
X1 X2 ¨ ¨ ¨ Xr

ı
e P

´1
“

»

————–

Y1

Y2
...

Yr

fi

����fl

onde, para cada 1 § i § r, temos Xi P Cnˆmi , Yi P Cmiˆn e mi “ m.a.p�iq, obtemos

P
´1
Gi “

»

———————–

0

...

Xi
...

0

fi

�������fl

e GiP “

”
0 ¨ ¨ ¨ Yi ¨ ¨ ¨ 0

ı
, 1 § i § r,

e daqui resulta facilmente que

pA ´ �iInqGi “ GipA ´ �iInq, 1 § i § r
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(considerando a forma canónica de Jordan J). Segue-se que

fpA
T
q “

ˆ ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
GipA ´ �iInq

k

˙T

“

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
pA ´ �iInq

k
Gi

˙T

“ fpAq
T.

Como se queria.

11.9. (a) Consideramos o polinómio ppx, yq “ xy ´ 1, de modo que

ppez, e´z
q “ eze´z

´ 1 “ e0 ´ 1 “ 0, z P C.

Deste modo a função hpzq “ ppez, e´z
q é constantemente igual a 0 e, portanto,

hpAq “ 0, A P Cnˆn,

ou seja,

eAe´A
“ 1, A P Cnˆn.

(b) Análoga a (a), usando o polinómio ppx, yq “ x ´ y e a função hpzq “ ppe↵z, pezq
↵
q.

(c) Análoga a (a), usando o polinómio ppx, yq “ x ´ y e a função hpzq “ ppeiz, cospzq `

i senpzqq.

11.10. Temos pApxq “ x3 e existe 1 “ rpAq ´ 2rpA
2
q ` rpA

3
q blocos de Jordan de tipo 2 ˆ 2

associados a 0 P �pAq, de modo que A é semelhante a J “

»

—–
0 1 0

0 0 0

0 0 0

fi

�fl. Sendo assim, temos

A
2

“ 0 e, portanto, indp0q “ 2. Por conseguinte, há que determinar ↵, � P C, tal que o

polinómio ppzq “ ↵` �z satisfaça pp0q “ fp0q “ 1 e p1
p0q “ f 1

p0q “ 1. Segue-se que ↵ “ � “ 1

e, portanto, ppzq “ 1 ` z satisfaz

eA “ ppAq “ I ` A.

11.11. (a) Para A “

»

—–
´1{2 3{2 ´3{2

1 0 ´1{2

1 ´1 1{2

fi

�fl, temos pApxq “ px ´ 1qpx ´ 1{2q
2, de modo que

⇢pAq “ 1 e 1 é o único valor próprio � P �pAq que satisfaz |�| “ 1; além disso, m.a.p1q “ 1, logo

m.g.p1q “ m.a.p1q. Pelo Teorema 20.2, conclúımos que A é convergente e, pelo Teorema 20.3,

também é somável à Cesàro.

Para A “

»

—–
0 1 0

0 0 1

1 0 0

fi

�fl, temos pApxq “ x3
´ 1 “ px ´ 1qpx ´ p1 `

?

5q{2qpx ´ p1 ´

?

5q{2q, de

modo que ⇢pAq “ 1. Como
ˇ̌
1 ˘

?

5q{2
ˇ̌

“ 1, o Teorema 20.2 garante que A não é convergente.
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No entanto, como m.a.p�q “ 1 para qualquer � P �pAq, temos m.a.p�q “ m.g.p�q para qualquer

� P �pAq e, portanto, A é somável à Cesàro (pelo Teorema 20.3).

Para A “

»

—–
´1 ´2 ´3{2

1 2 1

1 1 3{2

fi

�fl, temos pApxq “ px ´ 1q
2
px ´ 1{2q, de modo que ⇢pAq “ 1. Como

rpA ´ I3q “ 2 e r
`
pA ´ Iq

2
˘

“ r
`
pA ´ Iq

3
˘

“ 1, temos indp1q “ 2, de modo que A não é

convergente, nem é somável à Cesàro.

(b) Para A “

»

—–
´1{2 3{2 ´3{2

1 0 ´1{2

1 ´1 1{2

fi

�fl, temos limkÑ8 A
k

“ G onde G é o projector espectral

de A associado a 1 (pelo Teorema 20.2). Assim,

lim
kÑ8

A
k

“

»

—–
0 1 ´1

0 1 ´1

0 0 0

fi

�fl .

Pelo Teorema 20.3, G é também a soma de Cesàro de A, isto é,

lim
kÑ8

I ` A ` ¨ ¨ ¨ ` A
k´1

k
“ G.

Para A “

»

—–
0 1 0

0 0 1

1 0 0

fi

�fl, temos limkÑ8 I`A`¨¨¨`Ak´1

k “ G onde G é o projector espectral de A

associado a 1 (pelo Teorema 20.3). Assim,

lim
kÑ8

I ` A ` ¨ ¨ ¨ ` A
k´1

k
“

1

3

»

—–
1 1 1

1 1 1

1 1 1

fi

�fl .

11.12. Suponhamos que A P Cnˆn é convergente. Então, verifica-se alguma das condições do

Teorema 20.2 e, portanto, também se verifica alguma das condições do Teorema 20.3. Por

conseguinte, A é somável à Cesàro.
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12.1. Como A P R3ˆ3 é uma matriz positiva, o teorema de Perron garante que as propriedades

seguintes são verdadeiras:

(a) O raio espectral ⇢pAq P R`
0 é estritamente positivo; além disso, ⇢pAq é um valor próprio

de A com m.a.
`
⇢pAq

˘
“ 1 e ⇢pAq é o único valor próprio � P �pAq tal que |�| “ ⇢pAq.

(b) Existe um e um só vector p P R3ˆ1 tal que

p ° 0, Ap “ ⇢pAqp e }p}1 “ 1

e, além disso, qualquer vector próprio v P R3ˆ1 de A com v • 0 é um múltiplo escalar

positivo de p.

(c) Se N “ tv P R3ˆ1 : v • 0, v ‰ 0u, então

⇢pAq “ max
vPN

min
1§i§3
vi‰0

pAvqi

vi
.

Ora, �pAq “ t6, 12u com m.a.p6q “ 2 e m.a.p12q “ 1. É claro que ⇢pAq “ maxt6, 12u logo a

condição (a) é verdedeira. Temos

N pA ´ 12I3q “

$
’&

’%

»

—–
↵

↵

↵

fi

�fl : ↵ P C

,
/.

/-
Ñ C3ˆ1,

de modo que

p “
1

3

»

—–
1

1

1

fi

�fl P R3ˆ1

é o único vector p P R3ˆ1 tal que

p ° 0, Ap “ 12p “ ⇢pAqp “ 12 e }p}1 “ p1 ` p2 ` p3 “ 1.

Assim, (b) é verdadeira: notemos que, se v P R3ˆ1 for um valor próprio de A com v • 0, então

v “ ↵p com ↵ P R`; com efeito,

N pA ´ 6I3q “

$
’&

’%

»

—–
2� ´ 2�

�

�

fi

�fl : �, � P C

,
/.

/-
Ñ C3ˆ1,
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de modo que, se v P N pA ´ 6I3q for não-negativo, então �, � e ´2p� ` �q terão de ser reais

não-negativos, o que só pode acontecer quando v “ 0. Quanto a (c), temos

Av “

»

—–
7v1 ` 2v2 ` 3v3
v1 ` 8v2 ` 3v3
v1 ` 2v2 ` 9v3

fi

�fl

e o valor maxvPN min 1§i§3
vi‰0

pAvqi
vi

é atingido quando v “ p (sendo igual a 12 “ ⇢pAq.

O vector de Perron à direita é p (por definição). Quanto ao vector de Perron à esquerda,

consideramos AT
“

»

—–
7 1 1

2 8 2

3 3 9

fi

�fl (que é também uma matriz positiva). Temos �pA
T
q “ �pAq “

t6, 12u, logo ⇢pA
T
q “ ⇢pAq “ 12. Temos

N pA
T

´ 12I3q “

$
’&

’%

»

—–
↵

2↵

3↵

fi

�fl : ↵ P C

,
/.

/-
Ñ C3ˆ1,

de modo que o vector de Perron de A
T é

q “
1

6

»

—–
1

2

3

fi

�fl

e, portanto, este é o vector de Perron à esquerda de A.

12.2. (a) Suponhamos que ⇢pAq “ max�P�pAq |�| “ 0. Então, |�| “ 0 para qualquer � P

�pAq e, portanto, �pAq “ t0u. Sendo assim, A tem de ser uma matriz nilpotente (basta

considerar uma forma canónica de Jordan de A), logo existe m P N tal que A
m

“ 0. Por

conseguinte, para quaisquer 1 § i, j § n, temos

0 “ pA
m

qi,j “

ÿ

1§i1,...,im´1§n

ai,i1ai1,i2 ¨ ¨ ¨ aim´1,j,

o que não pode acontecer (porque A ° 0).

(b) Óbvia porque ⇢pAq P R`.

(c) Se A ° 0 e u • 0, u ‰ 0, então

pAuqi “

ÿ

1§j§n

ai,juj ° 0, 1 § i § n,

uma vez que existe 1 § j § n tal que uj ° 0.

(d) Se u • v • 0, então u ´ v • 0, logo uj • vj para qualquer 1 § j § n. Se além disso

A • 0, então

pAuqi “

ÿ

1§j§n

ai,juj •

ÿ

1§j§n

ai,jvj “ pAvqi, 1 § i § n.
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(e) Suponhamos que A • 0, u ° 0 e Au “ 0. Então,

0 “ pAuqi “

ÿ

1§j§n

ai,juj, 1 § i § n.

Como todas as parcelas desta soma são não-negativas, tem de ser

ai,juj “ 0, 1 § i, j § n,

logo

ai,j “ 0, 1 § i, j § n,

(porque u ° 0).

(f) Suponhamos queA • 0,A ‰ 0 e u ° v ° 0. Então, u´v ° 0 e, portanto,Apu´vq ° 0

(pela aĺınea (c)). Como Apu ´ vq “ Au ´ Av, conclúımos que Au ° Av.

12.3. Sejam p1,p2 P Rnˆ1 tais que:

‚ Ap1 “ ⇢pAqp1, p1 ° 0 e }p1}1 “ 1,

‚ Ap2 “ ⇢pAqp2, p2 ° 0 e }p2}1 “ 1.

Como m.g.p⇢pAqq “ 1, existe ↵ P R tal que p2 “ ↵p1. Como p1,p2 ° 0, tem de ser ↵ ° 0.

Finalmente, como

1 “ }p2}1 “ }↵p1}1 “ |↵| }p1}1 “ ↵,

conclúımos que p2 “ p1.

Se q1,q2 P Rnˆ1 forem vectores de Perron à esquerda de A, então q1 e q2 são vectores de

Perron de A
T, logo q1 “ q2 (pelo que acabámos de provar).

12.4. Temos �pAq “ t0, 1u, logo ⇢pAq “ 1 é a ráız de Perron de A. O vector de Perron é

p “
1

↵`�

«
�

↵

�
.

12.5. (a) e (b) Temos �pr´1
Aq “ tr´1� : � P �pAqu, logo ⇢pr´1

Aq “ r´1⇢pAq “ 1. Além

disso, pelo teorema de Perron (aplicado a r´1
A ° 0, 1 “ ⇢pr´1

Aq é o único valor próprio

� P �pAq tal que |�| “ 1 e tem-se m.g.p1q “ 1 (logo m.a.p1q “ m.g.p1q). Sendo assim, o

Teorema 20.2 garante que a sucessão
`
pr´1

Aq
k
˘
kPN é convergente com limkÑ8pr´1

Aq
k

“ G

onde G P Cnˆ1 é o projector espectral de r´1
A associado a 1. Notemos que G P Rnˆn porque

pr´1
Aq

k
P Rnˆn para qualquer k P N.

(c) Temos RpGq “ N pr´1
A ´ Inq, logo rpGq “ m.g.p1q “ 1.

12.6. (a) Para cada 1 § j § n, a aresta Ej liga um vértice Pi, 1 § i § m, a um vértice

Pk, 1 § k § m, de modo que a j-ésima coluna de A tem apenas duas entradas não-nulas: 1 na

i-ésima linha e ´1 na k-ésima linha. Sendo assim, a soma das entradas de cada qualquer linha

de A
T (isto é, de qualquer coluna de A) é igual a 0 e, portanto, AT

e “ 0.
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(b) Como e P N pA
T
q, temos npA

T
q • 1, logo rpA

T
q “ m ´ npA

T
q § m ´ 1. Como

rpAq “ rpA
T
q, conclúımos que rpAq § m ´ 1.

(c) Suponhamos que G é conexo, com vista a provar que rpAq “ m ´ 1 (ou, equivalente-

mente, que npA
T
q “ 1). Para isto, basta provar que N pA

T
q “ xey. Seja v P N pA

T
q e, para

quaisquer 1 § i, k § m, consideremos as componentes vi e vk de v e os vértices Pi e Pk de G.

Como G é conexo, existem 1 § i1, . . . , ir § m com i1 “ i, ir “ k e tais que, para qualquer

1 § s § r ´ 1, existe uma aresta Ejs , 1 § js § n, que liga Pis a Pis`1 . Por conseguinte, para

cada 1 § s § r´1, a js-ésima coluna de A tem as entradas ais,js e ais`1,js não nulas (ais,js “ ´1

e ais`1,js “ 1); nesta coluna, todas as outras entradas têm de ser nulas. Como A
T
v “ 0, temos

v
T
A “ pA

T
vq

T
“ 0 e, portanto, se cjs denotar a js-ésima coluna de A, temos vT

cjs “ 0, o que

significa que vis “ vis`1 , Como 1 § s § r ´ 1 é qualquer, conclúımos que

vi “ vi1 “ vi2 “ ¨ ¨ ¨ “ vir “ vk.

Como 1 § i, k § m são arbitrários, tem de ser v “ v1e e, portanto, N pA
T
q “ xey como se

queria.

Reciprocamente, suponhamos que rpAq “ m ´ 1, com vista a provar que G é conexo. Com

vista a absurdo, suponhamos que G não é conexo, de modo que G pode ser decomposto como

união de dois subgrafos G1 e G2. Sem perda de generalidade, podemos admitir que P1, . . . , Pr,

1 § r † m, são os vértices de G1 e que Pr`1, . . . , Pm são os vértices de G2; além disso, podemos

ordenar as arestas de G de forma a que

A “

«
A1 0

0 A2

�

onde A1 é a matriz de incidência de G1 e A2 é a matriz de incidência de G2. Ora, temos

m ´ 1 “ rpAq “ rpA1q ` rpA2q § pr ´ 1q ` pm ´ r ´ 1q “ m ´ 2,

o que não pode acontecer. Sendo assim, G é conexo.

12.7. Trata-se do Lema 24.1.

12.8. Trata-se da Proposição 24.2.

12.9. Usamos o critério de Frobenius.

Para simplificar os cálculos, começamos por definir, para qualquer matriz não-negativa A P

Rnˆn, a matriz �pAq “ rbi,js onde

bi,j “

$
&

%
1, se ai,j ° 0,

0, se ai,j “ 0,
1 § i, j § n;
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notemos que, para quaisquer 1 § i, j § n e qualquer m P N, se tem pA
m

qi,j ° 0 se e só se a

sequência pA
m

qi,j ° 0, de modo que A será primitiva se e só se existir m P N tal que Bm ° 0,

onde

B1 “ �pAq, B2 “ �pB1B1q, B3 “ �pB1B2q, B4 “ �pB1B3q, . . .

No nosso caso particular, temos

B1 “

»

—–
0 1 0

0 0 1

1 1 0

fi

�fl , B2 “

»

—–
0 0 1

1 1 0

0 1 1

fi

�fl , B3 “

»

—–
1 1 0

0 1 1

1 1 1

fi

�fl , B4 “

»

—–
0 1 1

1 1 1

1 1 1

fi

�fl e B5 “

»

—–
1 1 1

1 1 1

1 1 1

fi

�fl

e, portanto, A5
° 0, provando que A é primitiva.

12.10. (a) L é não-negativa porque b1, . . . , bn, s1, . . . , sn ° 0.

O grafo GpLq de L tem n vértices P1, . . . , Pn e, para quaisquer 1 § i, j § n, existe o caminho

‚ P1 Ñ Pj se i “ 1 (porque `1,j “ bj ‰ 0),

‚ Pi Ñ Pi´1 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ Pj se j † i (porque `i,i´1 “ si´1, `i´1,i´2 “ si´2, . . . , `j`1,j “ sj
são não-nulos),

‚ Pi Ñ Pi´1 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ P1 Ñ Pj se i † j (porque `i,i´1 “ si´1, `i´1,i´2 “ si´2, . . . , `1,j “ bj
são não-nulos).

Sendo assim, GpLq é fortemente conexo e, portanto, L é irredut́ıvel.

L é primitiva porque L
n`2

° 0.

(b) fptq “ Lfpt ´ 1q “ L
2
fpt ´ 2q “ ¨ ¨ ¨ “ L

t
fp0q.

(c) Como L é não-negativa e irredut́ıvel, o teorema de Perron-Frobenius garante que r P R`
0

é um valor próprio de L com m.a.prq “ 1 (logo, m.g.p1q “ 1); além disso, existe um e um só

vector p P Rnˆ1 tal que

p ° 0, Lp “ ⇢pLqp e }p}1 “ 1.

Por outro lado, como L é primitiva, r é o único valor próprio � P �pAq tal que |�| “ ⇢pLq “ r.

Como ⇢pr´1
Lq “ 1, podemos usar o Teorema 20.2 para concluir que a sucessão

`
pr´1

Lq
t
˘
tPN é

convergente com

lim
tÑ8

pr´1
Lq

t
“ G

onde G P Rnˆn é o projector espectral de r´1
L associado a 1 P �pr´1

Lq. Sendo assim, temos

lim
tÑ8

1

rt
fptq “ lim

tÑ8
1

rt
L

t
fp0q “ Gfp0q.

Ora, não é dif́ıcil verificar que

G “
1

qTp
pq

T
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(basta usar a definição de projector espectral), de modo que

lim
tÑ8

1

rt
fptq “

1

qTp
pq

T
fp0q “

q
T
fp0q

qTp
p.

Além disso, como } ‹ }1 é uma função cont́ınua, a sucessão
`›› 1

rt fptq
››
1

˘
tPN é convergente com

lim
tÑ8

››››
1

rt
fptq

››››
1

“

›››› lim
tÑ8

1

rt
fptq

››››
1

“

››››
q
T
fp0q

qTp
p

››››
1

“
q
T
fp0q

qTp
}p}1 “

q
T
fp0q

qTp
.

(d) Para qualquer t P N, temos

1

}fptq}1
fptq “

rt

}fptq}1

` 1

rt
fptq

˘
“

1›› 1
rt fptq

››
1

` 1

rt
fptq

˘

e, portanto,

lim
tÑ8

1

}fptq}1
fptq “

1

limtÑ8
›› 1
rt fptq

››
1

`
lim
tÑ8

1

rt
fptq

˘
“

q
T
p

qTfp0q

ˆ
q
T
fp0q

qTp
p

˙
“ p.

12.11. Tal como no Exerćıcio 12.9, consideramos a matriz

B “ �pAq “

»

——————–

0 1 1 0 0

0 0 0 1 0

1 0 0 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 0

fi

������fl
.

Para qualquer n P N, n • 2, temos

�pA
2n

q “

»

——————–

1 0 0 1 0

0 1 1 0 1

0 1 1 0 1

1 0 0 1 0

0 1 1 0 1

fi

������fl
,

de modo que não pode existir m P N tal que A
m

° 0. Pelo critério de Frobenius, A não é

primitiva.

Alternativamente, temos �pAq “ t0,˘2,˘8u, logo ⇢pAq “ 8. A não é primitiva porque 8 não

é o único valor próprio � P �pAq com |�| “ 8.

12.12. (a) Consideramos a norma matricial } ‹ }
1
8 induzida pela norma } ‹ }8 em Cnˆ1.

Temos

}S}
1
8 “ max

1§i§n

ÿ

1§j§n

|si,j| “ max
1§i§n

ÿ

1§j§n

si,j § 1

e, portanto,

⇢pSq § }S}
1
8 § 1.
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(b) Suponhamos que S é irredut́ıvel e seja e “
“
1 1 ¨ ¨ ¨ 1

‰T
P Rnˆ1. Temos

pSeqi “

ÿ

1§j§n

si,j § 1

e, portanto, Se § e. Suponhamos que ⇢pSq “ 1. Como S é irredut́ıvel, também S
T é irredut́ıvel

e, portanto, o teorema de Perron-Frobenius aplica-se a S
T. Em particular, ST tem um vector

de Perron q P Rnˆ1; por definição, temos q ° 0, ST
q “ ⇢pS

T
qq “ ⇢pSqq “ q e }q}1 “ 1. Agora,

temos pS ´ Inqe “ Se ´ e • 0 e, portanto, qT
pS ´ Inqe ° 0. No entanto,

q
T
pS ´ Inq “ q

T
S ´ q

T
“ pS

T
qq

T
´ q

T
“ q

T
´ q

T
“ 0,

uma contradição. Sendo assim, tem de ser ⇢pSq † 1. Como se queria.

12.13. Pelo teorema de Perron-Frobenius, A tem um vector de Perron, isto é, existe um vector

p P Rnˆ1 tal que

p ° 0, Ap “ ⇢pAqp e }p}1 “ 1.

Consideremos a matriz

D “

»

————–

p1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 p2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ pn

fi

����fl

onde p1, . . . , pn P R` são as componentes de p. Seja e “
“
1 1 ¨ ¨ ¨ 1

‰
P Rnˆ1. Temos De “ p,

logo

D
´1
ADe “ D

´1
Ap “ ⇢pAqD

´1
p “ ⇢pAqe.

Sendo assim, temos ÿ

1§j§n

pD
´1
ADqi,j “ ⇢pAq, 1 § i § n,

o que significa que P “ ⇢pAq
´1
D

´1
AD é uma matriz estocástica que verificaD´1

AD “ ⇢pAqP;

notemos que ⇢pAq ° 0 (pelo teorema de Perron-Frobenius).

12.14. Como P • 0 é irredut́ıvel, ⇢pPq “ 1 é tal que m.a.p1q “ m.g.p1q “ 1 e, portanto,

rpP ´ Inq “ n ´ npP ´ Inq “ n ´ m.g.p1q “ n ´ 1.

12.15. Consideramos a matriz A “ P ´ In. Pelo exerćıcio anterior, temos rpAq “ n ´ 1 e,

portanto, A não é invert́ıvel. Considerando a matriz adjunta adjpAq de A, a regra de Laplace

para o determinante garante que

AadjpAq “ detpAqIn “ 0;

além disso, como rpAq “ n ´ 1, tem-se rpadjpAqq “ 1. Como AadjpAq “ 0, o teorema de

Perron-Frobenius garante que qualquer coluna de adjpAq é um múltiplo escalar do vector de
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Perron de P (logo, um múltiplo escalar do vector e “
“
1 1 ¨ ¨ ¨ 1

‰
). Por conseguinte, temos

adjpAq “ ev
T para algum vector v P Rnˆ1. Como adjpAqi,i “ Pi, conclúımos que v “

»

————–

P1

P2
...

Pn

fi

����fl
.

De maneira análoga, a igualdade padjpAqqA “ 0 implica que qualquer linha de adjpAq é um

múltiplo escalar de q
T e, portanto, vT

“ ↵qT para algum ↵ P R. Se ↵ “ 0, então v “ 0 e,

portanto adjpAq “ 0, o que não acontece (porque rpadjpAqq “ 1). Segue-se que v
T
e “ ↵ ‰ 0

e, portanto, q “
1

vTe v, como se queria.


