AULA 4

SUMARIO. Matrizes normais e teorema da decomposicao espectral.

> Dizemos que A € C"*" é uma MATRIZ NORMAL se AA* = A*A. Por exemplo, qualquer

matriz diagonal em C"*" é normal; de facto, se
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for uma matriz diagonal, entao
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TEOREMA 4.1 (Decomposicao espectral). Uma matriz A € C"*" serd normal se e so se existir

uma matriz unitdria U € C™*™ tal que U*AU € uma matriz diagonal.

DEMONSTRAGAO. Em primeiro lugar, seja A € C™*" e suponhamos que existe uma matriz
unitaria U € C™*" tal que D = U*AU ¢ uma matriz diagonal. Como U ¢é unitaria, U é
invertivel e U™! = U*, logo UU* = U*U = I, e, portanto,

UDU* = UUAUU" = A.
Como D ¢ diagonal, temos DD* = D*D, de onde resulta que
AA* = (UDU*)(UDU*)* = UDU*UD*U* = UDD*U* = UD*DU*
= U(UAU)*(U*AU)U* = UUA*UU*AUU* = AA*,
provando que A é normal.

Reciprocamente, suponhamos que A € C™*™ é normal, isto é que AA* = A*A. Para provar a
existéncia da matriz unitaria U, fazemos inducao sobre n. O resultado é trivial quando n = 1;
suponhamos que n > 2. Pelo Teorema 3.3, existe uma matriz unitaria V.e C**" tal que V*AV

¢ uma matriz triangular superior. Notemos que

(VAV*)(VAV*)* = VFAA*V = V*A*AV = (V*AV)(V*A*V)*
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e, portanto, V*AV ¢é uma matriz normal. Ponhamos

viav = [N
0 A,

onde A € C, u e C*" D e Ay e C*x(=1) (notemos que Ay é uma matriz triangular

A u _)\ u_*_—)\u*)\u.
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superior). Entao,
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concluimos que
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Por conseguinte, tem de ser |A|*> + uu* = |\|?, logo uu* = 0. Considerando o produto interno

em C'*" temos
(ufu) = tr(u*u) = tr(uu*) = uu* = 0®
e, portanto, tem de ser u = 0 € C'*". Sendo assim,
ApAf = AJA) + u*u = AjAy,

x(n—1)

provando que Ay € C*—1) ¢ uma matriz normal. Pela hipétese de inducao, existe uma

matrix unitdria U, € CDx(=1 ta] que UiAoUp é uma matriz diagonal. Tal como na

demonstracao do Teorema 3.3, tomamos a matriz unitaria
1 0

U — V = Cnxn
0 U,

e verificamos que
1 o] 1 1 1
AU — 0 veav |t 0. ol[x o o| _[x o
0 Uy 0 U, 0 Ui|l|0 Ap| |0 U 0 UjA,U,
(recorde que u = 0). O resultado segue-se. 0

COROLARIO 4.2. Uma matriz A € C™*™ serd normal se e so se existir uma base ortonormada

{uy,...,u,} de C™*" inteiramente constituida por vectores prdprios de A.

(*)Na segunda igualdade, usamos a propriedade tr(AB) = tr(BA) que é vilida para quaisquer matrizes
A B e km*m,
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DEMONSTRAGAO. Em primeiro lugar, suponhamos que A € C**" é uma matriz normal e seja

U uma matriz unitaria tal que D = U*AU ¢é uma matriz diagonal (a existéncia da matriz U

é garantida pelo Teorema 4.1). Sejam uy, ..., u, € C"*! as colunas de U, de modo que
U= [u1 un];
por defini¢ao, sabemos que {uy,...,u,} é uma base ortonormada de C"*!. Além disso, pelo

Teorema 2.4, U é uma matriz invertivel e U~! = U*, de modo que
AU = (U*)"'D= (U "'D=UD.

Por um lado, temos

AU=|Au - Au,l.
Por outro lado, se {ey, ..., e,} for a base canénica de C"*! e se Ay, ..., \, € C forem as entradas
da diagonal de D, entao
D= [Alel - )\nen] e UD-= [U(Alel) . U(Anen)] |

Como
U()\Zez) = )\z(UeZ) = )\Z‘llz', 1 <1< n,

concluimos que

[Au - Au|=AU=UD = [\ o A,

logo

Aui = /\Z-uz-, 1<i<n.
Como se queria.
Reciprocamente, seja A € C"*™ uma matriz tal que existe uma base ortonormada {uy, ..., u,}
de C™*™ inteiramente constituida por vectores proprios de A. Entao, existem Ai,..., A, € C
tais que

Au,- = /\Z-uz-, 1<i<n.
Por defini¢ao, a matriz

U=[u1 un:|€(cn><n
¢é unitaria e tem-se

AU=[Au o Aw|= v o A,
Tal como acima, temos A\;u; = U(\;e;) para todo 1 < i < n, logo
AU=[U(ver) — UGve)| =U[her -+ Ae,| = UD

onde D = [Alel )\nen]. O resultado segue-se pelo Teorema 4.1, uma vez que D é uma

matriz diagonal e U*AU = U*UD = U~'UD = D. O



