AULA 10

SUMARIO. Férmula de Gelfand para o raio espectral. Localizacao dos valores préprios. Teo-

rema de Gersgorin (primeira parte).

> Comecamos esta aula com a demonstragao de uma consequéncia da Proposicao 9.4.

CoROLARIO 10.1 (Férmula de Gelfand). Seja || * | uma norma matricial em C"*™. Entdo, a
sucessao (X/ HAkH)keN ¢ convergente e tem-se

lim {/JAF] = p(A).

DEMONSTRACAO. Seja ¢ € Rt arbitrario e provemos que existe kg € N tal que, para qualquer
k € N, se tem

bxh — [YTAT - plA)] <e
(esta ¢ precisamente a condigdo para que a sucessao ({/ ||A’“||)kGN seja convergente com limite
p(A)). Para isso, consideramos a matriz A = (p(A) + £)*A. E claro que

o(A) = {(p(A) +e) "N\ Nea(A)},

logo
p(A) = max [(p(A) + )7 = (p(A) + )" max 3] = A

— <1
Aeo(A) Aeo(A) p(A) + ¢

e, portanto, pelo teorema anterior, a sucessao (Ak) é convergente com limy_,., A¥ = 0. Por

keN
conseguinte, existe kg € N tal que, para qualquer k € N,

k>k — |AF| <1
Como A* = (p(A) + ) A¥ concluimos que para qualquer k € N com k > ko, se tem
|A*[ = [[(p(A) + &)*A"| = (p(A) + &)*|A*] < (p(A) + o)*

e, portanto,

VAR < A/ (p(A) + o) = p(A) +e,

ou seja, para qualquer k € N, temos

k=ky = [{/|A* —p(A) <e.

Como se queria. O
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> Dada uma matriz A € C"*", definimos

ri(A) = Z la; ;| 1 <7< n,
1<j#i<n
e 0s DISCOS DE GERSGORIN Gi(A),...,G,(A) < C por

Gi(A) ={2€C: |z —a;;| <mi(A)}, 1<i<n.

TEOREMA 10.2 (Gersgorin). Seja A € C™™ e sejam Gi(A),...,G.(A) < C os discos de
Gersgorin de A. Entdo, 0(A) € Gi(A) U --- U G,(A).

DEMONSTRAGAO. Seja A € o(A), seja 0 # v e C! tal que Av = Av e seja 1 < i < n tal
que

[vi| = max [vx] = |[v]o.
1<k<n
E claro que |vy,| < |v;] para qualquer 1 < k < n e que v; # 0 (porque v # 0). Temos

)\Ui = (AV)l = Z CLZ'JU]‘

1<j<n

e, portanto,

A= aig| [vil = (A= a)vil = | D) i
1<j#i<n
< Z |a; jvj| = Z |aij |vj] < Z |ai | [vi] = ri(A)
1<j#isn 1<j#isn 1<j#i<n

onde 1;(A) = D i, lai |- Como v; # 0, concluimos que A — a;;| < 7;(A) e, portanto,
Ae Gi(A). O

> Para qualquer A € C"*", definimos
G/(A) = GiI(A) U~ U Gu(A).
Analogamente, para qualquer 1 < j < n, definimos

i (A) = Z |ai ;] e Gi(A) ={2€C: |z —aj;| <Ti(A)};

1<i#j<n
além disso, definimos

Ge(A) = Gi(A) U -+ U G (A).
COROLARIO 10.3. Para qualquer A € C™ ", tem-se o(A) < G.(A), de modo que o(A) <
Gr(A) N Ge(A).
DEMONSTRACAO. Basta observar que, para qualquer A € C"*", se tem
o(AT) =o(A) e Go(A)=G/(AT)

(e aplicar o teorema de Gersgorin). 4



