
AULA 10

Sumário. Fórmula de Gelfand para o raio espectral. Localização dos valores próprios. Teo-

rema de Geršgorin (primeira parte).

B Começamos esta aula com a demonstração de uma consequência da Proposição 9.4.

Corolário 10.1 (Fórmula de Gelfand). Seja } ‹ } uma norma matricial em Cnˆn
. Então, a

sucessão
`

k
a

}Ak}
˘
kPN é convergente e tem-se

lim
kÑ8

k
a

}Ak} “ ⇢pAq.

Demonstração. Seja " P R` arbitrário e provemos que existe k0 P N tal que, para qualquer

k P N, se tem

k • k0 ùñ

ˇ̌
k
a

}Ak} ´ ⇢pAq

ˇ̌
† "

(esta é precisamente a condição para que a sucessão
`

k
a

}Ak}
˘
kPN seja convergente com limite

⇢pAq). Para isso, consideramos a matriz Ã “ p⇢pAq ` "q
´1
A. É claro que

�pÃq “
 

p⇢pAq ` "q
´1� : � P �pAq

(
,

logo

⇢pÃq “ max
�P�pAq

ˇ̌
p⇢pAq ` "q

´1�
ˇ̌

“ p⇢pAq ` "q
´1 max

�P�pAq
|�| “

⇢pAq

⇢pAq ` "
† 1

e, portanto, pelo teorema anterior, a sucessão
`
Ã

k
˘
kPN é convergente com limkÑ8 Ã

k
“ 0. Por

conseguinte, existe k0 P N tal que, para qualquer k P N,

k • k0 ùñ }Ã
k
} † 1.

Como Ã
k

“ p⇢pAq ` "q
´k
A

k, conclúımos que para qualquer k P N com k • k0, se tem
››Ak

›› “

››p⇢pAq ` "q
k
Ã

k
›› “ p⇢pAq ` "q

k
››Ãk

›› † p⇢pAq ` "q
k

e, portanto,
k
a

}Ak} †
k
a

p⇢pAq ` "qk “ ⇢pAq ` ",

ou seja, para qualquer k P N, temos

k • k0 ùñ

ˇ̌
k
a

}Ak} ´ ⇢pAq

ˇ̌
† ".

Como se queria. ⇤
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B Dada uma matriz A P Cnˆn, definimos

ripAq “

ÿ

1§j‰i§n

|ai,j|, 1 § i § n,

e os discos de Geršgorin G1pAq, . . . ,GnpAq Ñ C por

GipAq “ tz P C : |z ´ ai,i| § ripAqu , 1 § i § n.

Teorema 10.2 (Geršgorin). Seja A P Cnˆn
e sejam G1pAq, . . . ,GnpAq Ñ C os discos de

Geršgorin de A. Então, �pAq Ñ G1pAq Y ¨ ¨ ¨ Y GnpAq.

Demonstração. Seja � P �pAq, seja 0 ‰ v P Cnˆ1 tal que Av “ �v e seja 1 § i § n tal

que

|vi| “ max
1§k§n

|vk| “ }v}8.

É claro que |vk| § |vi| para qualquer 1 § k § n e que vi ‰ 0 (porque v ‰ 0). Temos

�vi “ pAvqi “

ÿ

1§j§n

ai,jvj

e, portanto,

|� ´ ai,i| |vi| “ |p� ´ ai,iqvi| “

ˇ̌
ˇ̌

ÿ

1§j‰i§n

ai,jvj

ˇ̌
ˇ̌

§

ÿ

1§j‰i§n

|ai,jvj| “

ÿ

1§j‰i§n

|ai,j |vj| §

ÿ

1§j‰i§n

|ai,j| |vi| “ ripAq

onde ripAq “
∞

1§j‰i§n |ai,j|. Como vi ‰ 0, conclúımos que |� ´ ai,i| § ripAq e, portanto,

� P GipAq. ⇤

B Para qualquer A P Cnˆn, definimos

GrpAq “ G1pAq Y ¨ ¨ ¨ Y GnpAq.

Analogamente, para qualquer 1 § j § n, definimos

r1
jpAq “

ÿ

1§i‰j§n

|ai,j| e G 1
jpAq “ tz P C : |z ´ aj,j| § r1

ipAqu ;

além disso, definimos

GcpAq “ G 1
1pAq Y ¨ ¨ ¨ Y G 1

npAq.

Corolário 10.3. Para qualquer A P Cnˆn
, tem-se �pAq Ñ GcpAq, de modo que �pAq Ñ

GrpAq X GcpAq.

Demonstração. Basta observar que, para qualquer A P Cnˆn, se tem

�pA
T
q “ �pAq e GcpAq “ GrpA

T
q

(e aplicar o teorema de Geršgorin). ⇤


