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1.3 O Método Variacional

O Método Variacional
A equagao de Schrodinger independente do tempo é uma equagdo de valores préprios

(D) = & |b)

H é um operador Hermiteano denominado Hamiltoneano
|®) é a fungdo de onda (vectores préprios)
& é a energia (valores préprios)

| \

Notacdo
|P) - fungéo de onda exacta £ - energia exacta
|W) - funcdo de onda aproximada E - energia aproximada
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1.3 O Método Variacional

O Método Variacional
Dado um operador H, existe um conjunto infinito de solucdes exactas

H|Po) =& [Pa), a=0,1,---
onde § <& < <E, < ---

Como H é Hermiteano, os valores préprios sdo reais e as fun¢des préprias sdo
ortonormais, podemos escrever

multiplicando (®g| por H [Pn) = E4 [Pa)
(O] H [Pa) = Ea (P5|Pa) (1)
(®s|H |Pa) = Eadagp
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1.3 O Método Variacional

O Método Variacional
Se as funcgdes préprias de H formam um conjunto completo, qualquer funcao teste ¢
(que cumpra as condi¢des fronteira de {|®,)}) pode ser escrita como combinag3o linear

de {|®Pq)}:

Ca

o7) = Z|¢ ca_Z|<b (Dn|®T)
- ()

(&3

(¢7] = ZC (Pal = Z(%I%)(%I

C
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1.3 O Método Variacional

1.3.1 O Principio Variacional

O Método Variacional: O Principio Variacional

Dada uma fungio de onda teste 1 normalizada ((®1|® 1) = 1) que satisfaca as
condicbes fronteira apropriadas, o valor esperado do Hamiltoneano é um limite superior
para a energia exacta do estado fundamental

(Or|H|®T) = E = & (3)

Eo n3o pode ser menor que, &! Se Eg = & entdo ¢ é a funcdo de onda exacta!
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1.3 O Método Variacional

1.3.1 O Principio Variacional

Principio Variacional: Demonstragdo ((®1|H|®7) = Eo > &) - 1/3

Usando a condigdo de normalizagdo (®7|® 1) =1 e a relagdo de fecho Y |P,) (Po]| =1

(P7]P7) =1=(P71[1d7) =
ZZ (P7|®a) (Pa|®g) (Pp|PT) =

ZZ (O7[Pa) o (Pp|PT) = Z<¢T1¢a><¢a\¢T>= (4)

Zc;;ca =Sl = 1 @l P
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1.3 O Método Variacional

1.3.1 O Principio Variacional

Principio Variacional: Demonstragdo ((®1|H|®7) = Eo > &) - 2/3

Agora, tendo em conta que esperado da energia é (®7|H |[P7) = Eo

(O7|H[PT) = (®7|1HL[®T) =
Es0ap

SN (r[a) [0l H[05) (]07) = (5)
a B

D Ea(O7[04) (Dal®T) Zs | (®a]®7) |7
(0%
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1.3 O Método Variacional

1.3.1 O Principio Variacional

Principio Variacional: Demonstra¢do ((®7|H|®7) = Ey > &) - 3/3

Finalmente, como &, > &

1
—_——

(O7[H|PT) =D Eal (Pal®T) [P 2D &l (PalPT) P =E0 D (Pal®r) = (6)

[e%

(dDT|?{|dDT> > &
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1.3 O Método Variacional

1.3.1 O Principio Variacional

Principio Variacional

A qualidade da funcdo de onda é a sua energial Quanto mais baixa a energia, melhor a
funcao de onda!

Dada uma fungdo de onda teste |®7) normalizada que depende de certos pardmetros,
podemos variar esses parametros até que o valor esperado da energia atinja um minimo.

O valor minimo de (®7|H|P7) = Ey > & constitui uma estimativa variacional da
energia exacta do estado fundamental
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1.3 O Método Variacional

1.3.1 O Principio Variacional

E4.1 A equagdo de Schrodinger (em u.a.) de um electrdo movendo-se numa dimensao
sob a influéncia do potential, —d(x) é dada por

(=352 — () [o7) =€ [o7)

2 ~ Ve n . .
Usando [®7) = Ne™®*" como fung¢do de onda teste (« é um pardmtero variational),
verifique que —7 ! é o limite superior da energia do estado fundamental. Compare esse
valor com o valor exacto (—0.5).

—ax? 2m)! 71/2
ffooo x2Me—ox® dfy — 722(", Zl)amﬂ/z J a(x)d(x) dx = a(0)
%(e‘axz) = —2axe*’ %(Xe_axz) = e=°(1 — 2ax?)
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1.3 O Método Variacional

1.3.2 Principio Variacional Linear

Principio Variacional Linear: Fun¢des base

Em geral, uma fung3o teste |® 1) é demasiado complexa e ndo existe uma forma simples
de determinar os valores dos parametros para os quais (®7|H|® 1) é minimo! Como
ultrapassar isto?

Considerar apenas variacGes lineares da fungdo teste:

N

D7) = ci|v;) (M)

i=1

onde {|W;)} é um conjunto fixo de N funcGes base
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1.3 O Método Variacional

1.3.2 Principio Variacional Linear

Problema variacional linear usando funcdes base

Consideremos H |®7) = E |[®7) em que |®7) = > ¢ |V;). O conjunto de fun¢des base é

i=1
ortonormal ((V;|W;) = ;)

N N
H|Or) =E|Pr)=HY GV)=E> ¢|V) (8)
j=1 j=1
multiplicando o lado esquerdo por (V]
N N N N
(Wil HY GlW) = (WIED W) =D (WilH|V) =E) q(Wilv) (9)
j=1 j=1 j=1 j=1
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1.3 O Método Variacional

1.3.2 Principio Variacional Linear

Problema variacional linear usando funcdes base

N My N %
TG WiHI) = ED o (W)

j=1 j=1

N

N
Z CjH,'j = EZ Cj(s,'j
Jj=1 J

1

N
Z CJ'H,'J' = EC,'
j=1

Hc = Ec

(10)

reduzimos ao problema de diagonalizacao de uma matriz!

14/33



1.3 O Método Variacional

1.3.2 Principio Variacional Linear

Problema variacional linear usando funcdes base

N
Z ¢jHjj = Ecj ou Hc = Ec (11)
j=1

H é a matrix representacdo do Hamiltoneano na base {|W;)}. Podemos resolver a
equacdo obtendo N vectores proprios c® com valores préprios £E¢

H11 °o0o0 HlN Cla Cf‘
= E, (12)
HNl HNN C,c\yl CK‘I
N
com (c*){(c) = . c'c]’ = dag
i=1
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1.3 O Método Variacional

1.3.2 Principio Variacional Linear

Problema variacional linear usando funcdes base

N
Z ¢jHjj = Ecj ou Hc® = Ec®
j=1

Introduzindo a matriz diagonal E contendo os valores préprios E, e a matriz de vectores
préprios C = U = (c?- - > 1)

H].l coo HlN Cf‘:O coo C{’E_l Cf‘zo coo C{’E_l EO coo 0
. : = S . T (13)
Hyi o oo+ Hww] [eg=® - et =0 o et L0 Eng
HC = CE
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1.3 O Método Variacional

1.3.2 Principio Variacional Linear

Problema variacional linear usando funcdes base

HC = CE

em vez de encontrarmos apenas uma solugdo para a funcio de onda teste, encontramos
N fun¢des de onda teste (N solugdes)

N N
P7a) =D ¢ W) =) Cal|V¥i) coma=0,1,2,...,N—1 (14)
i=1 i=1

Cujas solugdes sdo ortonormais

N N N
(O7.al®T ) =Y el (Wiw) =3 cfcldy = cc) = dag (15)
ij ij i
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1.3 O Método Variacional

1.3.2 Principio Variacional Linear

Problema variacional linear usando funcdes base

HC = CE

N N

P7a) =D W) =) Cal¥j) coma=0,1,2,...,N—1
i=1 i=1

O valor esperado Eg = (P71 o|H|P71,0) > o € 0 limite superior da energia (a nossa melhor

estimativa) do estado fundamental no espa¢o das fun¢des base. Qual é o significado dos
restantes valores E,?

S&o os limites superiores do primeiro estado excitado, do segundo estado excitado, etc ...

E.>& coma=1,2,---
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

O Problema Electrénico

A equacdo de Schrodinger ndo
relativistica e independente do
tempo

H|dr) = E|dT)

H é o operador Hamiltoneano
para um sistema de nicleos e

electroes descritos por vectores
posicao Rae 7

\

fiA

Rag = Ra— Rz Ra

i,j = electrdes

A, B = niicleos
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

O Problema Electrénico

A equacdo de Schrodinger n3o relativistica e independente do tempo
Hl|br)=E|PT)

H é o operador Hamiltoneano (em unidades atémicas):

N M N M N N M M
1 1 Za 1 VHVA:
H==3 5Vi=D omVa=2 0 =+ > —+> ) % (16)
N im1A=1 A oy i Y AmiB>A TAB
Relec Rnuc 0;1:‘:7 nuc Aerfepc_ elec U;ff:__i nuc

com Za = nimero atémico; My = %; V2 = operador Laplaciano
e
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

O Problema Electrénico

V2 = operador Laplaciano

em coordenadas cartesianas
2 a2 o2
2 0c 0° 0
Ox2 Qy? 0z2

coordenadas esféricas

, 02201
= 9rrors
1 9?2 1 0 .. 0
= 20052 snoo0° ™ g
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.1 Unidades Atémicas

Conversdo de unidades Sl para unidades atémicas

Em unidades S, a equagdo de Schrodinger para o dtomo de H é dada por

2
[— n v? ze ]¢:8¢ com Z=1,r=rah=h/2r

2me 4megr

se transformarmos x, y,z em Ax’, \y’, Az em que \ é um pardmetro indeterminado

H? H? H?
2 _ 2v2 2
V= OHN2x"2 8/\2y’2 ON2 212 S AV =V
r— (A2X/2 + )\2}//2 + )\22/2)1/2 o= )\r/
h 17) Ze? N,
2me>\2v 4reg\r’! ¢ ==t9

(19)

(21)
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.1 Unidades Atomicas

Conversao de unidades S| para unidades atémicas

h 7) e? / /
_ _ — &
[ 2meA? AmegAr’ ¢ ¢
Agora, vamos escolher o pardmetro \ tal que
A 2
S (22)

2meA2  AmegAr!

onde &, é a unidade atémica de energia chamada Hartree. Resolvendo agora em ordem a

A
4megh?

mee?

onde ap é a unidade atémica de de comprimento chamada de Bohr (raio de Bohr).
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.1 Unidades Atomicas

Conversao de unidades S| para unidades atémicas

&, é a unidade atédmica de energia (Hartree)
ap é a unidade atémica de de comprimento (Bohr)

Se fizermos &' = £ /&,

1 1
[—2V’2 — ] ¢ = E'¢' equacdo de Schrédinger para o dtomo de H (u.a.) (24)
r

A solug3o exacta desta equagdo para o atomo de hidrogénio da um valor de -0.5 Hartree
v
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.1 Unidades Atomicas

Conversao de unidades S| para unidades atémicas

Quantidade Fisica

Factor de Conversao X

Valor de X (SI)

Comprimento

a0 5.2918 x 107 11m
Massa me 9.1095 x 103 kg
Carga e 1.6022 x 10719 C
Energia &, 4.3598 x 10718 J
Momento angular h 1.0546 x 10734 J s
moment dipolar eap 8.4784 x 10739 Cm
polarizabilidade electrénica e?agsst 1.6488 x 1074 C?m2J~!
Campo eléctrico N 5.1423 x 1011V m~1!
Fun¢do de onda ag /2 2.5978 x 10° m—3/2
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.1 Unidades Atomicas

Conversdo de unidades S| para unidades atémicas

Outros factores de convers3o lteis que ndo Sl

Quantidade Fisica Factor de Conversao X Valor de X
Comprimento ao 0.52918A
Energia £z 627.51 kcal mol~!
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.2 Aproximacao de Born-Oppenheimer

Uma aproximagao central para a quimica computacional

Max Born 1882-1970 (Fonte: wikipedia) J. Robert Oppenheimer 1904-1967 (Fonte:
wikipedia)

27/33



1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.2 Aproximacao de Born-Oppenheimer

Uma aproximagao central para a quimica computacional

Como os niicleos s3o muito mais pesados que os electroes, movem-se mais lentamente.

Podemos entdo considerar que os electrdoes movem-se num campo fixo dos ntcleos.
Ent3o, aplicando a aproximagdo de BO:

N 1 M 1 N M Z N N 1 M M Z Z
==Y -vi- 7 — = = ACE 25
D Vi g VAT D D) R (25)
i=1 A=1 i=1 A=1 i=1 j>i A=1 B>A
—_———
Relec Ruc=0 e orep oree. =constante

elec — nuc elec — elec nuc— nuc

podemos ent3o definir um Hamiltoneano electréonico que descreve o movimento dos
electroes no campo dos niicleos:

elec - Z v2 Z Z ria

I
1 A=1 i=1 j>i u

Z Z = (26)
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.2 Aproximacao de Born-Oppenheimer

O Hamiltoneano electrénico

E podemos escrever a Schrodinger envolvendo o Hamiltoneano electrénico:

H elec ¢ elec — & elec ¢ elec

em que Pgjec = d>e,ec({r7}; {Ra}), isto &, a funco de onda electrénica tem uma
dependéncia explicita de r; e uma dependéncia paramétrica de RHA

Para obtermos a energia total, ndo podemos esquecer de somar a contribuicdo do
potencial de repulsdo nuclear que é constante de acordo com a aproximacdo BO:

gtot elec + Z Z ZAZB

R
A—1B>A AB

(27)

(28)
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1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.2 Aproximacao de Born-Oppenheimer

O Hamiltoneano Nuclear

Como escrever equacdo de Schrodinger para os nicleos? Os electrdes movem-se muito
mais depressa do que os ntcleos, entdo, é uma aproximacao razodvel substituir as
coordenadas electrdnicas por os seus valores médios: Hamiltoneano Nuclear para o
movimento dos electroes no campo médio dos electroes:

Mo g2 N2 N M NN MM S
_ y _ vi Za 1 2 ZB
RS WO N9 I D AT B
A—1 =] i—1 A—1 =1 j>i A=1 B>A
[V MM
VA = ZAZB
nucl — — elec 29
Hnuel 2MA+5/ t({RA})+ZZ Ras (29)
A—1 A=1 B>A
M 2
\V4 -
Hovel = — L+ Eror({Ra})
o 2May

30/33



1.4 Funcbes de Onda e Operadores de Sistemas Multi-electrénicos

1.4.2 Aproximacao de Born-Oppenheimer

O Hamiltoneano Nuclear

A energia total &;o: € um potential para o movimento nuclear. Os niicleos, dentro da
aproximacdo BO movem-se numa superficie de energia potential obtida pela resolucio
equagdo de Schrodinger electrénica

Equacdo de Schrodinger nuclear
7'[nuc(Dnuc = gcbnuc (30)

A aproximagdo Born-Oppenheimer resulta na separagio da fungdo de onda molecular ¢
em:

O({ri}: {Ra}) = Perec({ri}: {RA})Pruct({Ra}) (31)
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