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Porque estudar oscilacoes?

® Oscilagbes estao presentes em
praticamente todos os ramos
da Fisica e da Tecnologia.

M%/%M

Oscilagdes em Ondas sismicas
estruturas

® S3o essenciais para compreender
fenémenos naturais e para
projetar dispositivos.

m Permitem descrever sistemas que
armazenam e transferem energia
de forma eficiente.

m Constituem a base para o estudo
de ondas, vibracdes e muitos
outros fenédmenos.

Oscilagdes em Membrana de um Oscilador elétrico
astrofisica altifalante

® Um dos modelos mais simples
e fundamentais é o oscilador
harménico.



Equilibrio e perturbacao

Posicao de equilibrio e afastamento

(a) Equilibrio Forga resultante

® Todo o sistema oscilatério possui P
uma posicao de equilibrio. W (F=0)

® Nesta posicao, a forca resultante '

x=0
sobre o sistema é nula. P
(b) Afastamento para a direita

®m Se o sistema for afastado dessa :
i e -« m
posicdo e depois libertado, :
ele comeca a oscilar. : i

m O afastamento em relagcdo ao

- = (c) Afastamento para a esquerda
equilibrio chama-se perturbacao g
ou deslocamento. N

® \amos descrever este movimento :
: — X - > X
e as suas propriedades.




Forca restauradora

O que faz o sistema regressar ao equilibrio
A forca restauradora aponta sempre

m Quando o sistema é afastado da posicido no sentido oposto ao afastamento
de equilibrio, surge uma forca resultante e tende a anular a perturbacao.
que atua sobre ele.
Equilibrio
m Essa forca tem sempre direcéo tal que (x = 0)
empurra o sistema de volta para o equilibrio. 30 i x>0
|
m Designa-se por forca restauradora ou i
forca de restituicao. l m |—
m Sem esta forga, o sistema nao oscilaria: Ry
permaneceria na nova posicao. = positiva

=
Fp para a direita r bara a esquerda

x>0)

i

|

|

|
m A forca restauradora é a origem do (x < 0) f
movimento oscilatério.

> X



O sistema massa-

mola

Modelo fisico fundamental

m O sistema massa—-mola é o
modelo mais simples de um
oscilador.

® Uma massa m estd ligada a
uma mola de constante elastica k.

B A massa move-se numa linha
horizontal sem atrito.

®m A mola estd fixa a uma parede
rigida e idealmente sem massa.

m Quando a massa é afastada da
posicdo de equilibrio e libertada,
o sistema oscila harmonicamente.

Posicao de equilibrio

x=0)

Mola de constante k

1 1 x
T T
~A 0  +A Diesgio
positiva
Extensdo maxima Extensao maxima

a esquerda a direita

A é a amplitude da oscilacao



Lei de Hooke

Forca restauradora proporcional ao deslocamento Posico de equilibrio

= A mola exerce sobre a massa
uma forca proporcional ao
seu afastamento do equilibrio.

B Seja x o deslocamento da massa

a partir do equilibrio
(positivo para a direita).

® A forca restauradora é dada por:

—

F, = — kx @,

m Lk é a constante elastica da mola
(N/m = kg/s?).

® O sinal negativo indica que a forca

tem sempre direcdo oposta
ao deslocamento.

(x=0)

I » X

—X 0 +x Diregdo
positiva

A forca aponta A forca aponta
para a esquerda para a direita



Equacao do movimento

Aplicacao da segunda lei de Newton

= Sistema massa—mola sem atrito
ao longo do eixo x.

m Deslocamento da massa:

x(t) a partir do equilibrio (x = 0).

= Forga restauradora (lei de Hooke):

—

Fp=—kxam,

= Segunda lei de Newton:

— -
ma=1F,=—-—kxu,

Posic3o de equilibrio (x = 0)

|
| | l > X
T I 1 -
-X 0 +Xx Diregio
positiva
Desenvolvendo:
mx=—-—kx —>  Dividindo por m :
k k
X=——x => Definindo 0> = — :
m m

Equacdo do movimento
do oscilador harménico



Solucao do movimento

Forma sinusoidal da oscilacao

m A equagdo do movimento do oscilador
harménico simples é:

¥+ wrx =190
® A sua solucao geral é uma funcao sinusoidal:
x(t) = A cos(wt + ¢)
ou, equivalentemente,
x(t) = Asin(wt + ¢')

m onde:
- A é a amplitude da oscilagdo (A4 > 0);

- w= ‘/% ¢é a frequéncia angular prépria;
— ( é afase inicial (rad).

m A solugdo descreve um movimento periddico
que se repete de forma continua no tempo.

Deslocamento em funcao do tempo

e periodo da oscilagado
w

Caracteristicas da solucao

m  x(¢) é uma funcdo sinusoidal do tempo.

® O movimento é limitado entre —A4 e +A4.

m A forma da oscilagdo depende apenas de 4, w e .

® A energia mecanica total permanece constante.



Amplitude e fase

Significado fisico dos parametros  Efeito da fase
Deslocamento x(t) para diferentes valores de ¢

= Amplitude A4
— Caracteriza a escala do movimento.

— Quanto maior for A, maior é o
afastamento maximo da posicido
de equilibrio.

— Tem unidades de comprimento (m).

= Fase @
— Determina o estado inicial do oscilador ~ Condic6es iniciais e determinacao de A e ¢
(posicdo e velocidade no instante inicial). Dados x(0) = x, e (0) = vy, entio

— Valores diferentes de ¢ correspondem 5 Vo )2
i xo = A cos A= yxg+{—
a0 mesmo movimento com um 0 % = w
desfasamento temporal. vy = —Awsin ¢ Sl tanfl(— Vo )
— Tem unidades de radianos (rad). wxXo



Periodo e frequéncia - descricao temporal da oscilacao

Movimento periddico Deslocamento em funcao do tempo
= O movimento harménico simples é periédico:
repete-se de forma idéntica ao longo do tempo.

Um periodo T’

= A solucéo geral é D e e =
x(t) = Acos(wt + @) \ /\ /‘\

T 0 T T g T T T T T
PefIOdO b T/4\ T/2 /3T/4 T S5T/\ 3T/2 /3T/2 2T
m  E o intervalo de tempo necessario para que
o sistema complete uma oscilagao. | S e e e

m  Apds um periodo T, o estado do sistema repete-se:
20 4= T) = 2{¥)
®  Da expressdo da solugao:
cos|w(t + T) + @] = cos(wt + )

Frequéncia angular w
m  Relaciona o periodo T com a frequéncia angular:

2
wl =21 — T =— _27[_2
T s e 5 nf
Frequéncia f
= Numero de oscilagdes completas por unidade de tempo:  m  Tem unidade SI: rad s~! (radianos por segundo).
f = 1 A ®  Quanto maior w, mais rapida é a oscilacao.
T 2

Unidade SI: hertz (Hz) 1Hz=1s""



Frequéncia angular

Relacao entre f e w Interpretacao temporal

m  No movimento harmoénico simples,

o deslocamento é dado por Um periodo T ol
x(t) = Acos(wt + ¢) /\ 777777 /\
m A funcdo trigonométrica completa um ciclo t > 1
quando o seu argumento aumenta de 27: L 5T/4 Sl 2F
ot +T)+p=wt+¢+21 B! it i s e SR i e s
= Dairesulta 2 Em cada intervalo de duraciio T, ocorre uma
wl =2 = T = e oscilagdo completa.
= A frequéncia f é o nimero de ciclos Quanto maior w, mais rapida é a oscilagao.
por unidade de tempo: .
- 2 Unidades
T m  Frequéncia angular w: rad s~ (radianos por segundo).
m Substituindo 7', obtemos m Frequéncia f: hertz (Hz) = s~'.

w = 27'L'f m 1 Hz = 1 ciclo por segundo.



Velocidade no movimento harmonico

Derivada temporal do deslocamento Deslocamento e velocidade em fun¢ao do tempo

m A velocidade é a derivada temporal x, v — x() = ACOS(@‘+¢)
do deslocamento: 4 —== v(f) = —Awsin(wt +¢)

P — dx(t)

®m Derivando x(¢) = A cos(wt + @), obtemos

v(t) = —Aw sin(wt + @)

0 T4 TP 3T/ T STA 3T2 2T

m A amplitude da velocidade é

Resumo das grandezas
Vmax = Aw

Grandeza Expressao Amplitude | Unidades (SI)
~ . Desls it 3
m Relag3o entre velocidade e deslocamento SR DD [ Mg i il
Velocidade v (¢ —Aw sin(wt A >
) " . p — elocidade v(z) w sin(et + @) 2] ms
VvV =W (A =X ) > maximaemx =0 | Aceleracio a(t) —w?A cos(wt + @) w?4 ms™2

e nulaem x = +A.




Aceleracao no movimento harménico

Relacdo entre aceleragdo e deslocamento

= No movimento harmoénico simples,
a aceleragao é a derivada temporal

da velocidade:
dv(t) dzx(t)
a(t) = 72

m Como v(t) = —Awsin(wt + @),
derivando obtemos

a(t) = —Aw? cos(wt + @)

m Comparando com x(¢) = A cos(wt + ¢),
resulta a relagdo fundamental

\ a(t) = —?x(t)

m  Consequéncias imediatas:
m Emx =0, a=0 (aceleragdo nula).

m Emx = +A4, a = —w?A (aceleragio maxima para a esquerda).

= Emx= -4, a = +0>A (aceleragio maxima para a direita).

Deslocamento, velocidade e aceleragdo em fungao do tempo

x(t) = A cos(wt + @)
- == v(t) = —Awsin(wt + ¢)
...... a(t) = —Aw? cos(a)t + )

===
5T/4 3T/2 2T

T/2 3T/4 T

m A aceleragdo esta em oposicdo de fase

com o deslocamento.

® A aceleracdo esta em quadratura de fase

com a velocidade (diferenca de fase de 7 /2).

A forma da aceleragao é sinusoidal com
a mesma frequéncia w.



Energia cinética

Energia associada ao movimento Deslocamento, velocidade e energia cinética em fungio do tempo
m A energia cinética é a energia devida N x(1) = A cos(wt + ¢)
ao movimento do sistema. A P ——— v(t) = —Awsin(cwt + @)
1 )
m No movimento harménico simples, [ E0) = 3 mA*o? sin’ (ot + 9)
a velocidade é +A =

v(t) = —Aw sin(wt + @)
m A energia cinética é i
E.(t) = 3 mv2(t)

m  Substituindo v(t), obtém-se

~_~-

e e
E(t) = %m(Aa)sin(a)r—i—qo))z 0 T T 364 T SEA 3E2  OF

= % mA?w?sin*(wt + @)

Propriedades importantes

= E. émaxima quando a velocidade é maxima (x = 0): B max = 5 mA*w?.

m £ é nula nas posicdes extremas (x = +A4), onde o sistema inverte o sentido do movimento.
T

m £ varia com o dobro da frequéncia angular: E, (t + ?) = E_(t), pois sin® @ tem periodo 7.



Energia potencial elastica

Energia armazenada na mola

= Quando a mola é esticada ou comprimida,
ela armazena energia.
= Pela lei de Hooke, a forca restauradora é

P k — constante elastica
z — deslocamento +A
= A energia potencial eldstica é definida por
x
)=~ ] F, dz
0
= Substituindo F, = —kx, obtemos
T t 4 1
Uz) = *] (—kz') dz’ =f k' dz’ = = kx? A
0 0 2
= No movimento harménico simples, z(t) = A cos(wt + @), logo
1
Ul(t) = 5 kAZ cos?(wt + ¢)

Propriedades importantes
= U(z) é minima no equilibrio (z = 0): Uy, = 0.

m  U(z) € maxima nas posi¢cbes extremas (x = +A4): Upox = =

= Nos extremos, a mola armazena toda a energia.

Deslocamento, velocidade e energia potencial elastica

em funcao do tempo

z(t) = Acos(wt + ¢)
---- v(t) = —Awsin(wt + )
U(t) = % kA? cos(wt + @)

1 | 1 I |
T4 T2 W1 T Sk 302 27



Conservacao da energia

Transformacao entre energia cinética e potencial
= No movimento harmdnico simples (massa—mola),

a energia mecanica total é constante. Energia
= As energias cinética e potencial elastica sao
dadas por 1442 -
AP T | = = o 2 A
Energia cinética | | Energia potencial elastica / \
1 1 / Y
E. = = mv? U = = kx?
@ 2 2 / \
o ” AY
No MHS: v = —Awsin(wt + ¢) e x = Acos(wt + ¢). N 4
Substituindo, obtém-se T T >

Evolucao temporal das energias

— E.®)
——-- U()
— E@)

0
E(t) = %mAsz sin®(wt 4 @) U(t) = %kA2 cos*(wt + ¢)
m Como k = mw?, a energia mecanica total é
1
E=E . +U-= 5
b a2
—= kA“ = constante

Consequéncias importantes

T/4  T/2 3T/4

kA? EsinQ(wt + @) + cos?(wt + go)]

= A energia mecanica total é constante e depende apenas da amplitude A.

m A energia transfere-se continuamente entre cinética e potencial.

= Se nao houver forgas dissipativas, o movimento é perpetuamente oscilatério.

T
T

T == T t
5T/4 3T/2 2T



O péndulo simples

Outro sistema oscilatério Equacio do movimento (pequenas amplitudes)

m  Consiste numa massa m
suspensa por um fio
inextensivel e de massa
desprezavel, de comprimento L.

m A componente tangencial da forca é
F, = —mgsin 6.
m  Equacdo do movimento angular:
m Ao ser afastada da posicao
de equilibrio, a massa descreve

um movimento oscilatério
em torno da vertical.

mL?0 = —mgL sin @

m  Para pequenas amplitudes
(sinf =~ 6 em radianos):

Periodo de oscilagcao g L - J
O periodo de um péndulo simples o+ 6 =0 = e
(para pequenas amplitudes) é

u Frequencna angular:

T =2 ? = /g (rad S 1
Independe da massa m e, para pequenas

amplitudes, independente da amplitude.

Propriedades importantes
m  Aproximacdo valida: |8g| < 10° (aprox.).

m  Para amplitudes maiores, o periodo aumenta ligeiramente (ndo € mais dado pela expressdo simples).
® Exemplo numérico: paraL = 1m, T ~ 2.01 s (com g = 9.81 ms~2).



Pequenas oscilacoes do péndulo

1.

Equacao exacta do péndulo simples
A equacio do movimento para o angulo 6 é

e -
9+Lsm9—0 o

Linearizacao para pequenos angulos
Para oscilagdes de pequena amplitude (]0]| < 1 rad),
podemos usar a expansao de Taylor:
. 03 a°
{ smﬁ—ﬂfﬁJrﬁf---

Retendo apenas o primeiro termo (aproximacgdo harmonica):

sinf~0 (1] < 1rad) |

Equacao linearizada
Substituindo sin # ~ € na equacio exacta:

.. g
Q—O—ZH—O

Esta é a equagdo do movimento harmonico simples (MHS).

4. Solucao e frequéncia
= A solugdo geral é

o(t) = 6, COS(L;t + ) }

= com frequéncia angular

w:”% (radsfl)
L
T:27r\ff
g

m O periodo depende apenasde L e g
(n&o depende de m nem da amplitude, na aproximagao).

= e periodo

5. Validade da aproximacao
m A aproximacdo harmonica é valida para
|6 < 10° (=~ 0,175 rad) }

m  Para amplitudes maiores, o movimento deixa de ser
estritamente harmonico e o periodo aumenta.

= Exemplo numérico: para L = 1 m,
T =~ 2,01 s (com g = 9,81 ms2).



O que ha de comum nos osciladores?

Equilibrio, forca restauradora e frequéncia prépria

Equilibrio Massa—mola Péndulo simples
[ e— ]

m Todos os osciladores possuem
uma posicdo de equilibrio estavel x,.

= No equilibrio, a forga resultante é nula.

i
|
|
|
X e

q
For(;a restauradora Frequéncia prépria
= Para pequenas oscilagdes, a forca resultante = O sistema oscila com uma frequéncia angular
tem sempre a forma prépria wg, que depende apenas das suas
propriedades fisicas (massa, rigidez, comprimento,
F=—k (1}' = xeq) gravidade, ...).

= A solugao para pequenas oscilagdes é harmonica:

x(t) = A cos(wyt + ¢)

com k > 0 constante elastica efetiva.

Massa—mola Péndulo simples
(pequenos angulos) I
paa ) E
F_ kx F, = —mgsinf ~ —mg# XEMPlOS Péndulo simples
(Lei de Hooke) ou 7 =—mgL# Massa-mola (pequenos angulos)
L4 T e R SR
4—! = : 4—! = 0 m 0 L

s 0 +x —B 0 +6



EXxercicio resolvido |

Oscilador massa—mola: periodo e energia

Enunciado: Uma massa m = 0,50 kg estd ligada a uma mola ideal de constante
elastica kK = 200 N/m e oscila sobre uma superficie horizontal sem atrito.

k
A amplitude do movimento é A = 0,080 m. m_/mwj\_f—’
a) Determine o periodo T e a frequéncia f das oscilacdes. i &

: x
b) Calcule as energias cinética e potencial elastica no instante em que | [ i
o deslocamento é x = 0,040 m. —A 0 +A
1. Periodo e frequéncia 2. Energias para x = 0,040 m
= Para um oscilador massa-mola: m A energia mecanica total é constante e vale
wO —— ﬁ 1 2 1 2
m E = §kA = 5(200)(0,080) = 0,640 J
m  Substituindo os valores:
oy — /3%% £ \/m — 20,0rad/s m A energia potencial elastica no deslocamento x é
2 1 1
m O periodo é U(z) == kx? = —(200)(0,040)2 = 0,160 J
2m 21 2 2
= — = = 0,314 S
0 20,0 e At
= A energia cinética é
m A frequéncia é 1 1
= - = —— = K(x) = FE—-U(xz) = 0,640 — 0,160 = 0,480 J
f=7%=g3m - I8H: (z) ()

Resposta (a): 7= 0,314s e f =3,18Hz Resposta(b): U =0,160J e K = 0,480J




Exercicio resolvido |l

Péndulo simples: periodo para pequenas oscilacoes

Enunciado: Um péndulo simples tem comprimento L. = 1,20 m.
Para pequenas oscilagdes, determine: Pt I
a) A frequéncia angular wq, o periodo 7" e a frequéncia f das oscilacdes.

b) O periodo do péndulo na Lua, onde a aceleragdo gravitica é g7, = 1,62ms~2.

1. Movimento para pequenas 2. Valores na Terra 3. Periodo na Lua
oscilacdes (g = 9,81ms~2) (gr = 1,62ms2)
= Para |6 < 1rad, o péndulo simples = Frequéncia angular: = Perjodo:
realiza um movimento harménico
simples com frequéncia angular = g5 5 1.20
= wo = ‘/ﬁ = 2,86rads 75 — O > = 5415
= 1,62
L = Periodo:
= O periodo é 1,20 Arwis
E T — D s = 2720 = = Frequéncia:
9 = Frequéncia: fL = Ti = 0,185 Hz
= e afrequéncia & 1 L
1 = — = 0,455 Hz
¥ = T f T




EXxercicio resolvido IIT

Uma massa m = 0,20 kg estd ligada a uma mola ideal
de constante elastica k = 80 N m™!

. k m
A massa é afastada 5,0 cm da posic¢do de equilibrio InaMWj

e libertada do repouso. i | | iy
—A 0 +A
a) Determine a frequéncia angular e o periodo.
b) Determine a energia mecanica total do oscilador. Phgmas el
c¢) Quando a massa passa pela posicao x = 3,0 cm, = o %
qual é a sua velocidade? = &g
80 0,05
d) Em que posicdo a energia cinética é igual £ E,
a energia potencial? 0 .
—0,05 (0] 0,05
x (m)
Resultados (contas principais)
a) = ‘ b) Ve o C) d)
o F— = 2 2
wozwa:ZOradsl E_QkA v=woVA® —x Ec:Ep:>|m|:%
o —0,100J =S

T =0,314s

“o v=0,80ms! |z| = 3,54 cm



