SKOLEMIZACAO E HERBRANDIZACAO

FERNANDO FERREIRA

Definigao 1. Seja ¢(x1,...,,) uma formula em forma prenera. A skolemizacdo. ¢ (z1,...,7,)
de ¢(x1,...,x,) define-se indutivamente no seu nimero de quantificadores por:
1. Se ¢(x1,...,2,) ndo tem quantificadores entio ¢°(x1,...,7,) € G(x1,...,2n).

2. Se p(x1,..-,2n) EVYUV(T1,...,T0,Yy), entio ¢ (x1,...,2,) EVyhS(x1,...,20,7).

3. Sed(x1,...,2n) €y(z1,...,70,y), entdo ¢ (may. .., x1) €Y (21, 5Ty fs(T1, ..., T0)),
onde fy € um novo simbolo funcional denominado de funcdo de Skolem para ¢ (aqui, as
varidveis 1, ..., T, $Go exactamente as varidveis livres de ¢ ).

A skolemizagdo duma férmula em forma prenexa ¢ duma dada linguagem £ é uma férmula
numa linguagem alargada £° obtida pela adjuncio’de novos simbolos funcionais (abusivamente
denominadas de fungoes de Skolem ou fungoes indice). Subentendesse que as fungdes indices da
skolemizacio duma férmula sio diferentes de férmula para férmula. Note-se que ¢° é sempre uma
férmula universal. Por exemplo, considere-se a seguinte férmula

w1 Vy1 FwaVyz - - o Vyn V(21 Y1722, 92, - - - Tn, Yt
A sua skolemizagao é:

Vy1Vyz . Yy (a, y1, fr(yn), yzeee s fam1 (0155 Yn—1), Un),
onde a constante (fungdo nuldria)ra e os sfmbolos funcionais fi, ..., f, sdo novos simbolos fun-
cionais: as ja mencionadas funcoes de Skolem.

Note-se que as linguagens £ e £° tém a mesma cardinalidade, pois a cada férmula de £ junta-se
apenas um numero finito de novos simbolos funcionais. Por vezes também falamos de skolemizagao
de féormulas que nao’estao em forma prenexa. Nestes casos, subentende-se que foi escolhida uma
forma canénica de|reduzir'as férmula a uma forma prenexa. Vé-se facilmente que = ¢° — ¢.
Também se tem:

Teorema 1. Seja M uma_estrutura para uma linguagem L. Entdo M pode expandir-se a uma
estrutura IM° da’ linguagem de Skolem L5 de tal modo que, para toda a formula fechada ¢ de L
em forma prenera, Fop¢ se, e somente se, =ons ¢°.

Notacao. A ‘estrutura (a definir) M tem o mesmo dominio que M e interpreta o vocabuldrio
comum da mesma forma. Nestas circunstincias, diz-se que MM ¢é uma expansio de M ou que M
¢ uma reducio de IS,

Demonstragao. Basta definir as interpretacoes dos simbolos de Skolem. Considere-se uma
féormula ¢(xq,...,2,) de £ da forma Jy¢(xq,...,x,,y), com ¥ em forma prenexa. Temos que
definir apropriadamente a funcao n-dria ( f¢)9nsz |9t — |90|. A definicdo é por indugdo no
nimero de quantificadores existenciais em ¢. Por hipdtese de indugao, admitimos que ja se co-

nhecem as interpretacdes dos simbolos de Skolem que ocorrem em °. Dados ay,...,a, € ||
consideramos dois casos. Se Fgps 3y (z1,...,Tn,y)[a1,- .., a,], define-se (f¢)fms(a1,...,an)
como sendo um elemento b de |9M| tal que FEops ¥ (x1,. .., 20, y)[a1,...,an,b]. Caso contrario,
define-se (f¢)ms (ay,...,ay) arbitrariamente.

Com estas definigoes demonstra-se a equivaléncia

o ¢(z1,...,70) [a1,. .. an] & FEos 0% (21, 20) [a1, -+, an),
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para todos os elementos a1, ..., a, do dominio de M. A demonstracdo é por inducdo no nimero de
quantificadores de ¢. Em particular, para férmulas fechadas (em forma prenexa) ¢, tem-se Fon ¢
sse F=ops ¢°. O

Corolario 1. Seja ¢ uma férmula fechada e ¢° a sua skolemizacdo. Entdo, ¢ é satisfazivel se,
e somente se, ¢° € satisfazivel. Mais geralmente, seja T' um conjunto de formulas fechadas em
forma preneza e TS a sua skolemizagdo. Entdo, T € satisfazivel se, e somente se, 'Y € satisfazivel.

Acima, se I' é um conjunto de férmulas fechadas em forma prenexa duma dada linguagem L, a
skolemizacdo T'° de T' é o conjunto de férmulas (fechadas) da forma ¢, com @€ I'. Note-se que
'Y é constituida somente por férmulas universais (da linguagem expandida de Skolem L£9).

Teorema da Compacidade do Caélculo de Predicados. Seja I' um conjunto de formulas
fechadas duma dada linguagem do cdlculo de predicados L. Tem-se que I' tem um modelo se, e
somente se, todo o subconjunto finito de I' tem um modelo:

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos supor que I' é constituido apenas por
férmulas em forma prenexa. Suponhamos que todo o subconjunto finito de I' é satisfazivel. Vamos
ver que o conjunto de férmulas do célculo proposicional«# (I'%) é finitamente satisfazivel. Tome-se
um conjunto finito arbitrario de férmulas de 7 (I'°) da forma ;(t; 15 - ., tix,) (1 <i < n) com

Vay - Voo, .., o) €19,
para 1 < i < n. Ora, cada uma destas féormulas é da forma (bf, com ¢; € I'. Por hipdtese,

{¢1,...,¢n} é satisfazivel. Pelo coroldrio acima, vem que {#7,...,¢>} é satisfazivel. Ie., o
conjunto finito de férmulas da forma

{Vay - Vg, (..., 28,)d 1 <0 < n}

é satisfazivel. Decorre imediatamente que o.conjunto finito de férmulas, sem quantificadores,
{itin, .. tig,) : 10 <n}

é satisfazivel e, por conseguinte, proposicionalmente satisfazivel. Pelo teorema da compacidade

do célculo proposicionaly, infere-se que . (I'®) é proposicionalmente satisfazivel. Logo, por um
teorema da seccio anterior, I'S é satisfazivel. Daqui sai que I' é satisfazivel. O

Analogamente ao célculo proposicional, tem-se:

Corolario 2. Seja I' um_conjunto de formulas fechadas duma linguagem do cdlculo de predicados
e suponhamos que ¢ € uma formula fechada dessa linguagem tal que T' = ¢. Entdo existe um
subconjunto finito ¥ de I tal que ¥ = ¢.

A nogao de skolemizagao tem uma formulacao dual que passamos a explicar. Seja dada uma
férmula ¢ em forma prenexa do calculo de predicados:

lel e ann ¢,

onde cada @; é um quantificador, x1, ..., x, sdo varidveis e ¥ é uma féormula sem quantificadores.
Tome-se‘a sua negacao na forma

lel te ann _'1/]1
onde @; é o quantificador universal (respectivamente, existencial) se @; é o quantificador existencial
(respectivamente, universal). Tome-se a skolemizagdo desta negacdo, obtendo-se com isso uma
certa féormula universal Vyzy - - - Vi 2 0, onde 8 nao tem quantificadores, Finalmente, considere-se a
negacao desta skolemizagao na forma 32y - - - iz —0. A esta formula chama-se a herbrandizacdo
de ¢, denotada por ¢I. Por exemplo, se comegarmos com a férmula IzVuIyVve(x, u, y,v), com ¢
sem quantificadores, a sua negagao é

VaIuVyIv-o(x, u,y,v).
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Por sua vez, a skolemizacao desta negacao é VaVy —o¢(x, f(z),y,9(z,y)), onde [ e g sdo fungoes
de indice. A herbrandizagao da férmula com que comecdmos é, pois, JxIyo(z, f(x),y, g(z,y)).
Note-se que ¢ é sempre uma férmula existencial e, por construcio, é logicamente equivalente a
—=(=¢)®. Como coroldrio destas discussdes, temos:

Corolario 3. Seja ¢ uma férmula fechada e ¢ a sua herbrandizacio. Entdo, ¢ é uma verdade
ldgica se, e somente se, ¢ € uma verdade dgica.

Demonstragao. A férmula ¢ é uma verdade logica se, e somente se, ¢ nao é satisfazivel. Como
sabemos, esta tltima condicdo equivale a dizer que (—¢)° nao é satisfazivel, i.e., =(—¢)° é uma
verdade légica. Ora, ¢ é equivalente a —(—¢)°. O

H&4 uma interpretacao assaz curiosa do teorema de Herbrand e da nocao de herbrandizagao
duma férmula. Sem perda de generalidade, vamos discutir o exemplo acima. Suponhamos que a
férmula FxVuIyVod(x, u, y,v), com ¢ sem quantificaderes, ¢ uma. verdade 16gica duma linguagem
com pelo menos uma constante. Entao a sua herbrandizagao IxIyo(x;.f(z),y, g(x,y)) também é
uma verdade légica, onde f e g sdo fungoes de indice. Pelo teorema de Herbrand, existem termos
fechados, da linguagem de skolem (i.e., com fungbes de indice), 1, ...,tn, q1,- - ., qn tais que

o(tr, f(t1), a1, 9(t1, @) VooV B(tn, f(tn)s G, gltn, 4n))
é uma tautologia. Eis uma forma de interpretar esta tautologia. Suponhamos por um momento
que, ao contrario do admitido, JxVuIyVue(z, u, y; 2) ndo é uma, verdade légica, i.e., que é falsa sob
uma certa interpretacao. Entao é possivel estender essa interpretacao as fungoes de Skolem f e g
de tal modo que

Vay-é(z, f(z),y, 9(z,y))

é verdade (f e g sdo putativos “contra-exemplos” & verdade légica inicial). Ora, a tautologia acima
garante agora que se podem produzir elementos x’s da forma ¢;(f,g) e y’s da forma ¢;(f,g) que

mostram que o contra-exemplo é incorrecto. Esta forma de encarar a situag@ao é conhecida por
interpreta¢do do nao contra-exemplo (devida a ‘Georg Kreisel).



