0S TEOREMAS DE LOWENHEIM-SKOLEM

FERNANDO FERREIRA

Um olhar atento as construgoes de Herbrand e Skolem permitem justificar o.seguinte facto:

Teorema de Lowenheim-Skolem. Seja £ uma linguagem do cdlculo de predicados com igual-
dade de cardinalidade k e considere-se I' um conjunto de formulas fechadas de L. Se I' tem um
modelo, entao I' tem um modelo de cardinalidade < k.

Demonstragao. Por hipdtese I' tem um modelo (normal). Como sabemos, este modelo pode
expandir-se a um modelo da Skolemizacdo I'*. Por construgio, o modelo expandido ainda é
normal, o que permite concluir que I'Y U IG é satisfazivel, onde /G sio os axiomas de igualdade
para a linguagem expandida de Skolem. Note-se que I'S U IG é apenas constituido por férmulas
(fechadas) universais. Decorre imediatamente que & sua expansio deHerbrand 7 (I U IG) é
proposicionalmente satisfazivel. Daqui infere-se que I'> U TG tem um<modelo (ndo necessariamente
normal) cujo dominio é constituido pelos termos fechados da linguagem de £°. Portanto, I'Y U IG
tem um modelo, nao necessariamente normal, de cardinalidade < k. Passando ao quociente,
obtemos um modelo normal de cardinalidade < x de TS U.IG (e, por conseguinte, de T'). O

Corolario 1. Seja L uma linguagem. do calculo de predicados com igualdade de cardinalidade
k. Considere-se I' um conjunto de formulas fechadas que tenha um modelo infinito. Entdao, para
qualquer cardinal v > k, existeum:modelo de I de cardinalidade v.

Demonstragao. Seja 9 um modelo infinito (normal) de T'. Considere-se a expansdo L' da
linguagem £ juntando-lhe um conjunto de novas constantes C' de cardinalidade v. Seja TV o
conjunto de férmulag T"U{c #'d :.c e d constantes distintas de C'}. Note-se que toda a parte finita
de I tem um modelo pois, dado um qualquer subconjunto finito F' de C, o conjunto

I'U{e#d: ced constantes distintas de F'}

tem como,modeloruma qualquer expansao a £’ da estrutura 9T que interprete cada constante de
F' de modo diferente (e isso é possivel, pois || é infinito). Pelo teorema da compacidade para o
célculo de predicados com igualdade, I tem um modelo (normal). Visto que a cardinalidade de £’
é v| pelo teorema anterior I tem um modelo M de cardinalidade < v. Ora, como {c™ : ¢ € C} tem
cardinalidade v, conclui-se que M tem exactamente cardinalidade v. A redugdo de 91 & linguagem
original £ tem as propriedades desejadas. O

Os axiomas da aritmética de Peano, formulada na linguagem numerdvel da aritmética, tém
como modelo a estrutura (infinita) standard N. Logo, pelo teorema anterior, tem modelos de
qualquer cardinalidade infinita. Necessariamente, se a cardinalidade nao for numeravel, o modelo
nao ¢ (isomorfo a) N. Tratam-se de modelos nao-standard dos axiomas de Peano. O argumento
anterior nao é peculiar aos axiomas de Peano. Seja Vdy o conjunto de todas as férmulas fechadas
¢ da linguagem da aritmética que s@o verdadeiras no modelo standard, i.e., tais que Fn ¢. Um
raciocinio semelhante ao acima permite concluir que Vdy tem modelos nao-standard.

No que resta desta seccao vamos ainda formular e demonstrar outros teoremas do tipo acima.
Em particular, vamos refinar a forma “ascendente” do teorema de Lowenheim-Skolem dada pelo
corolario anterior. Para o fazer necessitamos de introduzir alguns conceitos simples. Em primeiro
lugar, ja faldmos varias vezes de estruturas isomorfas. O conceito é claro mas vamos de seguida
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articulé-lo explicitamente: sejam 91 e N duas estruturas duma linguagem L. Diz-se que I é
isomorfa a 91 se existe uma bijecgdo B : || — |91 tal que,

(i) Para cada simbolo relacional n-ario R de L se tem,
(ai,...,a,) € R™ se, e somente se (B(ay),...,B(a,)) € R™,
para todos os elementos ay,...,a, € |M|.
(ii) Para cada simbolo funcional n-drio (n # 0) de L se tem,
B(f™(a1,...,a,)) = f(B(ay),...,Bla,)),
para todos os elementos aq, ..., a, € |9M|.
(iii) Para cada constante ¢ de £, B(c™) = ¢™.

Vé-se facilmente, por indugao na complexidade das férmulas, que se B é um isomorfismo entre as
estruturas 2 e N entao, para toda a férmula ¢ e atribuicao s de valores as varidveis em 9t se tem,

Eon ¢[s] se, e somente se, FExn ¢[s5],

onde s? ¢ a atribuicio de valores as varidveis em 0N definida por s”(z). = B(s(r)). Note-se que,
em particular, se ¢ é uma férmula fechada entdo Fon ¢ sse =g ¢.

Uma estrutura M é subestrutura de M, e escrevemos WM C N, se |W| C || e (i) para cada
sfmbolo relacional n-ario R, R™ N [9M|" = R™; (ii) para-cada simbolo funcional n-ario (n # 0) f,
a restricao de f™ a |9M|™ é f™; e (iii) para cada coustante e da linguagem, ¢c™ = ™.

Através da combinacdo das duas nogoes anteriores, dizemos que hd um mergulho de 9t em N se
ha uma subestrutura de 91 isomorfa a 9. A uma estrutura 9t duma dada linguagem £ podemos
associar o seu diagrama. Passamos a explicar. Considera-se a éxpansao Loy da linguagem original
juntando-lhe uma nova constante ¢, para cada elemento a € |9|. E claro que O é a redugao
da estrutura Mg, de Lon, onde nesta se interpreta cada nova constante c, por a, i.e., definindo
czﬂd” como sendo a. O diagrama I é o conjunto de todas as féormulas atémicas fechadas de Loy,
e negacoes destas, que sao verdadeiras em 9Mg,. /O leitor pode facilmente convencer-se de que
M pode ser sempre mergulhado nos modelos do seu diagrama (considerando a redugao destes a
linguagem original).

Definigao 1. Seja L uma.linguagem do/cdlculo de predicados com igualdade. Duas estruturas 9
e N para essa linguagem dizem-se elementarmente equivalentes, e escreve-se M =N, se para toda
a férmula fechada 3= ¢ se, € somente se, |=n ¢.

Como vimos, estruturas isemorfas sdo elementarmente equivalentes. O reciproco nao é, em
geral, verdade. A titulo'de exemplo, seja 2 um modelo de Vdy de cardinalidade nao numeravel.
Entao N e 2 nao sao isemorfos, se bem que sejam elementarmente equivalentes. Com efeito, seja
¢ uma férmula fechada da linguagem da aritmética e suponhamos que FEy ¢, i.e., ¢ € Vdy. Sai
Ea ¢. Reciprocamente, se Ay ¢, vem Ey —¢, ie., 7¢ € Vdy. Sai =9 —¢ e, por conseguinte,
o @

Definicao 2. Seja L uma linguagem do cdlculo de predicados com igualdade e M e N duas estru-
turas dedC. Diz-se que M € subestrutura elementar de 9 (ou que M é uma extensao elementar de
M), e escreve-se M x N, se M € subestrutura de N e se, para todas as formulas ¢ e atribuicdo s
de valores das varidveis em ||, se tem o P[s] sse Em d[s].

Note-se que se M < N, entao M = MN. Diz-se que hd um mergulho elementar duma estrutura 9
numa estrutura 91 se a primeira estrutura é isomorfa a uma subestrutura elementar da segunda. A
uma estrutura 9t numa dada linguagem £ podemos associar o seu diagrama elementar. O diagrama
elementar de M é o conjunto de todas as férmulas fechadas de Lon que sdo verdadeiras em Myy,.
O leitor pode facilmente convencer-se de que 91 pode ser sempre mergulhado elementarmente nos
modelos do seu diagrama elementar (considerando a reducao destes a linguagem original).
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Teorema de Lowenheim-Skolem Ascendente. Seja £ uma linguagem do cdlculo de predicados
com igualdade de cardinalidade k e seja M uma estrutura infinita de L de cardinalidade (. Se v é
um cardinal tal que v > max{k, (}, existe uma extensao elementar de M de cardinalidade v.

Demonstragao. Considere-se I' o diagrama elementar de 9. E claro que Mgy € um modelo
(infinito) de T'. Visto que a linguagem Loy tem cardinalidade max{«, {}, pelo corolario do teorema
de Lowenheim-Skolem, I' tem um modelo de cardinalidade v. Como observamos, este modelo
contém uma subestrutura elementar isomorfa a 9. O resultado agora é imediato. ]

Proposigao 1. Tem-se 9 < N se, e somente se, M C N e para todas as formulas ¢ e atribuicoes
s de varidveis em |9,

se =q g [s], entdo existe a € |M| tal que Em ¢ [s7].

Demonstragao. Uma direccao é muito simples. Se 9 < 9 vem imediatamente M C . Além
disso, dada uma férmula ¢ e uma atribuicio s de waridveis em |9 tal que |=n Tz [s] vem,
por definigdo de subestrutura elementar, que |=on Jz¢ [s].” Logo, existera € || com F=op ¢ [sZ].
Novamente por defini¢do de subestrutura elementar, sai =0 ¢ [sZ]. Reciprocamente, suponhamos
a hipotese. Mostra-se, por inducao na complexidade de 1 que, para toda a atribuicao de valores
as varigveis em || se tem, Fon ¥ [s] sse =g ¢ [s]. Se4rié atdémica, aequivaléncia sai pelo facto de
M ser subestrutura de M. Nao tem dificuldade argumentar o passo de indugao para os conectivos
proposicionais. Suponhamos que =y Jxe) [s]. Por hiptese, existe a € |M| tal que =y 1 [sZ].
Logo, por hipdtese de indugdo, f=om 9 [sZ] e, portanto, =om Jxth[s]. A direccdo contriria é ainda
mais simples. Finalmente, o caso do quantificador universal reduz-se aos casos anteriores. ([

Teorema de Lowenheim-Skolem Descendente. Seja £ uma linguagem do cdlculo de predica-
dos com igualdade de cardinalidade K e seja N uma estrutura de L de cardinalidade v > k. Entao,
dado um qualquer conjunto X C |N| de cardinalidade < ¢ com k < { < v, existe uma subestrutura
elementar de N de cardinalidade ( que contém X.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos tomar X de cardinalidade {. Para cada

féormula ¢(z, z1, ..., z, ) e cadan-tuplo ay, ..., a, de elementos de X tais que
En Jzd(x, 27, ..., 20) [a1y0. ., 00,
escolha-se um elemento a'€ M| .tal que =g d(z, 21, ...,2,) [a,a1,...,a,]. Seja X1 o conjunto de

todos os elementos escolhidos deste maneira. Note-se que X C X3 (pense na férmula 3z (z = 1)).
Como o numero de féormulas ¢'nas condicoes anteriores nao excede x e o numero de sequéncias
finitas de/elementos.de X € (, conclui-se que X; tem cardinalidade (. Podemos, assim, iterar este
processo e formar uma cadeia de subconjuntos de |91| de cardinalidade ¢,

X=X CX;1CX,C...

Seja Xoo = U;’io X;. Note-se que X, tem cardinalidade (. Verifica-se facilmente que o conjunto
X contém os elementos da forma c™ (c constante da linguagem) e é fechado para as funcoes f™ (f
sfmbolo funcional da linguagem). Considere-se 9 a subestrutura de 91 com dominio X,,. Vamos
ver que M < N utilizando o critério dado pela proposigao anterior. Considere-se ¢(z,x1, ..., xy,)
uma férmula de £ e suponhamos que oy Jxd(x, 1,...,2,) [a1,...,a,], com ay,...,a, € ||
Tome-se um numero natural m suficientemente grande de tal modo que ag,...,a, € X,,. Por
construgo, existe a € X1 tal que Eq d(x, 21, ..., 2,) [a,a1,...,a,]. Como X, 11 C X, vem
a € |M. O

O teorema anterior estd na origem do paradozro de Skolem. Uma pasmosa descoberta do inicio
do século XX foi a de que praticamente toda a matemaética se pode desenvolver no ambito da teoria
de conjuntos. Esta teoria pode formalizar-se na linguagem do célculo de predicados com igualdade
com apenas um simbolo relacional binério ‘€’. Consideremos, por exemplo, a teoria ZC de Zermelo
com o axioma da escolha. Esta teoria formaliza praticamente toda a matemaética usual, incluindo o
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desenvolvimento dos sistemas numéricos fundamentais: niimeros naturais, inteiros, racionais, reais
e complexos. Como se sabe, o conjunto da hierarquia cumulativa V1., munido da relagdo de
pertenca, ¢ um modelo de ZC. Denotemos este modelo por (V,4, €). Obviamente, os elementos
de V4w que satisfazem em (V,4., €) as férmulas de ser o conjunto dos niimeros naturais e de
ser o seu conjunto poténcia sdo (respectivamente) w e #(w). Se tomarmos no teorema anterior
X = wU{w}U{F(w)}, conclui-se que existe uma subestrutura elementar de (V,4, €) que tem
cardinalidade numerdvel e tal que wU{w}U{Z(w)} é subconjunto do dominio desta estrutura. Por
defini¢do, o dominio desta subestrutura é um subconjunto numeravel A de V,, 4, a interpretacao do
sinal de pertenga é a relagdo de pertenga e, por construcao, w C A, w € A e #(w) € A. Denotamos
esta subestrutura por (A4, €): vem (A, €) 5 (Viy4w, €). Ora, no dominio A da‘estrutura (A, €) existe
um Uunico elemento que satisfaz a definicao formal de ser o conjunto dos nimeros naturais: por
elementaridade, este elemento ¢ w. Tem-se, {a € A: Facyacw}={a €A :acw}=wnNA=w.
Em (A, €) existe também um tnico elemento que satisfaz a definicao formal de ser o conjunto
poténcia dos nimeros naturais. Novamente por elementaridade,este elemento é.Z2(w). Ora,

{acA:Fugac Pw)}t={acA: acP(w)}=PwNA

e, portanto, este conjunto é numeravel. Ora, como é bem sabido, em teoria de conjuntos demonstra-
se que o conjunto dos niimeros naturais w nao estd em-bijecgao com o.seu conjunto poténcia L (w)
(teorema de Cantor). A situacdo causa alguma perplexidade mas nao é paradoxal. Certamente
que a estrutura (A, €) nao tem no seu dominio A nenhum elemento que satisfaga a propriedade
formal de ser uma bijecgéo entre w e o seu ¥ (w). Note-se que os elementos (em A) deste seu I (w)
sdo exatamente os subconjuntos de w que estao em A. Mas, é claro, existe uma bijecgao fora do
modelo entre w e #(w) N A. Dito de um mode mais pitoresco: do ponto de vista de quem vive em
(A, €), w e o seu P(w) nao estao emrbijecdo; porém, do ponto de vista de observadores de fora,
esses dois conjuntos sao equipotentes.

Apesar de nao ser realmente-uma antinomia, o paradoxo de Skolem mostra que as nogoes
de cardinalidade nao sao, se/assim o podemos.dizer, absolutas quando caracterizadas através do
calculo de predicados com igualdade. Sae relativas ao universo ambiente de conjuntos em que nos
encontramos.



