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49.  Seja  espaço vectorial sobre  munido de produto interno . Seja Z Ð † l † Ñ œ Ð/ ßâß / Ñ‚ U " 8

base de . Seja  a matriz cuja entrada  é  . Se  denotemosZ K Ð3ß 4Ñ Ð/ l/ Ñß 3ß 4 œ "ßâß 8 B − ZU 4 3

por  o vector (em ) das componentes de  na base .ÒBÓ BU ‚ U8‚"

(a)  Mostre que se  entãoBß C − Z

ÐBlCÑ œ ÒCÓ K ÒBÓU U U

T
.

(b)  Seja  outra base de . Mostre queUw
" 8œ Ð/ ßâß / Ñ Z
w w

K œ T K T
U Uw

T
,

onde id .T œ QÐ à ß ÑU U
w

(c)  Mostre que  é invertível e que .K K œ KU U U

T

50.  Determine a matriz transconjugada, , para cada uma das matrizes  seguintes:\ œ \ \‡ T

(a)  ;  (b)  ;E œ − F œ −
" #  "
! " $
 " % &

"  3 #  "
 3  $  %3

# !  #  &3

Ô × Ô ×
Õ Ø Õ ØÈ‘ ‚$‚$ $‚$

(c)  .G œ

"  #  3  &  3 #

 #  3 !  3

 &  #( %  $3

3 # 3 %  $3  #!"

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø
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È
"
$

"
$

51.  Diga se as matrizes seguintes pertencem: à classe das matrizes normais; à classe das
matrizes hermíticas; à classe das matrizes unitárias;

(a)  ; (b)  ; (c) .E œ F œ G œ
" !
! 3

"  #  3  &  3 #

 #  3 !  3

 &  #( %  $3

3 # 3 %  $3  #!"

” • – — Ö Ù
Ô ×Ö ÙÖ Ù
Õ Ø

È

È
È È# #
# #

"3 "3
# #

"
$

"
$

52.  (a)  Mostre que se  e  então .E − 5 − ÐE Ñ œ ÐE Ñ‚ 8‚8 ‡ 5 5 ‡

(b)  Mostre que se  é normal então  também é normal, para qualquer .E − E 5 −‚ 8‚8 5

(c)  Mostre que se  é normal e invertível então  também é normal.E − E‚8‚8 "

53.  A matriz  chama-se  se . Se , mostre queO − O œ O E −‚ ‚8‚8 ‡ 8‚8anti-hermítica
existem  tais que  é hermítica,  é anti-hermítica e .LßO − L O E œ L O‚8‚8

54.  Determine  tais que  é unitária,  é triangular superior eUß X − U X‚$‚$

Ô ×
Õ Ø

" # "
 $ #  "
' ! %

œ U XU‡ . 

55.  Sejam  e . Tomamos  com o seu produto interno canónico, .8 − E − Ð † l † Ñ ‚ ‚8‚8 8‚"

(a)  Mostre que se  é valor próprio de  então  é valor próprio de .- -E E‡

(b)  Mostre que se  é normal então se tem A  .E mEBm œ m Bmß aB −‡ 8‚"‚

(c)  Mostre que se  é normal e  então  é normal.E − E M- ‚ - 8

(d)  Mostre que se  é normal e se  é vector próprio de  associado ao valor próprioE @ − E‚8‚"

- ‚ -− @ E Þ então  é vector próprio de  associado a ‡

(e)  Suponha que  é normal e que são vectores próprios de  associados aE @ ß @ − E" #
8‚"‚

valores próprios distintos. Mostre que .Ð@ l@ Ñ œ !" #
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56.  Para cada uma das matrizes seguintes determine uma base ortonormada de  ou ,‘ ‘#‚" $‚"

(ambos com respeito ao produto interno canónico) formada por vectores próprios da matriz bem
como uma decomposição espectral da matriz (ou seja, ,  unitária,  diagonal .E œ U U U Ñ‡? ?

(a)  ;  (b)  ;E œ − F œ −
$  "  $ %
 " $ % $” • ” •‘ ‘#‚# #‚#

(c)  ;  (d)  .G œ − H œ −
" "  # % $ #
" " # $ % #
 # # # # # &

Ô × Ô ×
Õ Ø Õ Ø‘ ‘$‚$ $‚$

57.  Para cada uma das matrizes  calcule matrizes , simétricas reais, tais que .E F F œ E#

(a)  (determine 2 matrizes). (b)  (determine 3 matrizes)E œ E œ
"'  % ( # $
 % " # $ $

” • – —ÈÈ
(c)   (determine 3 matrizes).E œ

% "  #
" % #
 # # &

Ô ×
Õ Ø

58.  Diga se as seguintes formas quadráticas são ou não definidas positivas (semidefinidas
positivas):
(a)  , em ;0Ð\ ß\ Ñ œ $\  #\ \  $\" # " #" #

# # #‘

(b)  , em ;0Ð\ ß\ ß\ Ñ œ &\  #\ \  "!\ \  &\  "!\ \  ""\" # $ " # " $ # $" # $
# # # $‘

(c)  , em .0Ð\ ß\ ß\ Ñ œ #(\  ")\ \  ")\ \  *\  ")\ \  *\" # $ " # " $ # $" # $
# # # $‘

59.  Determine uma solução real para cada uma das seguintes equações:
(a)  ;(\  "!\ \  "!\ \ \  #\ \ \ œ  '" # $

# # #
" # " $ # $

(b)  ;(\  "!\ \  "!\ \ \  #\ \ \ œ '" # $
# # #

" # " $ # $

(c)  ;\  #\ \  #\ \ \  #\ \ \ œ #" # $
# # #

" # " $ # $

(d)   (2 soluções  que\  #\ \  #\ \ \  #\ \ \ œ  # Ð\ ß\ ß\ Ñ" # $
# # #

" # " $ # $ " # $

sejam linearemente independentes)

60.  Seja  uma forma quadrática de  em  associada à matriz simétrica . Diz-0Ð\ ßâß\ Ñ E" 8
8‘ ‘

se que  é semidefinida negativa (definida negativa) se0

0Ð+ ßâß + Ñ Ÿ !  ! aÐ+ ßâß + Ñ − ÏÖ!×" 8 " 8
8 ( ), .‘

(a)  Mostre que  é semidefinida negativa (definida negativa) se e só se  é semidefinida0  0
positiva (definida positiva).
(b)  Mostre que  é semidefinida negativa se e só se todos os valores próprios de  são0 E
menores ou iguais a zero.
(c)  Mostre que  é definida negativa se e só se0

Ð  "Ñ E œ Ð  "Ñ  !ß > œ "ßâß 8

+ + â +
+ + â +
ã ã ä ã
+ + â +

> >
>

"" "# ">

#" ## #>

>" ># >>

det det

Ô ×Ö ÙÖ Ù
Õ Ø

61.  Sem determinar os valores próprios determine os sinais dos valores próprios das matrizes:

(a) (b)  ;    .E œ F œ
 # "  # # $ #
" " # $ # #
 # # $ # # $

Ô × Ô ×
Õ Ø Õ Ø

62.  Seja  uma matriz hermítica definida positiva. Mostre que existe  triangular superior,E X
(com as entradas diagonais em  tal que . (A ).‘!

‡Ñ E œ X X decomposição de Cholesky de E


