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Esta semana não há aula TP na quarta (Ciências Research Day) e na sexta (Feriado). A vossa
missão é realizar a FT5 (já no FENIX), e a presença em aula será substituida pela entrega por 
email de um relatório dinâmico, com o título FT5?????, onde o ????? será o vosso número
de aluno. Data limite de entrega: 03 de Novembro de 2019.

A TP de hoje é de 
entrada livre. Na 
quarta e quinta feira
estarei disponivel para 
atendimentos por 
marcação (e-mail). Se 
for necessa´rio
arranjarei uma sala
para podermos ter
aula(s) extra.



testes de hipóteses a duas amostras

A B

Teste para comparação de duas amostras



testes de hipóteses a duas amostras

H0: µA=µB

H1: µA≠µB
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Teste t para 2 amostras

Estatística de teste:Hipóteses:

Valor crítico: Critério de decisão:

Rejeitar H0 se:

Não rejeitar H0, caso contrário



testes de hipóteses a duas amostras

Estatística de teste:
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Teste t para 2 amostras

𝜐 = 𝜐1 + 𝜐2 = 𝑛1 + 𝑛2 − 2



SS = sum of squares = 
σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 − ҧ𝑥 2



testes de hipóteses a duas amostras

Critérios de decisão:

Rejeitar H0 se:

Não rejeitar H0 caso contrário

 ),1(tt H0: µA≤µB

H1: µA>µB

H0: µA≥µB

H1: µA<µB

 ),1(tt −Rejeitar H0 se:

Não rejeitar H0 caso contrário

Hipóteses:

Teste t para 2 amostras



Very unexpected !! 
A type I error ☺



testes de hipóteses a 2 amostras

Teste de t-student para 2 amostras

Avaliar se os pressupostos são cumpridos

Não Sim

Testes paramétricosTestes não paramétricos

Transformação
dos dados

Não

Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney

Teste sobre diferença no valor 
médio entre duas amostras



testes de hipóteses a duas amostras

1 - Resíduos provenientes duma população normal (importante: são os 

resíduos que tem de ser normais, não os dados – no caso de um teste de t, é quase 

equivalente, mas não é a mesma coisa!)

2 - Variâncias das populações das duas amostras homogéneas

Pressupostos do teste t:

No entanto, o teste t é bastante robusto, i.e. a sua validade não é 

grandemente afectada por desvios moderados dos pressupostos.

Teste t para 2 amostras



testes de hipóteses a duas amostras

Estatística de teste:

H0: amostras provenientes da mesma população

H1: amostras não provenientes da mesma população
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Dado que a atribuição das ordens de forma crescente ou decrescente é arbitrária, 

temos que calcular U’

Hipóteses:

Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney

Teste para comparação de duas amostras: abordagem não-

paramétrica

D*
i = Xi – Yi Ri = ordem atribuída a Di (Di=| D*

i |)



testes de hipóteses a duas amostras

Estatística de teste:

H0: amostras provenientes da mesma população

H1: amostras não provenientes da mesma população

𝑈 = 𝑈1 = 𝑛1𝑛2 +
𝑛1(𝑛1 + 1)

2
− 𝑅1

Dado que calcular a soma das ordens da amostra 1 ou 2 é uma decisão arbitrária, 

temos que calcular também o U’=U2=n1n2-U1

Hipóteses:

Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney

Teste para comparação de duas amostras: abordagem não-

paramétrica

R1 = σ𝑖=1
𝑛1 𝑅𝑖1

Soma das ordens da 
amostra 1 na amostra
conjunta ordenada



testes de hipóteses a duas amostras

𝑈′ = 𝑈2 = 𝑛2𝑛1 +
𝑛2(𝑛2 + 1)

2
− 𝑅2 = 𝑛1𝑛2 − 𝑈

Estatística de teste:

H0: amostras provenientes da mesma população

H1: amostras não provenientes da mesma população

Hipóteses:

Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney

𝑈 = 𝑈1 = 𝑛1𝑛2 +
𝑛1(𝑛1 + 1)

2
− 𝑅1

R2 = σ𝑖=1
𝑛2 𝑅21



Procedimento:

Temos duas amostras, uma de X’s e outra de Y’s

Obtemos a amostra conjunta XY=c(X,Y)

Ordenar os valores da amostra conjunta XY

R1= soma dos ranks da amostra 1
R2= soma dos ranks da amostra 2

Calcular U1 e U2

Comparar com a distribuição da estatística de teste sob H0

Tirar conclusões em função da significância escolhida e do P-value calculado com base na
amostra



testes de hipóteses a duas amostras

Valor crítico:
21 ,),2( nnU

Critério de decisão:

Rejeitar H0 se:

Não rejeitar H0 caso contrário

21 ,),2(' nnUUU 

Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney









testes de hipóteses a duas amostras 
emparelhadas

A B

Testes para amostras emparelhadas

e.g. comparação de observações não independentes (ou seja, quando há uma estrutura
de correlação) – exemplos: 2 folhas em cada árvore, mão esquerda e mão direita, 
resultados em gémeos, etc…



testes de hipóteses a duas amostras 
emparelhadas

H0: µd=0
H1: µd≠0

d
s

d
t =

di=X1i – X2i

Estatística de teste:Hipóteses:

 ),2(tt 

Critério de decisão:

Rejeitar H0 se:

Não rejeitar H0, caso contrário
 ),2(t

Valor crítico:

Teste t para amostras emparelhadas
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2 𝑛



testes de hipóteses a duas amostras 
emparelhadas

Estatística de teste:
H0: d=0
H1: d≠0
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Hipóteses:

Teste de Wilcoxon para amostras emparelhadas

=+ positivos) são  quais os para ( ii DRT

D*
i = Xi – Yi Ri = ordem atribuída a Di (Di=| D*

i |)
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testes de hipóteses a duas amostras 
emparelhadas

Rejeitar H0 se:

Não rejeitar H0 caso contrário

nTTT ),2( −+

Critério de decisão:

H0: d=0
H1: d≠0

Teste de Wilcoxon para amostras emparelhadas

Hipóteses:



di ri

2.9 8

0.9 7

0.8 6

0.2 2

0.5 4

0.7 5

0.1 1

0.3 3

Xi Yi Di* Sign di

3.2 1.3 2.9 +

3.6 2.8 0.9 +

2.4 3.2 -0.8 -

2.1 1.9 0.2 +

4.2 3.7 0.5 +

5.4 6.1 -0.7 -

4.7 4.6 0.1 +

3.2 3.5 -0.3 -

T+ = 8+7+2+4+1=22 T- =6+5+3=14



Desafio: gerar uma função que mostra os 3 plots usuais para ver o resultado do teste e decidir se rejeitamos ou não H0



testes de hipóteses a uma ou duas 
amostras (emparelhadas ou não)

Teste t
para amostras emparelhadas 

1 amostra 

Síntese

2 amostras: 

2 amostras
emparelhadas: 

Teste t

Teste Wilcoxon 

Paramétrico (P)

Não P (NP)

Teste t

Teste Mann-Whitney

P

NP

Teste Wilcoxon
para amostras emparelhadas

P

NP



Ecologia Numérica

testes a mais de duas amostras
análise de variância e 

equivalente não paramétrico



anova e equivalente não paramétrico

• Quais os testes mais correntes para situações de 3 ou 
mais amostras?

• Quais as condições para a sua aplicação?

• Como interpretar os seus resultados?



A B C D

Testes a mais de duas amostras

anova e equivalente não paramétrico



anova e equivalente não paramétrico

Realizar todos os testes de 
pares de amostras, duas a 
duas:

A vs B
B vs C
A vs C

A B C

Mas isso não é uma boa ideia…Porque não?

Testes a mais de duas amostras



anova e equivalente não paramétrico

Para o conjunto das 3 hipóteses a 
probabilidade de correctamente não rejeitar 
todas as H0 seria 
0.953 = 0.86

ou seja, α = 0.14 !!!!

Testes a duas amostras:
A vs B
B vs C
A vs C

Porque não?

Hipótese nula

Verdadeira

Falsa

Não Rejeitar Rejeitar

Não há erro α

β

Hipótese nula

Não há erro

Testes a mais de duas amostras



anova e equivalente não paramétrico

H0: µA=µB=µC

H1: Há pelo menos uma média diferente das outras = as médias 

não são todas iguais

Fontes de variação:

Intra-amostra ou intra-grupos (erro)

Entre-amostras ou entre-grupos

A análise de variância (ANOVA)


