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testes de hipóteses a uma ou duas 
amostras (emparelhadas ou não)

Teste t
para amostras emparelhadas 

1 amostra 

Síntese

2 amostras: 

2 amostras
emparelhadas: 

Teste t

Teste Wilcoxon 

Paramétrico (P)

Não P (NP)

Teste t

Teste Mann-Whitney

P

NP

Teste Wilcoxon
para amostras emparelhadas

P

NP
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testes a mais de duas amostras
análise de variância e 

equivalente não paramétrico



anova e equivalente não paramétrico

• Quais os testes mais correntes para situações de 3 ou 
mais amostras?

• Quais as condições para a sua aplicação?

• Como interpretar os seus resultados?



A B C D

Testes a mais de duas amostras

anova e equivalente não paramétrico



anova e equivalente não paramétrico

Realizar todos os testes de 
pares de amostras, duas a 
duas:

A vs B
B vs C
A vs C

A B C

Mas isso não é uma boa ideia…Porque não?

Testes a mais de duas amostras



anova e equivalente não paramétrico

Para o conjunto das 3 hipóteses a 
probabilidade de correctamente não rejeitar 
todas as H0 seria 
0.953 = 0.86

ou seja, α = 0.14 !!!!

Testes a duas amostras:
A vs B
B vs C
A vs C

Porque não?

Hipótese nula

Verdadeira

Falsa

Não Rejeitar Rejeitar

Não há erro α

β

Hipótese nula

Não há erro

Testes a mais de duas amostras



anova e equivalente não paramétrico

H0: µA=µB=µC

H1: Há pelo menos uma média diferente das outras = as médias 

não são todas iguais

Fontes de variação:

Intra-amostra ou intra-grupos (erro)

Entre-amostras ou entre-grupos

A análise de variância (ANOVA)



anova e equivalente não paramétrico
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Fontes de variação:
Somas dos quadrados

Total: 

Entre-grupos:

Intra-grupos (erro):
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An example with 4 groups, 10 observations per group

set.seed(1234)
#observações por tratamento
n=10
#número de tratamentos
ng=4
N=n*ng
group=rep(paste0("G",1:ng),each=n)
means=c(2.1,3.2,7.7,8.9)
#gerar os dados
ys=c(rnorm(n,mean=means[1]),
rnorm(n,mean=means[2]),
rnorm(n,mean=means[3]),
rnorm(n,mean=means[4]))
#media global estimada
grandmean=mean(ys) 
#medias estimadas
estmeans=tapply(X=ys,
INDEX=group,FUN=mean)





anova e equivalente não paramétrico

Fontes de variação:
Somas dos quadrados

SQTOTAL = SQGRUPOS + SQerro



anova e equivalente não paramétrico

Estatística de teste:

erro

Grupos

erro

erro

Grupos

Grupos

QM

QM

SQ

SQ

F ==





Hipóteses:

H0: µA=µB=µC

H1: As médias não são todas iguais

N - k

k - 1



anova e equivalente não paramétrico

Fontes de variação:
Soma dos quadrados

SQTOTAL = SQGRUPOS + SQerro

glTOTAL = glGRUPOS + glerro

N - 1 =    k - 1 + N - k

k é o número de grupos, N é o número total de observações



anova e equivalente não paramétrico

Valor crítico:

errog
F  ,,

Critério de decisão:

Rejeitar H0 se:

Não rejeitar H0 caso contrário

Estatística de teste:

erro

Grupos

QM

QM
F =

errog
FF  ,,



anova e equivalente não paramétrico

A distribuição F

K=4
N=40



Rejeitamos H0 para qualquer nivel de significância!



Duas formas de fazer a mesma coisa (e uma preview sobre a relação entre modelos de 
regressão e análise de variância) 



anova e equivalente não paramétrico

• Os resíduos provêm duma população Gaussiana

• As variâncias dos diferentes tratamentos são homogéneas

No entanto, à semelhança do referido para o teste t, a análise de 

variância é bastante robusta, i.e. o seu desempenho não é 

profundamente afectado por desvios moderados dos pressupostos

Pressupostos da ANOVA



hist(residuals(aov(ys~group)),main="Resíduos")



anova e equivalente não paramétrico

As amostras provêm de populações normais com variância igual

Como verificar os pressupostos?

O que fazer caso não sejam 
cumpridos?

Pressupostos da ANOVA



testes de hipóteses a 2 amostras

ANOVA

Avaliar se os pressupostos são cumpridos

Não Sim

Testes paramétricosTestes não paramétricos

Transformação
dos dados

Não

Teste de Kruskal-Wallis

Teste sobre diferença no valor médio 
entre mais de duas amostras



anova e equivalente não paramétrico

Teste de Kruskal-Wallis: abordagem não-paramétrica

Estatística de teste:

H0: as amostras provêm da mesma população
H1: as amostras não provêm da mesma população

𝐻 =
12

𝑁(𝑁 + 1)


𝑖=1

𝑘

𝑛𝑖 ҧ𝑟𝑖.
2 − 3(𝑁 + 1)

Hipóteses:



anova e equivalente não paramétrico

Quando há empates deve ser utilizado um factor de correcção:

C

H
HC =

A estatística de teste deve ser 

corrigida do seguinte modo: 

NN

t
C

−
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Teste de Kruskal-Wallis

m=número de 
empates
ti = número de 
observações
empatadas no grupo i



anova e equivalente não paramétrico

Valor crítico: 𝜒2𝛼,𝑔𝑙

Critério de decisão:

Rejeitar H0 se:

Não rejeitar H0 caso contrário

𝜒2 > 𝜒𝛼,𝑔𝑙
2

C

H
HC =Estatística de teste:

sendo gl=k-1 (k=número de grupos)

Teste de Kruskal-Wallis



Decisão: rejeitar H0 para os níveis usuais de significância



anova e equivalente não paramétrico

Quando a H0 é rejeitada numa hipótese envolvendo 3 ou mais 

amostras, não é sempre óbvio qual ou quais das amostras 

diferem das outras.

Há, por isso, a necessidade de efectuar testes a posteriori de 

comparações múltiplas

Procedimentos de teste a posteriori



anova e equivalente não paramétrico

ANOVA

Teste de Kruskal-Wallis Teste de Dunn

Teste de Tukey (tipo Tukey)

Teste de Newman-Keuls

Teste de Scheffé

Testes a posteriori



anova e equivalente não paramétrico
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Sendo gl=N-k (N=número total de 

observações; k=número de grupos)

Teste de Tukey

Valor crítico:

Estatística de teste:

Critério de decisão:

Rejeitar H0 se:

Não rejeitar H0 caso contrário



anova e equivalente não paramétrico

kQ ,
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Teste de Dunn

Estatística de teste:

Valor crítico:

Critério de decisão:

Rejeitar H0 se:

Não rejeitar H0 caso contrário



R IMPLEMENTATIONS 
OF 

A POSTERIORI TESTS 
FOR 

MULTIPLE COMPARISONS



Apenas os grupos 3 e 4 parecem não ser diferentes
entre si, o que faz sentido (ver gráfico)

Teste de Tukey



Teste de Newman-Keuls



Teste de Scheffé



Less power, so actually can’t tell if Groups 1 and 2 are different!

Teste de Dunn 
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Teste t para amostras emparelhadas

1 amostra 

2 amostras: 

2 amostras
emparelhadas: 

Teste t

Teste Wilcoxon 

P

NP

Teste t

Teste Mann-Whitney

P

NP

Teste Wilcoxon para amostras emparelhadas

P

NP

3 ou + amostras: 

ANOVA 

Teste Kruskal-Wallis

P

NP

Síntese
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anova multifactorial



anova multifactorial

• Quais os testes mais correntes para situações com 
múltiplas amostras e factores?

• Quais as condições para a sua aplicação?

• Como interpretar os seus resultados?



anova multifactorial

Testes a mais de duas amostras

A B C D



anova multifactorial

Factor A

Factor B

Nível 1 Nível 2 Nível 3

Nível 1

Nível 2

ANOVA multifactorial



anova multifactorial

H0: µA=µB=µC - factor A
H1: As médias não são todas iguais – factor A

H0: µA=µB=µC - factor B
H1: As médias não são todas iguais – factor B

H0: não há interacção entre factor A e B
H1: há interacção entre factor A e B

ANOVA multifactorial (H0’s c/ 2 factores)



anova multifactorial

Fontes de variação ANOVA simples:
Somas dos quadrados

SQTOTAL = SQGRUPOS + Sqerro

(às vezes a notação é SS de “sum of squares”, às vezes é SQ de “squares”)

SSTOTAL = SSGRUPOS + SSerro



anova multifactorial

Fontes de variação:
Somas dos quadrados

SQTOTAL = SQGRUPOS + SQerro

SQfactor A + SQfactor B + SQinteracção

ANOVA multifactorial

Entre 
grupos

Intra 
grupos, ou
o que fica
por 
explicar, 
ou seja, o 
erro



anova multifactorial
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Fontes de variação ANOVA simples:
Somas dos quadrados

Total: 

Entre-grupos:
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anova multifactorial

Fontes de variação ANOVA simples:
Somas dos quadrados

Total: 

Entre-grupos:

Intra-grupos (erro):  
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A variação total 
entre grupos pode
ser decomposta em
mais 3 fontes de 
variação



anova multifactorial

factor A:

factor B:

interacção


=

−=
a

i

iA XXbnSQ
1

2

. )( 1−= agl


=

−=
a

j

jB XXanSQ
1

2

. )( 1−= agl

BAGI SQSQSQSQ −−= )1)(1( −−= bagl

Com 2 factores, A SQG pode ser dividida em:



anova multifactorial

Estatística de teste:

erro

factor

erro

erro

factor

factor

QM

QM

SQ

SQ

F ==





Hipóteses:

H0: µA=µB=µC

H1: As médias não são todas iguais



anova multifactorial

erro

AxB

erro

erro

AxB

AxB

QM

QM

SQ

SQ

F ==





H0: não há interacção entre os factores    

H1: há interacção entre os factores

Estatística de teste:

Hipóteses:



anova multifactorial

Valor crítico:

erronum
F  ,,

Critério de decisão:

Rejeitar H0 se:

Não rejeitar H0 caso contrário

Estatística de teste:

erro

factor

QM

QM
F =

erronum
FF  ,,

erro

AxB

QM

QM
F =



set.seed(123)
F1=rep(paste0("F1",c("A","B","C")),each=30)
F2=rep(paste0("F2",c("A","B","C","A","B","C","A","B","C")),each=10)
table(F1,F2)
#simulate the data  
ys=3+ifelse(F1=="F1A",3,ifelse(F1=="F1B",2,4))+ifelse(F2=="F2A",6,if
else(F2=="F2B",8,10))+rnorm(90,mean=0,sd=2)

Um exemplo com 2 factores, 3 níveis por factor, 10 observações
por grupo (N=90)





Level 1 
effect

Level 2 
effect

Interaction 
effect

Total error





anova multifactorial

• Os resíduos provêm duma população normal

• As variâncias são homogéneas

No entanto, à semelhança do referido para o teste
t, a análise de variância é bastante robusta, i.e. o
seu desempenho não é profundamente afectado
por desvios moderados dos pressupostos

Pressupostos da ANOVA:



anova multifactorial

Em caso de rejeição da H0 com mais de dois níveis
devem efectuar-se...

ANOVA

Teste de Tukey (tipo Tukey)
Teste de Newman-Keuls
Teste de Scheffé

Testes a posteriori



anova multifactorial
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Sendo gl=N-k (N=número total de 
observações; k=número de grupos)

Teste de Tukey

Valor crítico:

Estatística de teste:

Critério de decisão:

Rejeitar H0 se:

Não rejeitar H0 caso contrário



anova multifactorial

Teste de Kruskal-Wallis de dois factores

Se os pressupostos não forem cumpridos, qual a
abordagem não-paramétrica?

Segundo alguns autores o desempenho deste
teste, também conhecido por teste de Scheirer
Ray Hare é fraco e não constitui uma boa
alternativa à ANOVA de dois factores.




