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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.5 Mudanca de Base

Relacdo entre matrizes representacao de operadores

O - matriz representacdo do operador O Q - matriz representacdo do operador O
na base {|/)} na base {|a)}
. N . N
Oli) = 21 ) Gji Ola) = BZI 18) Qpa
J: =

Qo5 = (a|0|B) = (a]101]8) = 3 (ali) (i|OL) (jIB) = Z(u*)a,(O),,(U),ﬁ

o

Nota que como arbitrariamente definimos (U);o = Uiq = (i|la) — (i)
entdo (ali) = (ila)* = UL, = (U")u

7é Uai

(1)
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.5 Mudanca de Base

Relacdo entre matrizes representacao de operadores

O - matriz representacdo do operador O € - matriz representacdo do operador O
na base {|/)} na base {|a)}
. N . N
Oli) = Zl U) Oji Ola) = ,321 18) Qga
J: =

Qo = (a|0|6) = (a|10118) = Y _ (ali) (i|OL) (j|B) = Z(UT)Q,(O)U(U)M

5

Q = U'OU ou O = UQUT

As matrizes U e Q estdo relacionadas por uma transformacdo unitéria.

(2)

(3)
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1. Revisio Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.5 Mudanca de Base

Q = U'OU ou O = UQUT

® as matrizes O e Q est3o relacionadas por uma transformacdo unitdria

® Importancia da transformacdo unitaria: para qualquer operador Hermiteano cuja
matriz representacao numa base ndo é diagonal, é sempre possivel encontrar uma
base em que a matriz representacdo do operador é diagonal:

Qa,@ = waaaaﬁ = wa(sab’

Extremamente importante para resolver Equacoes de Valores Proprios

(e.g. HyY = Ev)

Importante!

5/29



1. Revisio Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacodes de Valores Préprios

Importancia

/ ;HRﬁDINGER’S cAf 1; >
ALAVIE

O nosso objectivo é conseguir resolucdo
da equacgdo de Schrodinger
independente do tempo que é uma
equacdo de valores préprios

Hep = Evp

Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger
1887-1961 (Fonte: wikipedia / www.redwolf.in)
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacgoes de Valores Proprios

Definicoes
Recorde que um operador actua sobre um vector, devolvendo outro vector

Ola) = 18) (4)

Se um operador O actuar sobre um vector |a) e o vector resultante for simplesmente uma
constante multiplicada por |«), estamos na presenca de uma equacgdo de valores
préprios

Ola) = wa |a) (5)
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1. Revisio Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacoes de Valores Préprios

Propriedades de operadores Hermiteanos (Of = O)

Ola) = wa |a) (6)
(iremos escolher vectores préprios normalizados, (a|a) = 1)

® Os valores préprios de um operador Hermiteano sdo reais: wq, = w},

® Os vectores préprios de um operador Hermiteano s&o ortogonais: («|3) = 0 se
Wa 7 Wg

® Também é possivel demonstrar que os vectores préprios {a} de um operador
Hermiteano podem ser escolhidos de modo a formarem um conjunto ortonormal,

(a]B) = bap
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacoes de Valores Préprios

Diagonalizacao de Matrizes e Equacdes de Valores Préprios

A matriz representagdo de um operador Hermiteano O numa base arbitraria {|/)}

geralmente nao é diagonal ...
. contudo, a sua matriz representacao numa base formada pelos seus vectores préprios é

diagonal.

Ola) =wy |a) =
Oga
—
(BlO]a) = wa (Bla) = wadpa =
Oga = wadp, definicdo de elementos de uma martiz diagonal!

(7)

9/29



1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacgdes de Valores Proprios

Diagonalizacao de Matrizes e Equacdes de Valores Préprios

Ola) = wale) e Oga = wadga
Ent3o, a resolucdo de uma equacdo de valores préprios pode ser posta da seguinte forma:

Dada a matriz representacdo, O de um operador Hermiteano O na base ortonormal {|i)},
queremos encontrar a base ortonormal {|a)} na qual a matriz representacdo Q de O é
diagonal: queremos diagonalizar a matriz O
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacgoes de Valores Proprios

Diagonalizacao de Matrizes e Equagdes de Valores Préprios

Para resolver uma equac3o de valores préprios, queremos diagonalizar a matriz O. Como?
Usando transformacoes unitarias!

Queremos encontrar a matriz unitaria U (U = U™!) que converte O na matriz diagonal
Q

w1 0
Q=UOU=w= = Wabas (8)

Mas como encontramos a matriz U?
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacdes de Valores Préprios

Métodos para dioagonalizar matrizes

Existem varios métodos computacionais implementados que dada uma matriz O devolvem
w e U (e.g. em Numpy podemos usar a fun¢do numpy.linalg.eig)

Para efeitos de demonstracdo iremos considerar:

® Método do determinante secular

® Método da transformacao unitaria
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacgoes de Valores Proprios

Métodos para dioagonalizar matrizes: determinante secular

Dada uma matriz Hermiteana O (N x N) queremos encontrar a matriz U que diagonaliza
O. Para tal, queremos encontrar os vectores coluna c (vectores préprios de O) e os
correspondentes valores w (valores préprios)

Oc = wc que pode reescrever-se como (0 —wl)c =0
pode demonstrar-se que esta equagdo tem um solu¢do n3o trivial (i.e. ¢ # 0) apenas se :

|O —wl| =0 determinante secular (9)

polinédmio de grau N na incégnita w com N raizes (wq; @ =1, ..., N) que sdo os valores
préprios da matriz O
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacgoes de Valores Proprios

Métodos para dioagonalizar matrizes: determinante secular

|O —wl| =0 determinante secular

(O —wl)e =0 equagdo de valores préprios

® Encontrar os valores préprios w usando o determinande secular
® Encontrar os vectores préprios substituinda na equacdo de valores préprios
e Contruir a matriz diagonal contendo os valores préprios w

e Contrurir a matriz dos vectores préprios ¢

(e =1,...,N): forma matricial da equa¢do de valores préprios (10)
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacoes de Valores Proprios

Métodos para dioagonalizar matrizes: determinante secular

Recordemos também que como O é Hermiteana, os valores proprios sao reais e os
vectores proprios sao ortogonais

N
> () = dag (11)
i=1
Recordemos também que podemos impor que c“ sejam normalizados
N
eyt =1 (12)
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacodes de Valores Préprios

E3.1 Calcule os valores e os vectores préprios da matriz simétrica O (2 x 2) usando o
método do determinante secular

021 O

0-— [011 012}
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacoes de Valores Préprios

Métodos para dioagonalizar matrizes: determinante secular

Verificdmos que para uma matriz (2 x 2) os valores préprios sdo dados por:

1
w1 = 5[011 + O — [(O11 — On)? + 4012021]%]

13)
1 . (
wy = 5[011 + O + [(O11 — 022)* + 40105]7]
e por conseguinte, os vectores préprios sao:
Ow¢l + O1ach = wici
O R ()R (14)

i i i
Oz1¢1 + Oxcy = wjc)
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacdes de Valores Préprios

Métodos para dioagonalizar matrizes

Existem varios métodos computacionais implementados que dada uma matriz O devolvem
w e U (e.g. em Numpy podemos usar a fun¢do numpy.linalg.eig)

Para efeitos de demonstracdo iremos considerar:

® Método do determinante secular v

® Método da transformacao unitaria
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacgodes de Valores Proprios

Métodos para dioagonalizar matrizes: transformacao unitaria

Encontrar directamente a matriz U que diagonaliza O

0-— [011 012] U [Un Ulz}

021 022 U21 U22
Uin Ua1| [O11 Or2| [Uin Urz wp 0
uou = —w= 15
|:U12 Uzz] [012 022] |:U21 Uzz] ¥ [0 wz] (15)

v
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacoes de Valores Préprios

Métodos para dioagonalizar matrizes: transformacao unitaria

Como UTU = 1 & possivel impér 3 contrangimentos (2 diagonais, 1 ndo diagonal)

U1 U1 + Us1 Upy Ui Upp + U21U22] _ [1 0] 1 (16)

u'u = {
UioUr1 + Uxo U1 Up Ui + U Uao 01

forma mais geral de uma matriz unitaria (ortogonal) e hermiteana

sin —cos 0

_ [cos9 sin 0 }
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacdes de Valores Préprios

Métodos para dioagonalizar matrizes: transformacao unitaria

Temos que garantir que

u'ouU — cos 0 sin 0 011 O12| |cos 8  sin6
" |sinf —cos@| |0y Ol |sin@ —cos 6

8
. O11 cos? 6 + Oyo sin® + O12 sin 20 %(011 = 022) sin 20 — O1» cos 20 ( )
- %(011 = 022) sin 260 — O15 cos 20 O11 sin® 6 + 0> cos? 6 + 015 sin 20

é diagonal, portanto %(011 — O) sin 260 — O12 cos 20 =0

tan_l 2012 . 1 2012

1
fo = - = arct 19
072 0110 2 aretan 01102 (19)
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1. Revisdo Matematica | 1.1 Algebra Linear

1.1.6 Equacgoes de Valores Proprios

Métodos para dioagonalizar matrizes: transformacao unitaria

1 2012 1
0o = = tan ! = = arct
0=7 an 100 2 arctan

Os valores préprios sdo entdo dados por:

2012
01102

w1 = 011 cos?® 0o + O sin’ Oo + O12 sin (290) (20)
wy = 011 an2 0o + O 6052 0 — O12 sin (290)

e os vectores proprios sdo dados pelas colunas da matriz U

G G sin @ —cos 0

U=(c )= [cli c;g] _ [cos 0 sin6 ]
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1. Revisdo Matemdtica | 1.2 Fungdes Ortogonais, Préprias e Operadores

1.2 Funcoes Ortogonais, Funcoes Proprias e Operadores

Funcdes completas e ortonormais: generalizacao da algebra linear

Consideremos um conjunto infinito de fun¢des {v;(x),i = 1,2,...} que satisfazem a
condi¢do de ortonormalidade no intervalo [xi, x2], i.e.

/ G = (22)

Agora, vamos assumir que qualquer fungdo a(x) pode ser escrita como uma combinagdo
linear de fungdes base {1;}

) = 3 ilx)a (23)

isto é, a base {¢;(x)} é completa!
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1. Revisdo Matemdtica | 1.2 Fungdes Ortogonais, Préprias e Operadores

1.2 Funcgoes Ortogonais, Fungoes Proprias e Operadores

Fun¢bes completas e ortonormais: generalizacao da dlgebra linear

(ilj) = & Jod dxr ()es(x) = 8

|a) =32, i) aj a(x) = >_; vi(x)ai

Seguindo a mesma analogia podemos determinar as suas componentes a; em relagdo a
base {¢;} multiplicando a(x) por {¢)7} e integrando

/ dx ¥ (x Z / dxzbj (x)i(x) aj = Zaj,a, = a; (24)
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1. Revisdo Matemdtica | 1.2 Fungdes Ortogonais, Préprias e Operadores

1.2 Funcoes Ortogonais, Funcoes Préoprias e Operadores

Funcdes completas e ortonormais: generalizacao da algebra linear

Podemos usar a notagao de dirac para representar o integral
Jdxyi(x)a(x) = (jla) = a
Outras generalizagGes:

(il “produto escalar”: [ dx a*(x)b(x)

Yi(x) = i) ¥ (x)

a(x) = |a) a*(x)

(al ortonormalidade: [ dx ¥¥(x);(x)

(alb)
{ilj)
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1. Revisdo Matemdtica | 1.2 Fungdes Ortogonais, Préprias e Operadores

1.2 Funcoes Ortogonais, Funcoes Proprias e Operadores

Operadores

Podemos entdo definir o operador @ como uma entidade que actua sobre a fungdo a(x) e
devolve a fungdo b(x)

Oa(x) = b(x) Ola) = |b)

O operador diz-se nao local se para calcular b(x) necessitamos de conhecer a(x) para
todos os valores de x (também chamados de operadores integrais).

O operador diz-se local se para calcular b(x) no ponto xp, necessitamos apenas de
conhecer a(x) num local infinitesimal préximo da vizinhanga de x, .
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1. Revisdo Matemdtica | 1.2 Fungdes Ortogonais, Préprias e Operadores

1.2 Funcoées Ortogonais, Funcodes Préprias e Operadores

Operadores

Se O (x) = wada(x), podemos afirmar que ¢, é a fungao prépria do operador O com
valores préprios w,

Multiplicando por ¢, (x)
J dx 95(x)O0¢a(x) = [ dx ¢ (x)da(x)lwa (|Ola) = (ala) wa = wa

Estamos apenas interessados nas funcdes préprias e valores préprios de operadores
Hermiteanos

[ dx a*(x)Ob(x) = [ dx b(x)(Oa(x))* = ([ dx b*(x)Oa(x))*

ou (a|O|b) = (b|O]a)*
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