Oscilagoes e Ondas

Problemas
Modulo I — Oscilagoes e ondas

45 exercicios organizados em nove conjuntos sequenciais, com cinco erercicios por aula
teorico-prdtica.
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1 Oscilador harmonico

Exercicio 1 — Equilibrio e forga restauradora

Uma massa m = 0.50 kg esté ligada a uma mola horizontal de constante elastica k = 200 Nm™".
A origem das coordenadas coincide com a posigao de equilibrio.

a) Determine a forga para z = 3.0 cm.

(a)

(b) Explique por que razao esta forga é restauradora.

(c) Determine a aceleragao da massa nessa posigao.
)

(d) Indique o sentido da aceleragao.

Exercicio 2 — Movimento harmoénico simples

Para o sistema anterior, a massa é afastada de A = 5.0cm e largada do repouso.

a) Determine a frequéncia angular.

(a)

(b) Determine o periodo e a frequéncia.

(c) Escreva z(t).
)

(d) Determine a velocidade méxima.

Exercicio 3 — Energia do oscilador

Uma massa m = 0.20 kg oscila numa mola de constante £ = 80 Nm ™!, com amplitude A = 10 cm.

(a) Determine a energia mecanica total.
(b) Determine a energia potencial e cinética para x = 6 cm.

(c) Determine a velocidade nesse ponto.

Exercicio 4 — Determinacao de uma constante elastica

Um sistema massa—mola é utilizado para determinar experimentalmente a constante de uma
mola. Para uma massa de 0.40 kg, mede-se T' = 0.80s.

(a) Determine k.
(b) Se a massa passar para 0.90kg, determine o novo periodo.

(c) Explique como uma medigao de periodos pode ser usada para caracterizar uma mola.



Exercicio 5 — Péndulo de pequenas oscilagoes

Um péndulo simples de comprimento L = 0.80m é deslocado de um pequeno angulo e largado.

a

(
(b

) Mostre que, para pequenos angulos, o movimento é aproximadamente harmoénico.
) Determine o periodo.
(¢) Determine a frequéncia.

(d) Compare com um sistema massa—mola e identifique a frequéncia angular.



2 Oscilagoes amortecidas e forcadas

Exercicio 6 — Amortecimento exponencial

A amplitude de um oscilador amortecido é descrita por
A(t) = Age Pt

Inicialmente Ag = 10cm e, apds 5.0s, a amplitude é 3.68 cm.

(a) Determine f.
(b) Determine a amplitude apos 10s.

(¢) Determine o tempo necessério para a amplitude diminuir para 10% do valor inicial.

Exercicio 7 — Regime subamortecido

Um sistema obedece a
i+ 2B + wir =0,

com wp = 10rads™! e B =251
(a) Identifique o regime de amortecimento.
(b) Determine a frequéncia angular amortecida.

(¢) Compare o periodo amortecido com o periodo sem amortecimento.

Exercicio 8 — Regimes de amortecimento

Considere um sistema com frequéncia natural wy = 8rads™—!. Classifique o movimento para

B=3s"!,  pB=8s!  pg=12s5""

Exercicio 9 — Oscilador forcado

Um oscilador é excitado por
F(t) = Fycos(wt).

A sua frequéncia natural é fy = 5.0 Hz.
(a) Indique a frequéncia angular natural.
(b) Compare qualitativamente a resposta para f = 1Hz, f =5Hz e f = 20Hz.

(c) Explique a diferenga entre regime transitorio e estacionario.



Exercicio 10 — Ressonéancia e factor de qualidade

A resposta de um oscilador apresenta um pico de ressonancia centrado em f, = 100 Hz.

frequéncias de meia poténcia sao fi = 95Hz e fo = 105 Hz.

(a) Determine a largura de ressonancia.
(b) Determine o factor de qualidade.

(c) Compare com outro sistema de mesma frequéncia natural mas com largura 40 Hz.



3 Osciladores acoplados e modos normais

Exercicio 11 — Duas massas independentes

Duas massas iguais m estao ligadas separadamente a molas idénticas de constante k.

a) Escreva as equacoes de movimento.
quag
b) Determine a frequéncia natural de cada oscilador.
q

(c) Explique por que ainda nao existe acoplamento.

Exercicio 12 — Duas massas acopladas

Duas massas iguais m estao ligadas a paredes por molas de constante k£ e entre si por uma mola
de constante k..

(a) Escreva as equagdes de movimento.

(b) Identifique a forga exercida pela mola de acoplamento sobre cada massa.

Exercicio 13 — Modos normais

Para o sistema anterior, determine as frequéncias dos dois modos normais, correspondentes a
movimentos em fase e em oposicao de fase.

Exercicio 14 — Coordenadas normais

Defina
T+ T2 Tl — T2

Q+:Ty Q—ZW

(a) Determine 1 e x9 em funcao de ¢4 e g—.
(b) Mostre que estas coordenadas desacoplam as equagdes de movimento.

(c) Identifique as frequéncias associadas a cada coordenada normal.

Exercicio 15 — Transferéncia de energia e cadeia de osciladores

Dois osciladores fracamente acoplados tém frequéncias proprias

f1 = 9.8 Hz, fo = 10.2Hz.

a) Determine a frequéncia média.

(a)

(b) Determine a diferenga de frequéncias.

(c) Estime a escala temporal associada a troca lenta de energia.
)

(d) Explique qualitativamente como uma cadeia de muitos osciladores pode conduzir a uma
descrigao ondulatoria.



4 Descritores das ondas

Exercicio 16 — Descritores fundamentais
Uma onda sinusoidal tem amplitude 4.0 mm, periodo 0.20s e comprimento de onda 0.60 m.

Determine

f7 w, ka v.

Exercicio 17 — Equagao de uma onda

Uma onda propaga-se no sentido positivo de =, com
A=2.0cm, A=1.0m, f=2.0Hz.

Escreva uma expressao para a onda, admitindo fase inicial nula.

Exercicio 18 — Diferenca de fase

Para uma onda de comprimento de onda A = 40 cm, determine a diferenca de fase entre dois
pontos separados por

Az = 10cm, Az = 20cm, Ax = 40 cm.

Exercicio 19 — Medicao de uma onda acustica
Uma onda sonora tem frequéncia 2.0 kHz e propaga-se a 340ms~1.

a) Determine o comprimento de onda.

(a)

(b) Determine o namero de onda.

(c) Determine a frequéncia angular.
)

(d) Determine quantos comprimentos de onda cabem em 3.4 m.

Exercicio 20 — Velocidade de propagagao e movimento local

Considere
y(x,t) = Acos(kx — wt).

a) Determine a velocidade transversal de uma particula do meio.

(a)

(b) Determine a aceleragao transversal.

(¢c) Mostre que cada ponto do meio executa um movimento harmoénico simples.
)

(d) Explique a diferenga entre esta velocidade e a velocidade de propagacao da onda.



5 Equacao da onda

Exercicio 21 — Velocidade numa corda

1

Uma corda possui densidade linear i = 4.0 x 103 kgm™! e esta submetida a uma tensdo T =

100 N. Determine a velocidade de propagagao.

Exercicio 22 — Verificagcao de uma solugao

Verifique que
y(z,t) = Acos(kx — wt)
é solucao de
Py _ 20%
ot? Ox?’

desde que exista uma relagao apropriada entre w, k e v.
Exercicio 23 — Efeito da tensao no comprimento de onda
Uma corda é excitada a frequéncia constante f = 200Hz. Inicialmente 77 = 50N e depois

Ty = 200N. A densidade linear é = 2.0 x 1073kgm™!. Determine os dois comprimentos de
onda.

Exercicio 24 — Significado fisico da curvatura

Considere uma corda cuja forma instantanea apresenta uma regiao com grande curvatura espa-
cial.

(a) Relacione a curvatura com 0%y/0xz2.
(b) Explique o que a equagao da onda prevé para a aceleragao local.

(c) Compare uma regiao aproximadamente rectilinea com uma regiao fortemente curvada.

Exercicio 25 — Do sistema discreto ao limite continuo

Uma cadeia de massas iguais m, separadas por uma distancia a, esté ligada por molas de cons-
tante K. A equagao discreta é

myn = K(yn—H - 2yn + yn—1)~

Usando uma expansao de Taylor, mostre que, no limite continuo, se obtém uma equacao da onda
e determine a velocidade de propagacao em fungao de K, m e a.



6 Solucgoes da equagao da onda

Exercicio 26 — Forma de uma onda viajante

Considere
y(l‘at) = f($ - Ut)'

(a) Mostre que a forma se desloca para a direita.

(b) Determine a posi¢ao, no instante ¢, de um méaximo inicialmente situado em z = 0.

Exercicio 27 — Pulso gaussiano

Considere ( 2
T — vt
x,t)=Aexp |————| .
viat) = desp |-
(a) Determine a posi¢gao do maximo.

(b) Determine a amplitude méaxima.

(c) Explique o significado fisico do parametro o.

Exercicio 28 — Representagao complexa

Escreva
y(z,t) = Acos(kx — wt)

como parte real de uma expressao complexa. Use a representagao para determinar formalmente
as derivadas temporal e espacial da onda.

Exercicio 29 — Velocidade de fase e relacao de dispersao

Num meio nao dispersivo,
w = vk.

(a) Determine a velocidade de fase.
(b) Explique por que a velocidade nao depende da frequéncia.

(c) Se, noutro meio, w = ak?, determine a velocidade de fase e discuta a existéncia de dispersdo.

Exercicio 30 — Pacote de onda e velocidade de grupo

Considere duas componentes harmonicas com ntmeros de onda proximos k1 e ko e frequéncias
w1 € Wa.

a) Explique como a soma pode produzir uma envolvente.

(
(b
(c

(d) Compare vy com a velocidade de fase.

Defina a velocidade de grupo.

Para a relacio de dispersao w = ak?, determine Vg.

)
)
)
)



7 Ondas planas, cilindricas e esféricas

Exercicio 31 — Ondas planas

Considere
W(r,t) = Acos(kz — wt).

(a) Determine a direc¢ao de propagagao.
(b) Descreva geometricamente as frentes de onda.
Exercicio 32 — Onda cilindrica
Uma fonte linear ideal produz uma onda cuja amplitude varia aproximadamente como
A(r) oc —.
) -
Se a amplitude a r; = 1 m for Ay, determine a amplitude a 9 = 9m.

Exercicio 33 — Onda esférica

Uma, fonte pontual produz uma onda cuja amplitude é

A amplitude a 2m é 6 mm.

(a) Determine a amplitude a 8 m.

(b) Determine a razao entre as intensidades nesses dois pontos.

Exercicio 34 — Poténcia de uma fonte isotrépica
Uma fonte isotropica emite P = 2.0 W.

(a) Determine a intensidade a 1m.
(b) Determine a intensidade a 5m.

(c) Verifique a dependéncia da intensidade com a distancia.

Exercicio 35 — Aproximacao de onda plana

Uma fonte esté a uma distancia R = 20 m de uma regiao de observagao com dimensao transversal
d=0.20m.

(a) Determine a razao d/R.
(b) Discuta se a frente de onda pode ser aproximada por um plano.

(c) Repita a discussao para uma regiao de dimensao 10 m.
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8 Energia, fluxo e propagacao de ondas

Exercicio 36 — Dependéncia da energia com a amplitude

Uma onda numa corda tem amplitude A. Outra onda, no mesmo meio e com a mesma frequéncia,
tem amplitude 2A. Determine a razao entre as energias transportadas.

Exercicio 37 — Energia média numa corda

Uma onda harmoénica numa corda é descrita por
y = Acos(kx — wt).

Mostre que a energia cinética média por unidade de comprimento é proporcional a pA?w? e
determine o factor numérico.

Exercicio 38 — Poténcia numa corda

Uma corda possui
p=230x10"kgm™!, T =120N.

Uma onda de amplitude A = 1.5 mm e frequéncia f = 80 Hz propaga-se na corda. Determine a
poténcia média transportada.

Exercicio 39 — Intensidade e detector
Um detector de rea S = 4.0 cm? é colocado num campo cuja intensidade é I = 2.5 x 1073 W m™2.
(a) Determine a poténcia recebida.

(b) Determine a energia recebida durante 30s.

Exercicio 40 — Espalhamento geométrico

Uma fonte aproximadamente pontual produz uma intensidade I; = 1.0 Wm™2 a 2m.

(a) Determine a intensidade a 6 m.
(b) Determine a distancia a que a intensidade é 1% de 1.

(c) Explique a diferenca entre perda por espalhamento geométrico e absor¢ao.

11



9 Condicgoes de fronteira, ondas estacionarias e interferéncia

Exercicio 41 — Reflexao numa extremidade fixa

Uma onda incidente numa corda é
y; = Asin(kz — wt).

A extremidade em xz = 0 é fixa.

(a) Determine uma expressao adequada para a onda reflectida.
(b) Determine a onda resultante.

(c) Mostre que a extremidade fixa corresponde a um no.

Exercicio 42 — Modos préprios de uma corda

Uma corda de comprimento L = 1.20m esta fixa nas duas extremidades. A velocidade de
propagacio é v = 180ms~!. Determine as trés primeiras frequéncias proprias.

Exercicio 43 — Interferéncia de duas ondas

Duas ondas de mesma amplitude sao
yp = Acosf, ya = Acos(f + ¢).

Determine a amplitude resultante e avalie os casos

0
¢ = Oa ¢ = 57 Cb =T.

Exercicio 44 — Batimentos

Duas fontes produzem ondas com frequéncias

f1 =500 Hz, fo = 506 Hz.

(a) Determine a frequéncia dos batimentos.
(b) Determine o intervalo entre dois maximos sucessivos da envolvente.

(c) Explique a origem fisica do fenomeno.

Exercicio 45 — Reflexao, impedancia e ecos
Uma onda acistica incide perpendicularmente numa interface entre dois meios com impedéancias

Z1 =1.50 x 10° Pasm™!, Zy =1.80 x 10 Pasm™!.

(a) Determine o coeficiente de reflexdo de amplitude.

(b) Determine a fracgao de intensidade reflectida.

12



(c) Explique como a onda reflectida pode produzir interferéncia com outras ondas presentes
no meio.

(d) Explique como o tempo de chegada de um eco pode fornecer informagao sobre a posi¢ao
de uma interface.

13



10 Exercicios extra

Exercicio 46 — Oscilagao de um sistema de medigao

Um pequeno elemento de massa m = 2.0 x 1073 kg esta suspenso por um sistema elastico de

constante efectiva k& = 8.0Nm™!. Apo6s um pequeno deslocamento, o sistema é largado do

repouso.

a) Determine a frequéncia angular natural.
g
(b) Determine o periodo de oscilagao.

(c) Se o deslocamento inicial for 1.5 mm, escreva a expressao do deslocamento em fungao do
tempo.

(d) Determine a velocidade méxima.

Exercicio 47 — Decaimento de uma oscilagao amortecida

A resposta livre de um pequeno sistema mecénico é descrita por
z(t) = Age P! cos(wqt),

com
Ap = 4.0mm, S =0.50s""1, wg = 12rads™ 1.

a) Determine a amplitude apés 2.0s.

(a)
(b) Determine a razao entre as amplitudes apés dois intervalos sucessivos de 1.0s.
(¢) Determine a frequéncia das oscilagoes amortecidas.

)

(d) Explique por que razao o sinal pode desaparecer gradualmente mesmo continuando a osci-
lar.

Exercicio 48 — Ressonancia e selectividade

Um sistema apresenta uma frequéncia de ressonancia de
fo =2.0MHz.
As frequéncias de meia poténcia sao

f1 =1.96 MHz, fo = 2.04 MHz.

(a) Determine a largura de ressonancia.
(b) Determine o factor de qualidade.

(¢) Um segundo sistema apresenta a mesma frequéncia central mas uma largura de 0.40 MHz.
Compare os dois sistemas quanto a selectividade.

(d) Indique qualitativamente qual deles responde a uma gama mais estreita de frequéncias.
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Exercicio 49 — Dois modos de vibracao

Dois elementos idénticos de massa
m = 0.10kg

estao ligados a suportes por molas de constante
k=100Nm™*
e entre si por uma mola de acoplamento de constante

k.=25Nm "L

a) Determine a frequéncia angular do modo em que os dois elementos se movem em fase.

(a)

(b) Determine a frequéncia angular do modo em que se movem em oposigao de fase.

(c¢) Indique qual dos dois modos deforma a mola de acoplamento.
)

(d) Explique por que as duas frequéncias sao diferentes.

Exercicio 50 — Medigao de velocidade de propagacao

Um pulso percorre uma distancia de 12 cm em 80 ps.

(a) Determine a velocidade de propagagao.

(b) Se um sinal harmonico com frequéncia 5.0 MHz se propagar no mesmo meio, determine o
comprimento de onda.

(¢) Determine o ntimero de onda.

(d) Determine a frequéncia angular.

Exercicio 51 — Verificagao experimental da equacao da onda

Num meio unidimensional, mede-se uma perturbacao descrita por
u(x,t) = Acos(kx — wt),
com

k=4.0x10radm™*, w=26.0x10%rads™!.

(a) Determine a velocidade de fase.

(b) Calcule 9%u/0t>.

(c) Calcule 0?u/0x2.
)

(d) Verifique explicitamente que a fungao satisfaz uma equagao da onda da forma

0u 5 0%u

o2~ " o
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Exercicio 52 — Pulso e tempo de voo

Um pulso com forma

u(w,t) = Aexp [_@;ﬁ}

propaga-se com velocidade
v =1500ms"".
(a) Determine o tempo necessério para o maximo do pulso percorrer 6.0 cm.
(b) Se o = 2.0mm, indique a escala espacial caracteristica da largura do pulso.

(c) Explique por que um pulso espacialmente mais curto pode permitir distinguir melhor duas
interfaces proximas.

Exercicio 53 — Espalhamento geométrico de uma fonte

Uma fonte aproximadamente pontual emite uma poténcia total
P =20mW

uniformemente em todas as direcgoes.

a) Determine a intensidade a 5cm da fonte.

(
(b
(c

(d) Explique por que a intensidade diminui mesmo na auséncia de absorgao.

Determine a intensidade a 20 cm.
Determine a razdo entre as amplitudes nos dois pontos, admitindo que I o A2.

)
)
)
)

Exercicio 54 — Energia recebida por um detector

Uma onda de intensidade média
I=30Wm?2

incide perpendicularmente sobre uma area circular de raio

r = 4.0 mm.

(a) Determine a poténcia incidente.
(b) Determine a energia recebida durante 5.0 ms.

(¢) Se a amplitude da onda duplicar, mantendo-se as restantes condigoes, determine a nova
poténcia média.
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Exercicio 55 — Reflexao numa interface

Uma onda incide perpendicularmente numa interface entre dois meios com impedéancias

Z, =150 x 10° Pasm ™1, Zy =17.50 x 10° Pasm™".

(a) Determine o coeficiente de reflexdo de amplitude

oy — 714
r=—_——
Zy+ 21

(b) Determine a frac¢ao de intensidade reflectida.
(c) Determine a frac¢ao de intensidade transmitida, desprezando perdas na interface.

(d) Compare este resultado com o caso Z; = Zs.

Exercicio 56 — Eco e ondas estacionarias

Um pulso propaga-se num meio com velocidade
v =1540ms"".
E emitido um pulso e detectado um eco apos

t = 130 ps.

(a) Determine a distancia até a interface responsavel pelo eco.

(b) Se, em vez de um pulso isolado, for produzida uma onda continua e a onda reflectida
regressar ao emissor, explique como pode surgir uma onda estacionéaria.

(c) Escreva a condic¢do geral para a posigao dos ndés de uma onda estacionaria formada por
duas ondas de mesmo niimero de onda que se propagam em sentidos opostos.

Exercicio 57 — Interferéncia e resolugao de duas fontes

Dois sinais harmonicos coerentes, de mesma frequéncia e amplitude A, chegam a um detector
com uma diferenca de fase Ag.

(a) Determine a amplitude resultante em func¢ao de Adg.
(b) Determine os valores da diferenga de fase que produzem méximo e minimo de amplitude.
(c) Se a diferenga de caminho for AL, escreva
A¢
em fun¢do de AL e do comprimento de onda A.

(d) Discuta como pequenas diferengas de percurso podem alterar o sinal medido.
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