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Transformada de Fourier

https://en.wikipedia.org/wiki/File:Fourier_transform_time_and_frequency_domains_(small).gif



Aula passada

Generalizacao a qualquer fun¢ao (ndao senos)

Qualquer funcao periodica pode ser representada como uma série de Fourier,

i.e.:

ag = 2kt . 2wkt
f(t)zE—I—Z(akcos + bp sin ——
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Série de Fourier

- 2kt 2kt
f(t):%Jrkz_:l(akcos 7; + by, sin 7; )z
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Primeira harmonica:

27t 27t 2t
1 COS = + b1 S —=- = A cos (T + Cb)

* @: Fase inicial
 A: Amplitude

* T:Periodo; Frequéncia f=1/T; Frequéncia angular: w=2nf = 2rt/T



Série de Fourier

_ap - 2kt . 2wkt
f(t) = 9 +;<akcos T + by, sin = )_
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Primeira harmonica:

27t . 27t 27t
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Transformada Discreta de Fourier

Directa:

N—-1
Cp = Z f(tn)e—i%rtnk/N
t=0

Inversa:
1 N—1 |
f(tn) _ N Z Cszthnk/N
k=0
F = F(f)

f = F(F) = FAF()

Function f
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Interpretacao do espectro: Frequéncia

Coseno, 10 ciclos exactos, T=10s,f=0.1 Hz

F(f) = / T ey

1 T/2
C — —

21 ) _1/2
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F(t)e 2 RIT | =0, 41, 42

Function f
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Interpretacao do espectro: Frequéncia

Coseno, 10 ciclos exactos, T=10s, f=0.1 Hz

N=100.; T=10.; dt=1.
t=np.arange(0.,N,dt)

Function f

10

05

f=np.cos(2xpi *x t/T) -05

tf=TFD(f) 10 2 20 80 80 100
&0 Real(:I’FD)

fout=np.concatenate([tf[N/2:], tf[:N/2]]) z:

fNyg=1/(2%dt); df=1/(Nxdt); ol

freg=np.arange(-fNyq, fNyq,df) ol

plt.close(); 1%‘

plt.subplot(3,1,1); plt.plot(t, f) - i LA LA i

plt.title('Function f'); plt.grid(); I 02 b Sy | 02 04

plt.subplot(3,1,2); plt.plot(freq,np.real(fout))

plt.

plt.
plt.

title('Real(TFD)"'); plt.grid(); 4r

subplot(3,1,3); plt.plot(freq,np.imag(fout)) 0: A : _ :
title('Imag(TFD)"'); plt.grid();
-2 L : : : . -

1 1 1
-04 -0.2 0.0
Freq (Hz)

Re-ordenando, obtém-se o espectro usual

1 1
0.2 0.4



Filtro Digital

Input Output

> Fi >
(sinal original) Alie (sinal processado)

* Filtros analogicos: ex: circuito RLC.

* Filtros lineares digitais:
* Nao recursivos: o output em cada instante € uma
combinacao linear do input em instantes anteriores (facil
de analisar com analise de Fourier).

* Recursivos: o output € uma combinacao linear do input e
do output em instantes anteriores.



Circuito RLC (Projecto 0)
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Circuito RLC

R
—WW—
+ , — C
Vi@ i)
L So—
L
. A . 10 A
Resistencia:
05
Ve = RI .
= RIjsin(wt) o
-1.0 4

* Componentes:

Vr = RI
Ve =& [ 1dt
dl

e Corrente alterna: I =

Resistencia

Iy sin(wt)

— Corrente |
- TensaoV

V e |l em fase, resposta depende de R.

0 20 40 60

80 100



Circuito RLC

* Componentes:

i V,
r=RI
Vo =+ [Idt
1, c=¢/
* . T _1dl
vi'® i) vy, = L4
L O
L * Corrente alterna: I = I sin(wt)
Condensador
. 109 —— Corrente |
Condensador: . “==- TensaoV
1
Vo = 6 /Idt 0.0 -
— %/Io sin(wt)dt 0
7 1.0 ' : . . '
_ 6;0(_ cos(wt)) 0 20 40 &0 80 100

V e | desfasados, V atrasado em relacdo a |, resposta depende da frequéncia (1/w, passa-alto).




Circuito RLC

* Componentes:

S — Vie = RI
1, Vo =4 [1dt
vi'®  fiw) T vy, = L4
Iy, N—
L * Corrente alterna: I = I sin(wt)
Bobina
10 - — -
Bobina: . "1 Tencma¥
dI '
VL = LE 0.0 1
— 14 1 sin(wt e
=L o sin(wt) Y
= Llyw cos(wt) 0 20 40 60 80 100

V e | desfasados, V adiantado em relacdo a |, resposta depende da frequéncia (w, passa-baixo).




Circuito RLC — Em conjunto...

R  Componentes lineares:
T Vg = RI
V(t)+<@ @ T ¢ Vo = % f]dt
‘ Vy,=L%

L

Lei de Kirchoff das malhas + tensao sinusoidal:
V =V, + Vo + Vg = Vycos(wt)
Como todos os componentes tém um comportamento linear:

I = Iy cos(wt + ¢)



Circuito RLC — Utilizando a algebra complexa

R  Componentes lineares:
——AWW—
L. Ve =RI
- T _ 1
Vi@ i) Vo= & [ 1
VL — LE
L 555—
L
V=W COS(Wt) Diferenciacdo no dominio do
I =1 COS(wt + ¢) tempo corresponde a multiplicar
por w no dominio espectral
( Vi = RI = RI, e“wtﬂﬁ)
_ L 1 i(wt-+9) i(wite) — _ L 1 ilwt+d)
< /Idt /I e’ dt = Czwe wCIOe
Vi = L— = L— d (Ipe!@H®)) = LiwIye! @)

\ dt dt



Circuito RLC — Utilizando a algebra complexa

R * Componentes lineares:
—— WWW———
L. Ve =RI
Vi@ i) T Vo =L [Idt
B __rdl
VL — LE
I, 7,7, S—
L
V=W COS(Wt) Integracao no dominio do tempo
I =1 COS(wt 4+ ¢) corresponde a dividir por w no

dominio espectral

( Vp = RI = RI, ei(wt+¢) /
- /Idt = /I e wt+¢)dt C Zwe (Wt—|—¢) — _Lloei(wt—{—qﬁ)

wC

d
D i(wt+e) i(wt+¢)
\ Vi L ;= L t(l 0€ ) sz[e )




Circuito RLC — Utilizando a algebra complexa

R  Componentes lineares:
T Vg = RI
V(t;(@ @ T ¢ Vo = % f]dt
‘ Vy,=L%

L

* Linearidade input-output

e Desfasamento

V = Vy cos(wt)
{ I = Iycos(wt + @)

 Resposta depende da frequéncia

( Vi = RI = RI, e“wtﬂﬁ)
_1 / Tdt =+ / neertorg — 0 L e — @ 1 itrro
< C’ iw" @
Vo = LY = L4 (peir9)) = 1@Dne o)

\ dt dt



Circuito RLC — Em conjunto...

R
——W—
var® i) TC
L sop—
L

V =V, 4+ Vo + Vg = Vj cos(wt)

V = Voe! = [R - — iwL] Tye!@i+9)
wC

Impedancia complexa Z

(resposta em amplitude e fase)



Circuito RLC — Em conjunto...

R
AW—— Vg = RI
. — C Vo =& [ Idt
Ve D) g
t
L
A equacao
diferencial pode
V=V + VC -+ VR = V() cos(wt) resolver-se como

(mais simples) uma
equacao aritmética

V = Vpe! = [R - i + iwL] Tyl @t+9) /

Vo = [R -4 iwL] Iye” < = Jhe'?
wC




Circuito RLC — Exemplo Yo _ e

R — —& +iwL
Circuito RLC
R=1000. 0.0010 . - - -
L=1.0e-2 ~
C=1. 066 00008 Atenuagao |
Vo=1.0
S 00006
5
omega = 2*pix np.arange(10., 1l.e6, 10.) é-oomm
<T
Z =R -1j 1j L ;
j/(omegaxC) + 1jkxomegax 00002
I=ve/Z
0.0000 L n L i i
phi=np.angle(I) 10° 10° 10¢ 10° 10°
I10=np.abs(I)
0.6
plt.subplot(2,1,1) . Desfasamento
plt.semilogx(omega, IO)
plt.title('Circuito RLC") 02

plt.ylabel('Amplitude (I0)")
plt.autoscale(enable=True, axis='x"', tight=True)
plt.grid()

Fase (phi/pi)
o
o

plt.subplot(2,1,2)

plt.semilogx(omega,phi/pi) 0.4

plt.xlabel('Frequencia Angular (omega)"')

plt.ylabel('Fase (phi/pi)"') —0.6 Lo 1 | 1 1
10° 10° 10¢ 10° 10°

Frequencia Angular (cmega)



Circuito RLC — Exemplo

10 T
Input
Output

05 | p

00 | .
-0.5 .
_10 1 1 1 1

0.00000 0.00005 0.00010 0.00015 0.00020 0.00025

Tempo (s)

* Linearidade input-output: Input e output sao senos de iguais frequéncias.
* Desfasamento: O output esta ligeiramente atrasado em relacdo ao input.

e Atenuacao: O output tem menor amplitude que o input.



Amplitude (10)

0.0010

0.0008
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0.0004

0.0002

0.0000

Fase (phi/pi)

0.0

Circuito RLC — Variando Le C

Filtro passa-baixo

Circuito RLC, L=0.01H, C=10000000000.0F

1

Il | 1

107

10° 10* 10°
Frequencia Angular (omega)

10°

Amplitude (10)

0.0010

0.0008

0.0006

0.0004

0.0002

0.0000

Fase (phi/pi)

0.6

Filtro passa-banda

Circuito RLC, L=0.01H, C=1e-06F

10°

Il Il Il 1

10° 10¢ 10° 10°

Frequencia Angular (omega)

Amplitude (10)

0.0010 (—

Filtro passa-alto

Circuito RLC, L=0H, C=1e-06F

0.0008

0.0006
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0.0000 L

10°

Fase (phi/pi)

0.0

L | A

10° 10¢ 10°
Frequencia Angular (omega)
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