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Equacdo de Fourier da conducao de calor/ Lei de Fick da difusao
* Solucao estacionaria: Equacao de Laplace

e Equacao de Poisson

* Método de Jacobi

* Condicoes fronteira
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Lei de Fourier da conducao

* Na auséncia de fontes e sumidouros de calor, a temperatura num meio
continuo satisfaz a equacao:

or || [T 0T T
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 Onde A € a condutividade térmica. A equacao de Fourier pode escrever-

se na forma de fluxo:
orT -

— = —V.F = —-V.(=\VT)

ot

* Onde F =-AVT é o fluxo de calor. Num sélido homogéneo, A é
aproximadamente constante (ou funcao da temperatura), mas depende
do material constitutivo. Num fluido, A depende do escoamento (para
além de conducao existe conveccao).
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Lei de Fick da difusao

* Num fluido em que se dissolveu um soluto, o seu fluxo / é proporcional

ao gradiente da concentracao (¢):

J=—DVé¢

 Onde D e a difusividade. A concentracao satisfaz a lei de Fick:
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* A ultima passagem so é valida com D constante.

= DV?¢




Limite estacionario

* As leis de Fourier e de Fick sao idénticas do ponto de vista da sua
formulacao matematica. Em ambos os casos, o campo da variavel de
controlo (T ou ¢, a seguir designada por V) evoluira enquando o seu
laplaciano nao for nulo.

* No limite estaciondrio (ndo ha evolugcao no tempo), pode-se calcular a
distribuicao do campo resolvendo a equacao de Laplace:
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* A equacao de Laplace é um exemplo de uma equacao diferencial as
derivadas parciais cuja solucao é um problema de condicdes fronteira
espaciais. Na nomenclatura das equacoes diferenciais as derivadas
parciais de segunda ordem, € uma equacao eliptica.



Exemplo: Temperatura de equilibrio de uma placa
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Equacao de Poissson

e A solucao numeérica da equacao de Laplace pode ser obtida como um
caso particular de uma equacao mais geral, a equacao de Poisson:
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* Em que f(x, y, z) € um campo for¢ador. Tal como a equagao de Laplace,
a equacao de Poisson também ¢ eliptica, sendo a sua solugao um
problema de condicOes fronteira espaciais. No caso da equacao de
Laplace, f = 0.



Teoria do potencial

* Potencial eléctrico:

PV RV PV p
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Onde p(x, y, z) é a densidade de carga elétrica (pode ser positiva ou
negativa) e € é a permitividade elétrica do meio.

* Potencial gravitico:
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Onde p(x, y, z) é a massa volumica e G é a constante gravitacional



Discretizacao

* Vamos considerar o problema bidimensional. Na vizinhanca do ponto
(x, y) podemos escrever a série de Taylor:
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Discretizacao
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Discretizacao

* Vamos considerar o problema bidimensional. Na vizinhanca do ponto
(x, y) podemos escrever a série de Taylor:
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Discretizacao

 Justificando a aproximacao:
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Discretizacao

 Justificando a aproximacao:
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Solucao iterativa pelo Método Iterativo de Jacobi

* O objectivo é calcular V. Vamos considerar que as condicoes de
fronteira sao de Dirichelet, isto €, o campo esta especificado ao longo
da fronteira:

V(iz=0)=Vw(y)
Vizx= L) =Ve(y)
V(y=0)=Vs(y)
V(y=Ly) =Vn()

* Sendo os valores interiores arbitrarios.



Solucao iterativa pelo Método Iterativo de Jacobi

 Comecamos por discretizar a equacao de Poisson:
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Solucao iterativa pelo Método Iterativo de Jacobi

2
Vitrg + Vierj + Sz (Viger + Vij—1) — Az’ f
2(1+ 252)

Vij =

* Se soubessemos calcular o lado direito, poderiamos calcular o lado
esquerdo da equacao. Como nao sabemos, temos de resolver
simultaneamente a equacao para todos os nodos. O problema é um
problema de algebra linear.

 Podemos utilizar o método iterativo de Jacobi para resolver
simultaneamente todas as equagdes. Comecamos por considerar uma
solucdo arbitraria para o problema (V=V°), para todos os pontos no
interior do dominio. Colocamos estes valores no lado direito da equacao:
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Solucao iterativa pelo Método Iterativo de Jacobi

oV ﬁ% (Vi + Vi) — Aa?fi
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» O procedimento repete-se até se obter convergéncia (quando a solucao
entre dois passos consecutivos deixa de variar significativamente).



Exemplo: Temperatura de equilibrio de uma placa
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Exemplo: Temperatura de equilibrio de uma placa

oV 0’V 9*V 9V
— =0=VV=0&— + =0
ot 022 T o2 T 022
Iteragao = 700
(10
" |
8—T o )\VQT — O "MA =5 ?2
ot
2 2 2
- oV o0V 0V

Ox? T Oy? * 022



V=T

f=

0

Exemplo: Temperatura de equilibrio de uma placa
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import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
from matplotlib import cm

from math import pi as pi

plt.rcParams['figure.figsize']l = 10, 6

dx=1.

dy=1.
dx2dy2=dx**2/dy**2
a=2.x*(1+dx2dy2)

x=np.arange(0.,101.,dx); nx=len(x)
y=np.arange(0.,101.,dy); ny=len(y)

V=np.zeros([nx,nyl)
f=np.zeros([nx,ny])

it=0

Vold=np.zeros([nx,nyl)
DifAll=np.array([])
DifMax=np.array([])

T1=60.
T2=200.

V[0, :]1=0.

VInx-1,:]=0
V[:,0]1=10.%np.sin(2xpi/T1x*x)
V[:,ny-1]=5.%np.sin(2%pi/T2%x)
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fig = plt.figure()
ax = plt.axes(projection='3d")

XX, yy = np.meshgrid(x, y)
surf=ax.plot_surface(xx,yy, V, rstride=5, cstride=5, cmap=cm.jet, linewidth=0)

fig.colorbar(surf, shrink=0.5)
ax.set_xlabel(u'Posicao x (

m
ax.set_ylabel(u'Posicao y (m
ax.set_zlabel(u'Temperatura')

)")
) ")

niter = 200

for i in range(niter):

it += 1
Vold[:]=VI[:]
ms=0

for ix in range(1,nx-1):
for iy in range(1,ny-1):
VIix, iyl = (V[ix+1,1iy] + V[ix-1,1iy] + dx2dy2x(VI[ix,iy+1] + V[ix,iy-11) \
— dxxk2x%f[ix,iy]) / a
ms = ms + (V[ix,iy]l - Vold[ix,iy])*x*2

ms = np.sqrt(ms/(nxxny))
DifAll = np.append(DifAll,ms)

dif = V-Vold
dm = np.max(np.max(dif))
DifMax = np.append(DifMax,dm)
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= plt.figure()

= plt.axes(projection="'3d")

yy = np.meshgrid(x, y)

f=ax.plot_surface(xx,yy, V, rstride=5, cstride=5, cmap=cm.jet, linewidth=0)
.colorbar(surf, shrink=0.5)

set_xlabel(u'Posicdo x (m)")

set_ylabel(u'Posicdo y (m)")

set_zlabel(u'V"')

set_title(u'Iteracdo = '+str(it))

close()
rcParams['figure.figsize'] = 10, 6

subplot(2,1,1)
plot(range(it), DifAll)

xlabel(u'Iteracao')

ylabel(u'RMS(V-Vold) ")

title(u'Diferenca média quadrada entre campos em dois passos consecutivos')
grid()

subplot(2,1,2)
plot(range(it), DifMax)

xlabel(u'Iteracao')

ylabel(u'Max (V-Vold)")

title(u'Diferenca méxima entre campos em dois passos consecutivos')
grid()

tight_layout()
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Exemplo: Potencial eléctrico de 3 cargas pontuais
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Exemplo: Potencial eléctrico de 3 cargas pontuais
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Exemplo: Potencial eléctrico de 3 cargas pontuais
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Exemplo: Potencial eléctrico de 3 cargas pontuais
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Exemplo: Potencial eléctrico de 3 cargas pontuais
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Exemplo: Potencial eléctrico de 3 cargas pontuais
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Exemplo: Potencial eléctrico de 3 cargas pontuais
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import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
from matplotlib import cm

from math import pi as pi

plt.rcParams|['figure.figsize'] = 10, 6

dx=.01

dy=.01
dx2dy2=dx**2/dy**2
a=2.%*(1+dx2dy2)

x=np.arange(0.,1.,dx); nx=len(x)
y=np.arange(0.,1.,dy); ny=len(y)

V=np.zeros([nx,nyl)
f=np.zeros([nx,nyl)

cl=1e-9
c2=-1e-9
c3=5e-10

eps=8.88541878172e-12
f[40,50]= -cl/eps

f[60,50]= -c2/eps
f[50,15]= —-c3/eps

it=0
Vold=np.zeros([nx,nyl)

DifAll=np.array([])
DifMax=np.array([])
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VI[o,:1=VI[1,:]
VInx-1,:]1=V[nx-2,:]
V[:,0]=V[:,1]
V[:,ny-11=0

fig = plt.figure()
ax = plt.axes(projection="'3d")

yy, XX = np.meshgrid(x, y)
surf=ax.plot_surface(xx,yy, V,

fig.colorbar(surf, shrink=0.5)
ax.set_xlabel(u'Posicao x (m)")

ax.set_ylabel(u'Posicao y (m)")
ax.set_zlabel(u'Potencial Eléct

fig = plt.figure()
ax = plt.axes(projection="'3d")

surf=ax.plot_surface(xx,yy, f,
fig.colorbar(surf, shrink=0.5)

)
)

ax.set_xlabel(u'Posicao x (m)
ax.set_ylabel(u'Posicao y (m)
ax.set_zlabel(u'Forcamento f'

)

rstride=5, cstride=5, cmap=cm.jet, linewidth=0)

rico')

rstride=5, cstride=5, cmap=cm.jet, linewidth=0)
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niter = 2500

for i in range(niter):
it += 1
Vold[:1=VI[:]
ms=0
for ix in range(1,nx-1):
for iy in range(1,ny-1):
VIix,iyl = (VI[ix+1,1iy] + VI[ix-1,iyl + dx2dy2*(V[ix,iy+1] + VI[ix,iy-11) \
— dxxk2xf[ix,iy]) / a

VIo,:1=VI1,:]
VIinx-1,:1=VInx-2,:]
V[:,0]=VI[:,1]
V[:,ny-11=0

ms = ms + (V[ix,iy] — Vold[ix, iy])*x*2
ms = np.sqrt(ms/(nxx*ny))
DifAll = np.append(DifAll,ms)

dif = V-Vold
dm = np.max(np.max(dif))
DifMax = np.append(DifMax, dm)
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fig = plt.figure()
ax = plt.axes(projection="'3d")

surf=ax.plot_surface(xx,yy, V, rstride=5, cstride=5, cmap=cm.jet, linewidth=0)
fig.colorbar(surf, shrink=0.5)
ax.set_xlabel(u'Posicado x (m)")
ax.set_ylabel(u'Posicdo y (m)")

ax.set_zlabel(u'Potencial Eléctrico"')
ax.set_title(u'Iteracdo = '+str(it))

plt.close()
plt.rcParams['figure.figsize'] = 8, 6

plt.pcolor(xx,yy,V)

cb=plt.colorbar()
cb.set_label(u'Potencial Eléctrico')

plt.xlabel(u'Posicdo x (m)")
plt.ylabel(u'Posicao y (m)")
plt.title(u'Iteracdo = "+str(it))
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plt.
plt.

plt.
plt.

plt.
plt.
plt.
.grid()

plt

plt.
plt.
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plt.
plt.
plt.

plt.

close()
rcParams['figure.figsize']l = 10, 6

subplot(2,1,1)
plot(range(it), DifAll)

xlabel(u'Iteracdo")
ylabel(u'RMS(V-Vold)")
title(u'Diferenca média quadrada entre campos em dois passos consecutivos')

subplot(2,1,2)
plot(range(it), DifMax)

xlabel(u'Iteracao")

ylabel(u'Max (V-Vold)")

title(u'Diferenca mdxima entre campos em dois passos consecutivos')
grid()

tight_layout()
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