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Nesta sequência de exerćıcios mostramos que os números que ocorrem no
algoritmo estendido de Euclides estão limitados adequadamente (ver a última
aĺınea abaixo) e que, portanto, o algoritmo estendido também é eficiente.

Fixamos a e b números naturais com a > b e b ∤ a. Ponha-se r0 = a, r1 = b,
s0 = 1, s1 = 0, t0 = 0 e t1 = 1 e, recursivamente, ri+1 = ri−1 − qiri, si+1 = si−1 − qisi
e ti+1 = ti−1 − qiti até se atingir um passo k tal que rk+1 = 0 (aqui, qi e ri+1 são,
respetivamente, o cociente e o resto da divisão de ri−1 por ri). Como sabemos,
mdc(a, b) = rk.

1. Mostre que sisi+1 ≤ 0 e titi+1 ≤ 0, para todo i com 0 ≤ i ≤ k. (Proceda
indutivamente.)

2. Mostre que ∣si∣ ≤ ∣si+1∣ and ∣ti∣ ≤ ∣ti+1∣ para 1 ≤ i ≤ k.

3. Mostre que asi+bti = ri, para todo i com 0 ≤ i ≤ k+1. (Note, em particular,
que ask + btk = mdc(a, b) e que ask+1 + btk+1 = 0.)

4. Para cada i tal que 1 ≤ i ≤ k + 1 considere-se a matriz de 2x2,

Ai ∶= [
si−1 si
ti−1 ti

]

Mostre que, para todo i com 1 ≤ i ≤ k, se tem

Ai+1 = Ai [
0 1
1 −qi

]

5. Mostre que, para todo i com 1 ≤ i ≤ k + 1, se tem det(Ai) = (−1)i−1.

6. Mostre que sk+1 ≠ 0, tk+1 ≠ 0 e que ∣sk+1∣ ⊥ ∣tk+1∣. (Sugestão: para a
coprimalidade, ponha i = k + 1 na aĺınea anterior.)

7. Mostre que sk+1 ∣ b e que tk+1 ∣ a. Mostre também que ∣ b
sk+1

∣ = ∣ a
tk+1

∣.

8. Seja d o valor comum da aĺınea anterior. Mostre que d = mdc(a, b). Su-
gestão: calcule mdc(∣sk+1∣, ∣tk+1∣).

9. Mostre que ∣si∣ ≤
b

mdc(a,b) e ∣ti∣ ≤
a

mdc(a,b) para 0 ≤ i ≤ k+1. (Use as aĺıneas

2, 7 e 8.)


