
AULA 24

Sumário. Matrizes redut́ıveis e irredut́ıveis. Grafo associado a uma matriz não-negativa. Teo-

rema de Perron-Frobenius para matrizes não-negativas irredut́ıveis.

B O teorema de Perron pode ser generalizado para algumas matrizes não-negativas, mas não

para todas. Por exemplo, não vale (na sua totalidadade) para a matriz

«
0 1

0 0

�
; também não

vale para as matrizes

«
0 1

1 0

�
ou

«
0 1

1 1

�
. No entanto, é verdadeiro para

«
1 1

1 0

�
.

B Dizemos que A P Rnˆn é uma matriz redut́ıvel se existir uma matriz de permutação(†)

P P Rnˆn tal que

P
T
AP “

«
X Z

0 Y

�

onde X P Rsˆs, Y P Rpn´sqˆpn´sq e Z P Rsˆpn´sq para algum s P N; no caso contrário, dizemos

que A é uma matriz irredut́ıvel.

B Dada qualquer matriz A P Rnˆn, definimos o grafo (orientado) de A, e denotamo-lo

por GpAq, como sendo o grafo com n vértices P1, . . . , Pn e em que, para quaisquer 1 § i, j § n,

existirá uma aresta orientada Pi Ñ Pj se e só se ai,j ‰ 0. É claro GpAq “ GpP
T
APq para

qualquer matriz de permutação P P Rnˆn (trata-se apenas de reordenar os vértices).

B Dizemos que um grafo G é fortemente conexo se, para quaisquer dois vértices P e P 1,

existir uma sequência de arestas (orientadas) que ligue P para P 1.

Lema 24.1. Uma matriz A P Rnˆn
será irredut́ıvel se e só se GpAq for um grafo fortemente

conexo.

Demonstração. Seja A P Rnˆn. Provamos que A será redut́ıvel se e só se GpAq não for

fortemente conexo. Como GpAq “ GpP
T
APq para qualquer matriz de permutação P P Rnˆn,

podemos admitir que

A “

«
X Z

0 Y

�

(†)Uma matriz de permutação é uma matriz que tem exactactamente uma entrada igual a 1 em cada

linha e em cada coluna, sendo todas as outras entradas iguais a 0. A inversa de uma matriz de permutação é a

sua transposta.
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onde X P Rsˆs, Y P Rpn´sqˆpn´sq e Z P Rsˆpn´sq para algum s P N.

Suponhamos que A “

«
X Z

0 Y

�
onde X P Rsˆs, Y P Rpn´sqˆpn´sq e Z P Rsˆpn´sq para algum

s P N. Então, os vértices P1, . . . , Ps não são acesśıveis a partir dos vértices Ps`1, . . . , Pn e,

portanto GpAq não é fortemente conexo (não existe nenhuma sequência de arestas ligando Ps`1

a P1.

Rexiprocamente, suponhamos que GpAq não é fortemente conexo, de modo que existem dois

vértices Pi e Pj, para 1 § i, j § n, tais que Pj não é acesśıvel a partir de Pi. Reordenando

os vértices, podemos admitir, sem perda de generalidade, que P1 não é acesśıvel a partir de

Pn. Sejam P1, . . . , Ps todos os vértices de GpAq que não são acesśıveis a partir de Pn (com

a posśıvel excepção de Pn), de modo que os vértices Ps`1, . . . , Pn´1 são acesśıveis a partir de

Pn. Com estas escolhas, nenhum dos vértices P1, . . . , Ps são acesśıveis a partir de algum dos

vértices Ps`1, . . . , Pn´1 e, portanto, A tem a forma

«
X Z

0 Y

�
onde X P Rsˆs, Y P Rpn´sqˆpn´sq

e Z P Rsˆpn´sq para algum s P N. ⇤

Proposição 24.2. Se A P Rnˆn
for uma matriz não-negativa irredut́ıvel, então pIn ` Aq

n´1

será uma matriz positiva.

Demonstração. Seja A P Rnˆn uma matriz não-negativa irredut́ıvel e, para 1 § k § n ´ 1,

ponhamos Ak
“

“
apkq
i,j

‰
. Notemos que, para quaisquer 1 § i, j § n,

apkq
i,j “

ÿ

1§j1,...,jk´1§n

ai,j1aj1,j2 ¨ ¨ ¨ ajk´,j

e, portanto, apkq
i,j P R` se e só se existirem ı́ndices 1 § j1, . . . , jk´1 § n tais que ai,j1 , aj1,j2 , . . . , ajk´,j P

R`, ou seja, se e só se existir um caminho

Pi Ñ Pj1 Ñ Pj2 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ Pjk´1
Ñ Pj

em GpAq. Como A é irredut́ıvel, o grafo GpAq é fortemente conexo e, portanto, existe um

caminho deste tipo ligando qualquer para de vértices Pi e Pj. Por conseguinte, para quaisquer

1 § i, j § n, existe 1 § k § n ´ 1 tal que apkq
i,j ° 0, o que garante que a pi, jq-ésima entrada de

pIn ` Aq
n´1

“

ÿ

0§k§n´1

ˆ
n ´ 1

k

˙
A

k

é positiva. Como se quer. ⇤


