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Filtros de media movel



Filtro perfeito (resposta em amplitude)

Y, = HpowX Y = HX
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Média movel

N
ykzzxnhk—n:yzx*h

n=0

Y=F@y)=Fxx*h)=Fx)F(h) =XH

H = F(h) é a funcdo de transferéncia do filtro
Atencao H € C (complexo)



import numpy as np;import matplotlib.pyplot as plt

from time import process_time 01

from scipy import fft |
N=50;dt=1

o
o

t=np.linspace(0,dt* (N-1)  N) Tk 5 nm
nh=10;k0=20 #s6 altera a fase
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h=np.zeros ((N))
h[kO0:k0+nh]=1/nh

Amplitude
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H=fft.fft (h) 0-
fNyg=1/ (2*dt) ; df=2*£fNyq/ (N-1)
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fregq=np.arange (0, £fNyg+df,h df)
fig,ax=plt.subplots (nrows=3)
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ax[0] .plot(t,h) ;ax[0] .set _ylabel('h') = o -
H=fft.fft (h) f (Hz)
ax[l] .plot(freq,np.abs (H[0:N//2+1])) #ndo se escala por N//2!
ax[l] .set ylabel ('Amplitude’)
Fase=np.arctan2 (np.imag (H) ,np.real (H))

ax[2] .plot(freq,Fase[0:N//2+1])

ax[2] .set_ylabel('Fase') ;plt.xlabel('f (Hz)')

fig.tight layout()
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N = 550;dt = 1;T1 = 10;T2 = 55 # cf N=T1*T2
t = np.arange (0, dt*N, dt)
f = np.sin(2*np.pi*t/T1)+np.sin(2*np.pi*t/T2)

nh = 20

h = np.ones((nh))/nh

fig, ax = plt.subplots (nrows=3)

fL = np.convolve(f, h, mode='same')

fH=f-fL

ax[0] .plot(t, £)

ax[1l] .plot(t[nh//2:-nh//2], fL[nh//2:-nh//2])

H = £ft.fft(h)

fNyq = 1/ (2*dt)

df = 2*£fNyq/ (2* (nh//2))

freqH = np.arange (0, fNyg+df, df)

ax[2] .plot(freqH, np.abs(H[O:len(freqH)]), color='blue')
axt = ax[2].twinx()

F = £fft.£fft(£f)

FL = fft.fft (£fL)

fNyq = 1/ (2*dt)

df = 2*fNyq/ (2% (N//2))

freq = np.arange (0, £fNyqg+df, df)

axt.plot(freq, np.abs(F[0:N//2+1]/(N//2)), color='gray',
axt.plot(freq, np.abs(FL[0:N//2+1]/(N//2)), color='red')
axt.set_ylabel('|FL|', color='red')

ax[2] .set_ylabel('H', color='blue')

ax[0] .set_title(r'$nh=%3i$' % nh)

fig.tight layout()
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Outrosnh (T1=10;T2=55)
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Outrosnh (T1=10,;T2=55)
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Outrosnh (T1=10,;T2=55)
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Outrosnh (T1=10,;T2=55)
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Notem que
ax[1l] .plot(t[nh//2:-nh//2], £fL[nh//2:-nh//2])

Estamos a esconder a zona de fronteira
Mas quando fizemos

FL = £fft.fft (£fL)

Usamos todos os pontos...



“Limpando” a fronteira

N = 550;dt = 1; fNyqg = 1/ (2*dt)

Tl = 10; T2 = 55 # cf N=T1*T2

t = np.arange (0, dt*N, dt)

f = np.sin(2*np.pi*t/Tl)+np.sin(2*np.pi*t/T2)
nh = 20

h = np.ones((nh))/nh

fig, ax = plt.subplots (nrows=3)

fL = np.convolve(f, h, mode='same')

fH=f-fL

ax[0] .plot(t, £f)

ax[1l] .plot(t[nh//2:-nh//2] ,fL[nh//2:-nh//2])
H = fft.fft (h)

df = 2*£fNyq/(2* (nh//2)) ; fregH=np.arange (0, fNyg+df,h df)
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ax[2] .plot(freqH,np.abs (H[0:1len(fregH)]) ,color="blue')

axt = ax[2].twinx()

F = fft.fft(f); FL = £ft.fft(fL[nh//2:-nh//2])
NFL=len (FL)

dfL = 2*fNyq/ (2* (NFL//2)) ;freqL = np.arange (0,

df = 2*fNyq/(2*(N//2)) ;freq = np.arange (0, fNyg+df, df)

axt.plot(freq, np.abs(F[0:N//2+1]/(N//2)), color='gray', alpha=0.5)
axt.plot(freqlL, np.abs(FL[0:NFL//2+1]/(NFL/2)), color='red')

axt.set_ylabel('|FL|', color='red')
ax[2] .set_ylabel ('H', color='blue')

ax[0] .set_title(r'$nh=%3i$' % nh); fig.tight layout()
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De volta a Mauna Loa
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Meédia movel (e passa alto) N e

350

1950 1970 1980 1990 2000 2010 2020

t=n§.copy(year); dt=7/365.25

h=np.ones ((nh))/nh

coZLP—np convolve (co2I,h,mode="same') |

f l l t subpl o ts ( nrows 4 ) - 19‘50 19‘?0 lQiiD ]_9'90 20‘00 20‘10 20‘20

ax 0] plot(t,co2I)

ax[0] plot(t[nh//2 -nh//2]1,\
co2LP[nh//2: —nh//2])

co2DT=co2I-co2LP

ax[1] .plot(t[nh//2:-nh//2],\ 6 : o 2 2
co2DT[nh//2: —nh//2])

f=co2DT[nh//2: —nh//2] ;N=1len (£) : 2 ~
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Amplitud
[

F=fft. fft(£f)
fNyq—l/(Z*dt), df=2*fNy %/(N 1) ;

0, fNyg+df,
ox13] Piot{flea, hp. SR (FI0:N//2411) / (//2))
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Ty

2] .set ylabel ('Amplitude’
gﬂz set— §12b21§r SE (yA{-1 )})s ') ARyt
ax[3] .ploE(1l/freq,np. abs(F[O N//2+11)/(N//2))
ax[3'.set 1abe1?'Am litude’) 1

ax[3] .set xlabel(r $T (y)$'")
ax[3] .set x1im (0,
fig. tlght layout()




10y Low — pass

403 1

Eliminando baixas
frequéncias

00
Voltaremos a este assunto (filtros) 2*1
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251

T T T T T T !
1960 1570 1980 1990 2000 2010 202

ny=10; nh=12*n
h=np. ones((nh)y/nh
co2LP=np.convolve (co2,h,mode="'same"')
fig,ax=plt. subplots(nrows 3) i
ax[0]. plot (t,co2) &
ax[0] plot(t[nh//2 -nh//2] ,co2LP[nh//2:-nh//2] ,color="red')
co2DT=co2-co2LP
ax[1l] .plot(t[nh//2:-nh//2] ,c02DT[nh//2:-nh//2])
f—c02DT[nh /2: —nh//2] N—len(f) #efeito de fronteira
ax[0].text (1960,400, r'$921 y\ Low-pass$' % g ,color="red')
ax[0] .set xllm(1955 2022) ;ax[1]. set xllm(195 2022)
F=fft.fftTf)
fNyq—l/(2*dt), df= 2*fN§g/(N 1)

g—np arange (0, £fNyg+
ax[ 1ot(freq,np abs(F[O N//2+1])/(N//2))
ax[2] set {label( Amplitude') ;ax[2].set xlabel(r'$f (y*{- 1}1)$"')
fig. tlght ayout ()
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Transformada discreta de Fourier

Transformada discreta de Fourier
N-1
Fk — Z f e—Znink/N
- n
n=0
transformada discreta inversa de Fourier
N-1
]c' — l z Fk827l'ink/N
"N
k=0

{f,} e {F;} tém o mesmo numero de termos (N), e a
mesma informacao! (a menos do erro de arredondamento)



A transformada discreta (com N termos)...

Quando a funcao é discretizada (amostrada a intervalo regular) existe
um periodo minimo (ou frequéncia maxima) que pode ser
representado. Se ela tem um numero finito de termos, também existe
um periodo maximo (frequéncia minima, para além de 0). Logo temos
uma série discreta e finita (e com erro de arredondamento).

Na pratica a analise numérica de dados reais refere-se sempre a esse
tipo de série. Nesse caso tanto a representacao da funcao
(transformada inversa) como o calculo dos coeficientes (transformada)
envolve somatorios (ndo integrais) com um numero finito de termos.



Propriedades da Transfomada Discreta de
Fourier

Linearidade
A transformada de uma combinacao linear de funcdes € a mesma combinacao linear de

transformadas
G =F(g),H=F(h) = F(ag + bh) = aG + bH

g=g#),h="h(t);6G=0G(f),H=H()
t = tempo, f = frequéncia
Translacao
S(f) = T(s(t)) = T(s(t — a)) = e 7eS5(f)

Escalamento

S =F(s(t)) = F(s(at)) = %S (]:)

a



Interpretando o espetro: frequéncias
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Transformada discreta de Fourier

1 N-1
— 2rtink /N
k=0

{f,} e {F} tém o mesmo numero de termos (N)
F, é proporcional a média da série

.. A . fNyqk
F,, F_; representam a harmonica k (frequéncia ——)

2
indicando que existe um numero impar de termos em Fj.. Mas so sao
calculados N termos e N pode ser par. Se for esse o0 caso nao é calculado
o termo correspondente a —fy,,4-



Em geral,

Tanto série {f,,;} com a sua transformada de Fourier {F},} sdo séries
complexas.

Mesmo que {f,,} seja real, {F}} é complexa.
Casos especiais, se {f,,} forreal e
Par f,, = f_,,:{Fi} é real e simétrica

impar f,, = —f_,, : {F;} é imagindria e anti-simétrica



Casos especials

sin(x) = —sin(—x)
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x 1072 Real(F)
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Imag(F)
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Transformada imaginaria, anti-simétrica

(cx = ire = —ir_g)

cos(x) = cos(—x)
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Transformada real, simétrica

(ck =1 =71_g)



Filtros de Fourier

Se desenharmos diretamente H(w), podemos fazer:

X =F(x)
Y =HX
y=F 1Y)

Como a fft € muito eficiente, o método permite implementar
filtros quase-ideais.

Mas atencao: H ( tal com X) é complexo e tem que ser
definido em todo o dominio [—fyy4, fnyg] cOM as simetrias
adequadas.



