
Instrumentação e Metrologia



Define-se medição como uma observação efectuada para determinar 
uma quantidade desconhecida.

Com a excepção da contagem, medir normalmente consiste em 

diversas operações mais elementares, tais como a preparação do 

dispositivo de medida (colocação do aparelho em estação, 

calibração), a pontaria, a leitura, etc., resultando dessas operações 

um valor numérico chamado medição.



Em qualquer trabalho é necessário especificar a respectiva exactidão 

de forma a que os resultados possam ser utilizados com confiança.

A exactidão é uma medida da ausência de erro e traduz a diferença 

entre um valor medido e o valor verdadeiro.

Embora a exactidão absoluta não possa ser determinada, a exactidão 

relativa pode ser estimada comparando o valor medido com o mesmo 

valor medido de uma forma mais exacta.



Numa medição directa aplica-se um padrão directamente sobre a 

quantidade desconhecida, como por exemplo uma fita métrica ao 

longo de um comprimento a ser medido ou efectuando leituras num 

circulo graduado (limbo) para a medição de um ângulo entre 

direcções.



As medições indirectas são realizadas quando não é possível ou 
não é prático efectuar medições directas, sendo a quantidade 

desconhecida obtida através de relações matemáticas envolvendo 
as medições efectuadas.

medição estadimétrica de distâncias

luneta



fios do reticulo gravados numa placa de vidro

projecção dos fios do retículo na mira









As medições indirectas contém erros que são função dos erros das 

observações directas originais, isto é, há uma propagação de erros 

neste processo.

As medições directas contém erros devido a causas instrumentais, 

ambientais e pessoais.  



A exactidão de uma medição angular depende da divisão da 

graduação utilizada para a realização da leituras mas também 

de factores ambientais e de limitações do operador. 

Admitindo que se utiliza um aparelho cada vez mais 

sofisticado, que as condições ambientais são mais favoráveis 

e que o operador é mais habilitado, as medições aproximam-

se do valor verdadeiro mas nunca são exactas.



Não existindo medições exactas, qualquer medição contém erros, que 

podem ser de tipos, origens e magnitudes diferentes.

Os passos que devem ser seguidos para levar em consideração a existência de 

erros nas medições consistem:

1. na realização de análises estatísticas das medições para avaliar a 

magnitude dos erros e a respectiva distribuição para determinar se estes 

estão ou não dentro de tolerâncias aceitáveis

2. no caso de serem aceites, ajustar as medições de forma a que verifiquem 

determinadas condições geométricas ou outros constrangimentos



Os erros podem ter 3 origens:

• erros instrumentais, causados por imperfeições de construção 
dos aparelhos ou por manutenção deficiente,

• erros ambientais, causados pelas condições naturais do local de 
utilização, como sejam a temperatura e a pressão atmosférica, o 

vento, os campos gravítico e magnético,

• erros pessoais, devido a limitações do operador, como sejam a 
deficiente calagem da bolha, má colocação do aparelho em 

estação ou dificuldade na leitura do micrómetro.



Quanto à natureza, os erros classificam-se:

• erros grosseiros, causados por falta de cuidado ou confusão do 
operador, devendo ser removidos do conjunto de observações,

• erros sistemáticos, que seguem alguma lei física; nalguns casos 
podem ser removidos adoptando um procedimento de observação 

adequado (leituras conjugadas na observação de direcções 
azimutais), noutros casos podem ser removidos calculando 

correções a aplicar às medições,

• erros aleatórios, em geral de pequena magnitude, podendo ser 
positivos ou negativos, sendo tratados por métodos estatísticos.



A exactidão de um conjunto de medidas representa o grau de 

proximidade dos valores observados com o valor verdadeiro da 

grandeza medida.

A precisão de um conjunto de medidas traduz a dispersão dos 

valores observados entre si.

Assim a exactidão é influenciada pelos erros sistemáticos e a 

precisão é influenciada pelos erros aleatórios.



Considere que uma dada distância entre dois pontos é medida a 

passo, com uma fita métrica e com um distanciómetro 

electromagnético (EDM), sendo cada medida repetida 5 vezes:

Passo (m) Fita métrica (m) EDM (m)

571 567.17 567.133

563 567.08 567.124

566 567.12 567.129

588 567.38 567.165

557 567.01 567.114



O valor médio de cada um dos conjuntos é 569 m, 567.15 m e 567.133 m, 

respectivamente, para as medições a passo, a fita métrica (f) e a EDM (e).

O gráfico da distribuição dos valores medidos a fita métrica e com EDM mostra 

que embora os respectivos valores médios se encontrem relativamente 

próximos, as medições com EDM estão mais concentradas, o que indica 

melhor precisão (o que não significa necessariamente maior exactidão).



O eixo das ordenadas representa a probabilidade; o gráfico a
azul representa exactidão óptima (erro médio nulo) mas fraca
precisão (variância grande devido a ruido), o verde e
encarnado representam a mesma exactidão, com precisão
crescente e o roxo representa exactidão e precisão médias.

A exactidão é considerada a proximidade dos tiros ao 
centro do alvo; a precisão é considerada a proximidade 
dos tiros entre si. O conceiro de exactidão aparece 
sempre ligado a um valor de referência de uma dada 
grandeza, utilizado para comparação. Uma precisão 
grande não reflecte necessariamente uma exactidão 
grande. Na ausência de erros sistemáticos, δS=0, o 
desvio padrão (a precisão) constitui uma medida de 
avaliação da exactidão.



Uma pessoa está a tentar localizar com um 
receptor gps um restaurante localizado no centro 
do alvo. Na figura da esquerda, as posições 
obtidas distribuem-se a toda a volta do 
restaurante mas em média obtém-se uma 
posição muito próxima do restaurante, o que 
indica alta exactidão; na imagem da direita as 
posições obtidas estão enviesadas, indicando 
baixa exactidão

Uma pessoa está a tentar localizar com um 
receptor gps um restaurante localizado no centro 
do alvo. Na figura da esquerda, as posições 
obtidas estão muito concentradas, o que indica 
alta precisão; na imagem da direita as posições 
obtidas estão pouco concentradas, distribuindo-
se por uma zona muito vasta, indicando baixa 
precisão.



Um equipamento de medição deve ser regularmente 

objecto de uma operação que tem por objetivo avaliar 

se as suas características metrológicas se mantêm 

dentro dos limites estabelecidos. Essa operação 

designa-se por calibração.



Define-se resolução de um sensor como a menor variação que 
pode ser detectada e mostrada pelo sensor.
Considerem-se dois cronómetros, um analógico e outro digital. 
O cronómetro analógico é lido no disco do mostrador, onde a 
menor graduação corresponde a um décimo de segundo, que 
define a resolução do cronómetro.

O cronómetro digital mostra dois dígitos a seguir à indicação dos 
segundos (53), correspondendo ao centésimo de segundo, que 
define a resolução do cronómetro.
Qual é a precisão das medidas de cada um dos 2 sistemas de 
medida, que inclui a pessoa que utiliza o cronómetro em cada um 
dos casos (a experiência indica uma pessoa leva cerca de 1/10 de 
segundo a reagir a um estímulo e a accionar o botão)? No caso do 
cronómetro analógico a precisão é 0.1 s; no caso do cronómetro 
digital a precisão é também 0.1 s pois devido intervalo estímulo-
resposta, o valor 0.01 s não é fidedigno, isto é, o último dígito é 
aleatório.



O exemplo anterior levanta um problema importante: o advento da instrumentação digital 

pode levar à confusão entre resolução e precisão. Se uma leitura é apresentada com 5 

dígitos decimais, esse valor está correcto! Será verdade? No que diz respeito à resolução, 

sim, no que diz respeito à precisão, talvez... 

Considere-se o caso das balanças digitais: algumas marcas apresentam uma resolução 

igual a 1 g mas não conseguem, sem um aumento significativo do preço, obter uma 

precisão abaixo dos 3 g (veja-se o caso dos cronómetros). 

Em vez de cortarem na resolução, o que seria honesto mas caro, para além de 

potencialmente confuso, mantêm a resolução igual a 1 g e acrescentam um circuito com 

um artifício que reconhece que se um objecto pesa menos de 3 g (ou 5 g para ter mais 

garantias) que o último objecto pesado, apresenta o peso do objecto previamente pesado, 

de forma a justificar a precisão anunciada. 



A figura ilustra os termos exactidão, precisão e resolução: os rectângulos a amarelo representam os

valores medidos, sendo o eixo das abcissas por exemplo o tempo. Um sensor ideal deveria

repetidamente fornecer o mesmo output, correspondente ao valor verdadeiro, representado pela linha

contínua a preto. A precisão ou repetibilidade traduz a dispersão dos sucessivos valores de output. A

exactidão depende da diferença entre a média dos valores de output, representada pela linha a

tracejado a preto e o valor verdadeiro. A resolução representa a variação mínima do valor medido que

resulta num valor diferente de output, sendo normalmente menor que a exactidão.



a resolução representa o menor intervalo que é possível medir com um dado instrumento; o aumento da 

resolução dá origem a medições mais detalhadas, com o correspondente aumento do número de 

algarismos significativos



Erros que afectam a exactidão:

1. No gráfico a linha a preto representa o 

comportamento de um instrumento perfeito, no sentido 

em que o valor medido é igual ao valor verdadeiro; a 

linha azul mostra o que acontece ao valor medido 

(leitura) se existir um erro de escala, obtendo-se um 

valor proporcional ao valor verdadeiro. 

Este erro acontece devido a um erro de calibração do aparelho, podendo afectar aparelhos 

analógicos (que em geral utilizam uma mola que estica ou comprime em resposta a uma 

força) ou digitais.



2. O erro de offset (desvio) ocorre quando o valor 

medido (leitura) é mais alto (ou baixo) do que o valor 

verdadeiro por um valor constante. 



3. No gráfico, a curva encarnada coincide com a linha 

preta na origem e portanto não existe erro de offset; 

há também coincidência na outra extremidade e 

portanto também não erro de escala. Se a leitura do 

instrumento é exacta em pelo  menos  dois pontos  

bem  distribuídos mas não é  exacta noutros  pontos,  

a  resposta do instrumento não pode ser uma linha 

recta e portanto não é linear, como nos dois casos 

anteriores – erro não-linear.



LEVANTAMENTOS TOPOGRÁFICOS

ver exemplo da régua



A exactidão do valor obtido corresponde a metade da menor graduação (1 cm) e portanto o 

valor obtido é 7±0.5 cm.

Suponha-se que o valor exacto de um comprimento é igual a 7.3 cm e que se pretende 

determinar este valor utilizando uma régua graduada em cm, sem estimação (ou seja, 

arredondando ao cm). 7.3 → 7

Em muitas situações do dia-a-dia, não precisamos de trabalhar com números exatos.

Quando estamos a utilizar números muito grandes ou números com muitas casas

decimais, é por vezes útil proceder a arredondamentos para nos facilitar os cálculos, ou

simplesmente, para que o número ocupe menos espaço.



Repita-se a medição do comprimento utilizando uma régua graduada de 2 em 2 cm, sem 

estimação (ou seja, arredondando ao cm):

A exactidão do valor obtido corresponde a metade da menor graduação (2 cm) e 

portanto o valor obtido é 8±1 cm.

7.3 → 8



Suponha-se que foi medida uma direcção 50 

vezes com um instrumento de 1” (a menor 

graduação do limbo é 1”, estimando-se a parte 

decimal do segundo). A parte das leituras 

relativas aos segundos está indicada na tabela: 

Estes dados são representativos das leituras que se podem obter do aparelho utilizado por um 

operador competente? Que ferramentas estatísticas podem ser utilizadas para representar e 

analizar este conjunto de dados?

Devido a constrangimentos económicos e de tempo, a análise estatística dos dados 

observados incide normalmente sobre uma amostra de pequena dimensão, recolhida de uma 

população na maior parte das vezes, infinita, consistindo em todas as possíveis medições que 

podem ser efectuadas.

22.7 25.4 24.0 20.5 22.5 22.3 24.2 24.8 23.5 22.9

25.5 24.7 23.2 22.0 23.8 23.8 24.4 23.7 24.1 22.6

22.9 23.4 25.9 23.1 21.8 22.2 23.3 24.6 24.1 23.2

21.9 24.3 23.8 23.1 25.2 26.1 21.2 23.0 25.9 22.8

22.6 25.3 25.0 22.8 23.6 21.7 23.9 22.3 25.3 20.1



• a mediana da amostra, uma medida de localização dos dados, é igual ao ponto médio do 

conjunto de dados ordenado de forma crescente, de tal forma que metade dos dados são 

menores que a mediana e a outra metade dos dados são maiores do que a mediana (no 

caso de o conjunto ter um número par de medições, a mediana é a média dos dois valores 

intermédios), neste caso (23.4+23.5)/2 = 23.45”.

• a média da amostra, uma medida de localização dos dados, é igual a ǉ𝑥= (σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖)/n, neste 

caso 23.5”.



• a amplitude da amostra, uma medida de dispersão dos dados, é igual à diferença entre o 

valor mais alto e o valor mais baixo observados, neste caso 26.1-20.1 = 6.0”.

• a variância da amostra, uma medida de dispersão dos dados, é igual a 

 s2= σ𝑖=1
𝑛 (𝑋𝑖 − ǉ𝑥)2/(n-1), neste caso 1.88”2.

• o desvio padrão da amostra, uma medida de dispersão dos dados, é igual a 

 s= σ𝑖=1
𝑛 (𝑋𝑖 − ǉ𝑥)2 /(𝑛 − 1), neste caso 1.37”.



Distribuição de peso de um 
grande conjunto de pacotes 

de açucar de 1 kg

y → N(μ,σ2)
𝑦 =

1

2𝜋 𝜎
𝑒

𝜇
𝜎

2

• Os erros pequenos são mais frequentes que os erros grandes
• Os erros positivos e negativos ocorrem com igual frequência 

quando n->∞ e portanto compensam-se
• Os erros muito grandes não ocorrem



A figura mostra a curva da densidade de probabilidade dos erros:

N(0,1)

máximo

ponto de inflexão

𝒛 =
𝒚−𝝁

𝝈
 → N(0,1)



P(a<x< b) = N(b)-N(a) P(-a<x< a) = N(a)-N(-a)=N(a)-(1-N(a))

P(-σ<x< σ) = N(σ)-N(-σ)

Probabilidade de os erros estarem compreendidos num dado intervalo:

se N(0,1)

=0.8413-(1-0.8413)=0.6826



P(-0.6745 σ < x < 0.6745 σ ) = 0.5000  (E50=0.6745 σ = erro provável)

P(- σ <x< σ) = 0.6827 (erro padrão)

P(- 1.6449 σ <x< 1.6449 σ) = 0.9000

P(- 1.9600 σ <x< 1.9600 σ) = 0.9500 (E95)

P(- 2 σ <x< 2 σ) = 0.9545

P(- 2.5758 σ <x< 2.5758 σ) = 0.9900 (E99)

P(-2.9650 σ <x<2.9650 σ) =0.9970

P(- 3 σ <x< 3 σ) = 0.9973

P(- 3.2900 σ <x< 3.2900 σ) = 0.9990



50% dos erros de uma dada série de medições não excedem ±20 cm (erro provável); 

90% dos erros dessa série de medições não excedem  ±49 cm. 

Qual é o erro padrão do processo considerado  (P[-σ<x<σ]=0.6827)?

1σ = erro padrão ⇒ erro padrão = ±29.7cm

0.6745σ = ±20cm ⇒ σ = ±29.7cm
1.6449σ = ±49cm ⇒ σ = ±29.7cm

(68.27% dos erros ocorrem dentro do intervalo ±σ)

Apesar de serem dados diferentes erros, cada um deles expressa 

a mesma precisão (σ) do processo de medição:



Considere-se o conjunto de 15 medições independentes de uma distância, em metro: 

212.22, 212.25, 212.23, 212.15, 212.23, 212.11, 212.29, 212.34, 212.22, 212.24, 

212.19, 212.25, 212.27, 212.20, 212.25. Calcule a média e o desvio padrão da série, e, 

admitindo uma distribuição normal, os erros E50 e E90 e verifique se alguma medição cai 

fora do intervalo de confiança a 99.7%.



ǉ𝑥 =
σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖

𝑛
 = 3183.34

15
= 212.22 m ; 𝑠 =

σ𝑖=1
𝑛 (𝑋𝑖 − ǉ𝑥)2

𝑛 − 1
=

0.051298

14
= ±0.06 m=

675576.955 − 15𝑥212.2232

14

E50: 0.6745 s= 0.6745*(±0.06) = ±0.04 m

E90: 1.6449 s=1.6449*(±0.06) = ± 0.10 m

Considerando o nível de confiança de 99.7%, tem-se que o intervalo ±2.9650 s = ±0.18, verificando-se que todas as 

observações estão dentro do intervalo 212.22 ±0.18, pelo que não há razão para supor que existem erros grosseiros nos 

dados.
 

Analizando os dados verifica-se que há 9 observações dentro do intervalo 212.22±0.04, ou seja, entre 212.18 e 212.26, 

o que corresponde a 9/15x100=60% dos dados, quando em teoria deveria corresponder a 50%, o que pode explicar-se 

considerando que o conjunto dos dados constitui uma amostra da população.

 

Analizando os dados verifica-se que há 13 observações dentro do intervalo  212.22±0.10, ou seja, entre 212.12 e 

212.32, o que corresponde a 13/15x100=87% dos dados, quando em teoria deveria corresponder a 90%, o que pode 

explicar-se considerando que o conjunto dos dados constitui uma amostra da população.
 



Os segundos correspondentes a 50 medições de uma direcção estão indicados na tabela:

41.9 46.3 44.6 46.1 42.5 45.9 45.0 42.0 47.5 43.2 43.0 45.7 47.6

49.5 45.5 43.3 42.6 44.3 46.1 45.6 52.0 45.5 43.4 42.2 44.3 44.1

42.6 47.2 47.4 44.7 44.2 46.3 49.5 46.0 44.3 42.8 47.1 44.7 45.6

45.5 43.4 45.5 43.1 46.1 43.6 41.8 44.7 46.2 43.2 46.8

Determine a média e o desvio padrão da série, e, admitindo uma distribuição normal, 

calcule o  erro padrão, o erro E95 e verifique se alguma medição cai fora do intervalo de 

confiança a 99%.



ǉ𝑥 =
σ𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖

𝑛
  = 45.04” 𝑠 =

(σ𝑖=1
𝑛 (𝑥𝑖)2−𝑛 ҧ𝑥2

𝑛−1
=±2.12”

Há 35 medições no intervalo 45.04±2.12=[42.92,47.16], o que corresponde a 35/50x100=70%, o que se aproxima 

do valor teórico de 68.3%.

O intervalo correspondente ao erro E95  é igual a 45.04±1.960x2.12=45.04±4.16=[40.88, 49.20], estando 3 valores 

fora deste intervalo, isto é, que se desviam da média mais do que 4.16: 49.5 (2) e 52.0; dito de outra forma, 

47/50x100=94% das medições estão contidas no intervalo E95.

O intervalo correspondente ao erro E99  é igual a 45.04±2.576x2.12=45.04±5.46=[39.58, 50.50], estando 1 valor 

fora deste intervalo, isto é, que se desvia da média mais do que 4.16: 52.0; dito de outra forma, 49/50x100=98% 

das medições estão contidas no intervalo E99.  Isto sugere que deve rejeitar-se o valor 52.0, obtendo-se então 

ҧ𝑥 = 44.90, s=±1.83.

Agora, 32 observações estão dentro do intervalo ±s, ou seja, 65.3% das observações, 47 observações estão 

dentro do intervalo ±E95, ou seja, 95.9% das observações  e não há observações fora do intervalo ±E99, não 

havendo razão para rejeitar observações adicionais.



Após a detecção e eliminação dos erros grosseiros e após a identificação 

e correcção dos erros sistemáticos presentes nas observações, estes 

(erros aleatórios) podem ser considerados como amostras de variáveis 

aleatórias, que têm uma distribuição normal N(0, σ2):



Os erros aleatórios são caracterizados por desvios não controláveis

de pequena magnitude  no valor de uma observação. A amplitude 

esperada na incerteza da medição devido aos erros aleatórios é 

designada por precisão e descrita pelo desvio padrão das 

observações relativamente ao valo médio. Se numa dada observação

intervierem várias fontes de erro, é possível calcular a contribuição de 

cada uma delas e combina-las para estimar o desvio padrão final.





A tabela contém valores de uma população finita de 
100 elementos. A média e a variância da polulação 

são, respectivamente, μ=26.1 e σ2=17.5.

Tendo sido seleccionada aleatoriamente uma 
amostra de  10 valores desta população,  

obtiveram- se a média ഥ𝒙 e a variância s2, sendo 
pouco provável que μ= ҧ𝑥  e σ2= s2.

À medida que a dimensão da amostra cresce,  a 
média e a variância da amostra tendem para a 

média e a variância da população



No que se segue, vão ser construídos intervalos de confiança cujos limites variam de 

forma a garantir que uma determinada variavel esteja contida nesse intervalo com uma

dada probabilidade.



1. Intervalo de confiança para a média μ da população

Sendo ത𝐱 a média e S o desvio padrão da amostra de dimensão n obtida a partir de uma 

população com distribuição normal N(μ, σ2), tem-se:

                      തx − tα/2 S/√n < μ < തx + tα/2 S/√n 

onde  tα/2 representa a distribuição t de Student com nível de significância α e r 

graus de liberdade ou redundância da amostra.



Num determinado projecto foram repetidas 16 pontarias segundo uma dada direcção, 

cuja média (apenas os segundos) é igual a ഥ𝒙 =25.4”, com um desvio padrão igual a 

S=±1.3”. Determine o intervalo de confiança a 95% para a média da população.

1-α=0.95 => α=0.05 => α/2=0.025;

o número n da tabela representa o número de graus de liberdade (redundância)=16-1=15;

da tabela, tα/2 =2.131;

o intervalo de confiança é então

25.4”-2.131*1.3/4 < μ < 25.4”+2.131*1.3/4 

25.4”-0.7” < μ < 25.4”+0.7”

24.7”< μ < 26.1”



Tabela da distribuição t de Student



Selecção da dimensão n da amostra

Um problema comum consiste na determinação da dimensão da amostra por forma a 

garantir a precisão pretendida. Da expressão ഥ𝒙 − 𝐭𝜶/𝟐 S/√n < μ  < ഥ𝒙 + 𝐭𝜶/𝟐 S/√n verifica-

se que, não sendo possível controlar o valor de S, a única forma controlar o intervalo de 

confiança é através do número de repetições efectuadas, tendo-se  que, em geral, 

quanto maior for a amostra, menor a amplitude do intervalo de confiança. 

A amplitude do intervalo onde cai a média da população é 2 tα/2 S/√n; sendo I metade 

deste intervalo, tem-se n=(𝐭𝜶/𝟐 S/I)2; em aplicações práticas, como a amostra ainda não 

foi observada, tα/2, n e S não são conhecidos. A equação anterior tem que ser 

modificada, utilizando-se o valor nominal do aparelho:

 n=(tα/2 σ/I)2



Fixando-se a priori o valor ±2” a 95% de confiança para a incerteza dos ângulos a serem 

medidos numa dada rede de controlo, quantas repetições são necessárias se o desvio 

padrão nominal na medição de um ângulo for σ±2.6”?

amplitude do intervalo pretendido: 2-(-2)=4 => I=2

1-α=0.95 => α = 0.05 => α/2=0.025

σ= ±2.6” (lido no manual do aparelho ou por experiência prévia com o aparelho)

quantil correspondente  a 0.975=1.960

n=(1.960*2.6/2)2=6.49 => são necessárias 8 repetições (número par mais próximo de 

6.49), ou seja, 4 giros com leituras conjugadas, de forma a cancelar erros sistemáticos 

instrumentais.



2. Intervalo de confiança para a variância σ2 da população

Sendo ҧ𝑥 a média e S o desvio padrão da amostra de dimensão n obtida a partir de 

valores com distribuição normal N(μ, σ), tem-se:

 rS2/χ2
α/2 < σ2 < rS2/χ2

1-α/2

onde r representa o número de graus de liberdade ou redundância da amostra.



Supondo que um observador realiza 20 pontarias para um alvo distante e bem 

definido com um aparelho de 1” (incerteza nas leituras azimutais). Sendo o 

desvio padrão desta amostra igual a ±1.8”, qual é o intervalo de confiança a 95% 

para a variância da população?

1-α=0.95 => α = 0.05 => α/2=0.025

os valores tabelados são χ2
0.025=32.853, χ2

0.975=8.907

19*1.82/32.855 < σ2 < 19*1.82/8.907

1.87 < σ2 < 6.91

 



Tabela da distribuição χ2



3. Intervalo de confiança para a razão de variâncias de duas populações

Sendo ҧ𝑥1 e ҧ𝑥2 as médias e S1 e S2  os desvios padrão de duas amostra aleatórias  

obtidas de populações normais, tem-se que o intervalo de confiança para σ1
2/σ2

2  é 

dado por:

 
𝑆1

2

𝑆2
2 ×

1

𝐹𝛼
2,𝑟1,𝑟2

 < 𝜎1
2

𝜎2
2 <

𝑆1
2

𝑆2
2 × 𝐹𝛼

2
,𝑟2,𝑟1

onde F é a distribuição F, r1 e r2 são os graus de liberdade de cada amostra.





Os procedimentos utilizados para testar a validade de uma estatística são designados 

por testes de hipóteses, cujos elementos básicos são:

Os procedimentos utilizados para testar a validade de uma estatística são designados 

por testes de hipóteses, cujos elementos básicos são:

• Hipótese nula, H0, afirmação que compara uma estatística da população com uma 

estatística da amostra, implicando que a amostra é parte da população

• Hipótese alternativa, H1, que representa uma população alternativa de onde foi 

obtida a amostra

• O teste é efectuado a partir da amostra e o resultado permite aceitar ou rejeitar a 

hipótese nula, podendo afirmar-se neste último caso que a estatística calculada 

não é consistente com a amostra utilizada

• A região de rejeição representa os valores para os quais o teste é rejeitado



Seja qual for a decisão baseada no teste de hipóteses, há sempre a possibilidade dessa 

decisão estar errada. O primeiro erro, designado por erro tipo I, consiste na rejeição da 

hipótese nula, sendo esta verdadeira; quando a hipótese nula não é rejeitada sendo 

falsa, comete-se o erro tipo II. Como estes erros se referem a populações diferentes, 

eles não estão directamente relacionados, sendo então necessário haver uma decisão 

sobre qual dos dois tipos de erro é mais importante em cada situação.

α maior => erro tipo I maior => erro tipo II menor



O nível de significância α é probabilidade de se rejeitar a hipótese nula sendo ela verdadeira. 

O nível de confiança 1-α é a probabilidade de não rejeitar a hipótese nula quando ela é verdadeira. 



Os funcionários de um spa fazem um teste de qualidade da água diário na piscina e se o 

nível de contaminantes for muito alto, eles fecham temporariamente a piscina para 

realizar um tratamento da água.

Definindo a hipótese H0 como sendo a qualidade da água é aceitável e a hipótese H1 

como sendo a qualidade da água não é aceitável:



2. 

H0: a qualidade da água é aceitável => a piscina abre

H1: a qualidade da água não é aceitável => a piscina fecha

O erro tipo I corresponde a rejeitar H0 sendo H0 verdadeira, ou seja, a qualidade da água 

é aceitável => a piscina fecha (quando devia abrir).

• Qual será a consequência de um erro tipo I ?

1. O spa fecha a piscina quando ela tem de ser fechada

2. O spa fecha a piscina quando ela não tem de ser fechada

3. O spa não fecha a piscina quando ela tema de ser fechada



• Qual será a consequência de um erro tipo II ?

1. O spa fecha a piscina quando ela tem de ser fechada

2. O spa fecha a piscina quando ela não tem de ser fechada

3. O spa não fecha a piscina quando ela tem de ser fechada

3. 

H0: a qualidade da água é aceitável => a piscina abre

H1: a qualidade da água não é aceitável => a piscina fecha

O erro tipo II corresponde a aceitar H1 sendo H1 falsa, ou seja, a qualidade da água não é 

aceitável => a piscina abre (quando devia fechar).



• Em termos de segurança, qual é o erro com consequências mais perigosas?

1. Tipo I

2. Tipo II

2. Nesta situação a piscina abre quando não devia abrir e assim as pessoas vão nadar 

em água contaminada



• Uma vez que o erro tipo II envolve grande preocupações sanitárias, o spa está a 

considerar usar um nível de significância diferente de 0.05. Que nível de significância 

deve ser usado para reduzir a probabilidade de um erro tipo II?

1. α=0.01

2. α= 0.025

3. α= 0.1

3. Usar um nível de significância α maior aumenta a probabilidade de um erro tipo I mas

diminui a probabilidade de um erro tipo II (desta forma acontecerá mais vezes a piscina 

ser encerrada quando a qualidade da água for boa mas acontecerá menos vezes a 

piscina não ser encerrada quando a qualidade da água for má: o spa perderá dinheiro por 

ter a piscina fechada quando poderia estar aberta mas não perderá dinheiro em 

eventuais indemnizações por ter a piscina aberta quando deveria estar fechada.



Um conhecido nosso quer iniciar um negócio de “food truck” e está indeciso em que 

cidades deve começar a operar, de forma a garantir uma procura suficientemente grande. 

Designando a hipótese H0 como correspondendo a procura não suficientemente grande 

e a hipótese H1 como correspondendo a procura suficientemente grande:



• Qual é a consequência de um erro tipo I ?

1. Ele não escolhe uma cidade na qual a procura é de facto suficientemente grande

2. Ele escolhe uma cidade na qual a procura é de facto suficientemente grande

3. Ele escolhe uma cidade na qual a procura de facto não é suficientemente grande

3. 

H0: cidade com procura não suficientemente grande => não escolher

H1: cidade com procura suficientemente grande => escolher

O erro tipo I corresponde a rejeitar H0 sendo H0 verdadeira, ou seja, escolhe-se uma 

cidade com procura não suficientemente grande.



• Qual é a consequência de um erro tipo II ?

1. Ele não escolhe uma cidade na qual a procura é de facto suficientemente grande

2. Ele escolhe uma cidade na qual a procura é de facto suficientemente grande

3. Ele escolhe uma cidade na qual a procura de facto não é suficientemente grande

1. 

H0: cidade com procura não suficientemente grande => não escolher

H1: cidade com procura suficientemente grande => escolher

O erro tipo II corresponde a aceitar H1 sendo H1 falsa, ou seja, não se escolhe uma 

cidade com procura suficientemente grande 



• Qual dos níveis de significância deve ser escolhido?

1. α=0.01

2. α=0.08

3. α=0.1

1. É melhor não escolher uma cidade com procura suficientemente grande – erro tipo II 

- (não se ganha dinheiro) do que escolher uma cidade com procura não 

suficientemente grande – erro tipo I - (perde-se dinheiro), isto é, é melhor cometer o 

erro tipo II do que o erro tipo I (α pequeno => erro tipo I pequeno => erro tipo II grande).



Uma amostra de 10000 pessoas foi testada para o vírus da gripe. 

9200 pessoas testaram negativo e 800 testaram positivo e destas 

últimas, 40 pessoas são falsos positivos, testando positivo 

embora não estejam infectadas pelo vírus, o que constitui um 

caso de um erro tipo I. De forma semelhante 460 pessoas testam 

negativo  quando realmente estão com gripe (falsos negativos), o 

que é um exemplo de um erro tipo II.

H0: pessoa testa positivo => está infectada com gripe

H1: pessoa testa negativo => não está infectada com gripe

Erro tipo I: pessoa testa positivo mas não está infectada com gripe (falso positivo) 

Erro tipo II: pessoa testa negativo mas está infectada com gripe (falso negativo)



Taxa de falsos positivos = número de falsos positivos/total de pessoas não infectadas

= 40/(9200-460) = 40/8740 ≈ 0.00458 = probabilidade de se cometer um erro do tipo I, 

que se designa por nível de significância α do teste (α=0.458%).

Taxa de falsos negativos = número de falsos negativos/total de pessoas infectadas

= 460/(460+800-40) = 460/1220 ≈ 0.377 = probabilidade de se cometer um erro do tipo II, 

que se designa por β, sendo a potência do teste dada por 1-β=0.623=62.3%.

Resumindo, existe uma probabilidade de 0.458% de se cometer um erro do tipo I (falso 

positivo) e uma probabilidade de 62.3% de se detectar correctamente uma pessoa 

infectada. 



As especificações de um trabalho impõem uma exactidão posicional em 95% dos 

pontos estação para apoio a um levantamento de grande rigor de ±5 mm. A que 

corresponde um erro tipo I?

H0: não se aceita o ponto quando as coordenadas estão fora da tolerância

H1: aceita-se o ponto  quando as coordenadas estão dentro da tolerância

Erro tipo I: não se aceita o ponto quando as coordenadas estão dentro da tolerância

Erro tipo II: aceita-se o ponto quando as coordenadas estão fora da tolerância



O erro tipo I, também conhecido como "falso positivo", ocorre quando se rejeita uma 

hipótese nula verdadeira. No contexto de um levantamento de grande rigor com uma 

precisão de ±5 mm e uma exigência de 95% de exatidão posicional nos pontos de 

estação, o erro tipo I refere-se à probabilidade de que um ponto estação seja 

considerado posicionado incorrectamente (dentro da margem de erro de ±5 mm) 

quando, na realidade, está dentro dessa margem.

O erro tipo II, também conhecido como "falso negativo", ocorre quando se aceita uma 

hipótese nula falsa. No contexto de um levantamento topográfico de alta precisão, 

onde se exige que 95% dos pontos de estação estejam dentro de uma margem de erro 

de ±5 mm, o erro tipo II refere-se à probabilidade de que um ponto estação que, na 

realidade, está fora dessa margem de erro seja erroneamente considerado dentro dela.



Em termos estatísticos, o erro tipo II está relacionado com a potência do teste, que é a 

probabilidade de rejeitar corretamente uma hipótese nula falsa. Quanto maior o erro 

tipo II, menor a potência do teste. Portanto, minimizar o erro tipo II é essencial para 

garantir a precisão e a confiabilidade dos resultados do levantamento topográfico.

Para reduzir o erro tipo II, é importante utilizar equipamentos de alta qualidade, realizar 

calibrações regulares e adotar procedimentos de medição rigorosos. Além disso, a 

repetição de medições e a análise estatística dos dados podem ajudar a identificar e 

corrigir possíveis erros, aumentando a precisão geral do levantamento.



Em levantamentos de alta precisão, é geralmente mais crítico evitar erros Tipo II. 

Aceitar uma medição como válida quando ela não atende às especificações pode 

comprometer a qualidade do levantamento e levar a decisões baseadas em dados 

imprecisos. Embora erros Tipo I possam resultar em medições desnecessárias ou 

ajustamentos que não são realmente necessários, eles tendem a ser menos 

prejudiciais do que aceitar medições imprecisas.

Portanto, é preferível cometer um erro Tipo I (falso positivo) do que um erro Tipo II (falso 

negativo) em levantamentos topográficos de alta precisão. Isso garante que todas as 

medições atendam aos rigorosos padrões de precisão exigidos para o levantamento.



1. Teste de hipóteses para a média μ da população

Pretende-se testar o valor തx da média de uma amostra de dimensão n contra um valor 

conhecido μ a um nível de significância α: sendo t=( ҧ𝑥 -μ)/S/√n, a região de rejeição de 

H0 é

unilateral bilateral

H0: μ = ҧ𝑥                                                                                   H0: μ = ҧ𝑥       

H1: μ > തx (ou μ < ഥx)                                                                H1: μ ≠ ҧ𝑥 

região de rejeição: t>tα (ou t<tα) região de rejeição: |t|>tα/2 



Uma base de calibração para aparelhos EDM com comprimento 400.008 m foi medida 

20 vezes com um dado aparelho, obtendo-se uma média igual a 400.012 m  com desvio 

padrão ±0.002 m. Este valor é significativamente diferente do valor calibrado ao nível de 

significância 0.05?

Admitindo que foram seguidos os procedimentos de campo adequados, pretende-se 

determinar se de acordo com as especificações o aparelho pode ser considerado 

calibrado e, portanto, se fornece distâncias pertencentes à população de valores 

calibrados. Para responder à questão vai ser efectuado um teste de hipóteses  bilateral 

conduzido de forma a determinar se o valor obtido é igual ou diferente do valor 

calibrado ao nível de significância 0.05; assim, o valor medido é rejeitado se for 

estatisticamente demasiado curto ou demasiado longo em relação ao valor calibrado.



H0: μ = 400.12,  H1: μ ≠ 400.12 (teste bilateral)

valor critico: t=( ҧ𝑥 -μ)/S/√n=(400.012-400.008)/0.002/√20=8.944

graus de liberdade: 20-1=19

região de rejeição: tα/2,19 = 2.093

t > : tα/2,19 , a hipótese nula é rejeitada, isto é, há razões para supor que o valor medido 

é significativamente diferente do valor calibrado a um nível de significância 5% (o 

aparelho utilizado poderá estar afectado por um erro sistemático. 

O intervalo de confiança a 95% para a média da população é dado por:

400.0012-2.093x.002/√20 ≈ 400.011 < 400.008 < 400.0012+2.093x.002/√20 ≈ 400.013, 

isto é, μ=400.008 está fora do interval, o que significa que o valor calibrado não está 

contido no intervalo obtido a partir dos valores medidos. 



2. Teste de hipóteses para a variância σ2 da população

Pretende-se comparar a variância S2 de uma amostra de dimensão n a variância σ2 da 

população a um nível de significância α: sendo χ2=rS2/σ2, a região de rejeição de H0 é

unilateral bilateral

H0: S2 = σ2                                                                          H0: S2 = σ2

H1: S2 > σ2 ou S2 < σ2                                                                                H1: S2 ≠ σ2

região de rejeição: χ2 > χ2
α   (ou χ2 < χ2

α) região de rejeição: χ2 < χ2
1-α/2 ou χ2 < χ2

α/2 



O director de uma firma de topografia pretende que todos os topógrafos sejam capazes 

de efectuar leituras num dado aparelho a menos de ±1.5”. Para testar este valor, pediu 

ao topógrafo mais graduado para efectuar um teste, realizando 30 leituras, obtendo o 

valor S=±0.9”. Estes valores estão dentro do limite ±1.5” ao nível de significância 5%?

H0: S2 = σ2, H1: S2 > σ2

graus de liberdade: 30-1=29

valor critico:  χ2=29x0.92/1.52=1.44

região de rejeição: χ2
α,r=χ2

0.05,29=42.56

χ2< χ2
0.05,29 => a hipótese nula não é rejeitada

O facto de a hipótese H0 não ser rejeitada não significa necessariamente que o valor 

±1.5” venha a ser cumprido pois selecionou-se apenas uma pessoa, o que pode 

conduzir a uma má interpretação dos resultados. 



3. Teste de hipóteses para a razão de variâncias de duas populações

unilateral bilateral

H0: S1
2 / S2

2 = 1                                                                H0: S1
2 / S2

2 = 1

H1: S1
2 / S2

2 > 1  (ou H1: S1
2 / S2

2 <1)                      H0: S1
2 / S2

2 ≠ 1

região de rejeição: F> Fα   (ou F < Fα) região de rejeição: F > Fα/2 



Propagação de erros aleatórios em medições indirectas

Considere-se a função y=a1x1+a2x2, onde x1 e x2 são duas varáveis aleatórias 

independentes e com desvios padrão σ1 e σ2 , sendo a1 e a2 constantes.

Sendo  ε1
i, ε1

ii,...,ε1
n  e  ε2

i, ε2
ii,...,ε2

n erros cometidos em n observações de x1 e x2, em 

que ε1
i=x1

i-µ1,ε1
ii=x1

ii-µ1,…,ε1
n=x1

n-µ1 e ε2
i=x2

i-µ2,ε2
ii=x2

ii-µ2,…,ε2
n=x2

n-µ2, sendo 

µ1=x1
v=x1-ε1 e µ2 =x2

v=x2-ε2 os valores verdadeiros de x1 e x2,  o valor verdadeiro de y (o 

índice v quer dizer verdadeiro) é dado por:

y1
v = a1x1

i v + a2x2
i v

y2
v = a1x1

ii v + a2x2
ii v

…
yn

v = a1x1
n v + a2x2

n v

= a1 x1
i − ε1

i + a2 x2
i − ε2

i

 = a1 x1
ii − ε1

ii + a2 x2
ii − ε2

ii

…
= a1 x1

n − ε1
n + a2 x2

n − ε2
n

= 𝑦1 − a1ε1
i + a2ε2

i

 = 𝑦2 − a1ε1
ii + a2ε2

ii

…
= 𝑦𝑛 − a1ε1

n + a2ε2
n

= a1x1
i + a2x2

i − a1ε1
i + a2ε2

i

 = a1x1
ii + a2x2

ii − a1ε1
ii + a2ε2

ii

…
= a1x1

n + a2x2
n − a1ε1

n + a2ε2
n



ou
𝑦1 − y1

v = a1ε1
i + a2ε2

i

y2 − y2
v = a1ε1

ii + a2ε2
ii

…
yn − yn

v = a1ε1
n + a2ε2

n

Sendo por definição σ2 = ൗσi=1
n ϵi

2

n  , de

𝛔𝐲
𝟐 = ෍

i=1

n

ϵi
2/n = [(a1ϵ1

i + a2ϵ2
i )2+(a1ϵ1

ii + a2ϵ2
ii)2+ ⋯ + a1ϵ1

n + a2ϵ2
n 2]/n =

[(a1 ∈1
i )2+2 a1 ∈1

i  a2ϵ2
i + (a2 ∈2

i )2+ (a1 ∈1
ii)2+2 a1 ∈1

ii a2ϵ2
ii+ (a2 ∈2

ii)2+ ⋯ + a1 ∈1
n 2 + 2 a1 ∈1

n  a2ϵ2
n+ a2 ∈2

n 2]/n=

[a1
2σi=1

n ∈1
2 +2a1a2 σi=1

N ∈1∈2 + a2
2 σi=1

n ∈2
2]/n=

a1
2 σi=1

n ∈1
2/n + 2a1a2 σi=1

N ∈1∈2/n + a2
2 σi=1

n ∈2
2/n=

𝒂𝟏
𝟐𝝈𝒙𝟏

𝟐 + 𝟐𝒂𝟏𝒂𝟐𝝈𝒙𝟏𝒙𝟐+ 𝒂𝟐
𝟐𝝈𝒙𝟐

𝟐



Na forma matricial tem-se:

Σ𝑦 = 𝑎1 𝑎2
𝜎𝑥1

2 𝜎𝑥1𝑥2

𝜎𝑥1𝑥2 𝜎𝑥2
2

𝑎1

𝑎2

Se y função de n variáveis independentes x1, x2,…, xn, tem-se:

Σ𝑦 = 𝑎1 𝑎2 … 𝑎𝑛

𝜎𝑥1
2 𝜎𝑥1𝑥𝑛 … 𝜎𝑥1𝑥𝑛

𝜎𝑥1𝑥2 𝜎𝑥2
2 … 𝜎𝑥2𝑥𝑛

⋮
𝜎𝑥1𝑥𝑛

⋮
𝜎𝑥2𝑥𝑛

⋮
…

⋮
𝜎𝑥𝑛

2

𝑎1

𝑎2

⋮
𝑎𝑛

Considerando um conjunto de m funções independentes de n variáveis x1, x2,…, xn, 
tem-se:

Σ𝑦 =

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑚1

⋮
𝑎𝑚2

⋮
…

⋮
𝑎𝑚𝑛

𝜎𝑥1
2 𝜎𝑥1𝑥𝑛 … 𝜎𝑥1𝑥𝑛

𝜎𝑥1𝑥2 𝜎𝑥2
2 … 𝜎𝑥2𝑥𝑛

⋮
𝜎𝑥1𝑥𝑛

⋮
𝜎𝑥2𝑥𝑛

⋮
…

⋮
𝜎𝑥𝑛

2

𝑎11 𝑎21 … 𝑎𝑚1

𝑎12 𝑎22 … 𝑎𝑚2

⋮
𝑎1𝑛

⋮
𝑎2𝑛

⋮
…

⋮
𝑎𝑚𝑛



Se as m funções não forem lineares, utilizando um desenvolvimento em série de Taylor 
e retendo apenas os termos de 1ª ordem, tem-se:

Σy =

𝜕y1

𝜕x1

𝜕y1

𝜕x2
…

𝜕y1

𝜕xn

𝜕y2

𝜕x1

𝜕y2

𝜕x2
…

𝜕y2

𝜕xn

⋮
𝜕ym

𝜕x1

⋮
𝜕ym

𝜕x2

⋮
…

⋮
𝜕ym

𝜕xn

σx1
2 σx1xn … σx1xn

σx1x2 σx2
2 … σx2xn

⋮
σx1xn

⋮
σx2xn

⋮
…

⋮
σxn

2

𝜕y1

𝜕x1

𝜕y2

𝜕x1
…

𝜕ym

𝜕x1

𝜕y1

𝜕x2

𝜕y2

𝜕x2
…

𝜕ym

𝜕x2

⋮
𝜕y1

𝜕xn

⋮
𝜕y2

𝜕xn

⋮
…

⋮
𝜕ym

𝜕xn

ou

Σy =JΣxJt

onde J é a matriz jacobiana da transformação.



Sejam A=B+C, B e C quantidades independentes com desvios padrão iguais a σB e σC, 

respectivamente. Calcule σA.

ΣA = 𝝈𝑨
𝟐 =JΣBCJt =

𝜕𝐴

𝜕𝐵

𝜕𝐴

𝜕𝐶

𝜎𝐵
2 0

0 𝜎𝐶
2

𝜕𝐴

𝜕𝐵
𝜕𝐴

𝜕𝐶

= 1 1
𝜎𝐵

2 0

0 𝜎𝐶
2

1
1

= 𝜎𝐵
2 𝜎𝐶

2 1
1

= 𝝈𝑩
𝟐 + 𝝈𝑪

𝟐



Dado um paralelepípedo de dimensões C=40.00±0.05m, L=20.00±0.03m, A= 

10.00±0.02m, calcule a) o volume desse paralelepípedo b) a incerteza associada ao 

volume.  

V=CxLxA=40.00x20.00x10.00=8000.00m3

σ2
V =JΣCLAJt =

𝜕𝑉

𝜕𝐶

𝜕𝑉

𝜕𝐿

𝜕𝑉

𝜕𝐴

𝜎𝐶
2 0 0

0 𝜎𝐿
2 0

0 0 𝜎𝐴
2

𝜕𝑉

𝜕𝐶
𝜕𝑉

𝜕𝐿
𝜕𝑉

𝜕𝐴

=

        = 𝐿𝐴 𝐶𝐴 𝐶𝐿
0.052 0 0

0 0.032 0
0 0 0.022

𝐿𝐴
𝐶𝐴
𝐶𝐿

σV= (𝐿𝐴)2 ∗ 0.052 + 𝐶𝐴 2 ∗ 0.032 + (𝐶𝐿)2 ∗ 0.022 = 40000.00 ∗ 0.052 + 160000.00 ∗ 0.032 + 640000.00 ∗ 0.022 = ±22.00 m3



A partir do ponto A, mediu-se a inclinação da visada para o ponto B: α=3o.00, com 

incerteza σα =±1’, assim como a distância inclinada A para B: D=1000,00 m, com 

incerteza σD =±0.05 m.

Calcule a distância horizontal e a respectiva incerteza.

H=D cos α=1000.00*cos(3o.00)=998.63 m

σ2
H= JΣD,αJt =

𝜕

𝜕D
D cos α 𝜕

𝜕α
D cos α

σD
2 0

0 σα
2

𝜕

𝜕D
D cos α

𝜕

𝜕α
D cos α

= cos α −Dsin α
0.052 0

0 (
1′

60′
∗

π

180o)
2

cos α
−Dsin α

σH=
cos αx0.052 0

0 (−Dsin α)(
1′

60′
∗

π

180o)
2

cos α
−Dsin α = (cos αx0.05)2+ Dsin α 2

1′

60′ ∗
π

180o

2

=

0,9986x0.05 2 + (0.0523x1000x
1′

60′ ∗
π

180o)
2 = ±𝟎. 𝟎𝟓𝟐 𝐦



Pretende-se calcular a altitude do 

ponto C localizado no topo da 

chaminé de um edifício e a respectiva 

incerteza, tendo sido observados os 

ângulos e a distância horizontal 

indicados na figura. As altitudes dos 

pontos A e B são 1298.65±0.006 m e 

1301.53±0.004 m, respectivamente. A 

altura do aparelho nos pontos A e B é 

igual a 5.25±0.005 m e 5.18±0.005 m, 

respectivamente. 

α=44º12’34” ±8.6”,   β=39º26’56” ±11.3”

zA=81º47’13” ±4.1”,   zB=84º09’50” ±5.1”

ab=136.45±0,018 m



Os ângulos medidos no plano vertical são distâncias zenitais e os ângulos medidos no plano horizontal são ângulos 

azimutais. 

Usando a lei dos senos no triângulo abc, tem-se que as distâncias horizontais entre os pontos a e c e b e  c são:

 sen α / bc = sen β / ac = sen γ / ab, γ=180-(α+β)

 ac = ab sen β / sen (180-(α+β)) = ab sen β / sen (α+β)

 bc = ab sen α / sen (α+β)

Tem-se então, dos triângulos CA’A’’ e CB’B’’:

 HC
A = HÁ + ai

A + ac/tan zA = HÁ + ai
A + ab sen β / [sen (α+β) tan zA ] = 1316.490715 

 HC
B = HB + ai

B + bc/tan zB =HB + ai
B + ab sen α / [sen (α+β) tan zB ] = 1316.494868

E, finalmente

 HC=(HC
A + HC

B)/2 = 1316.492792 m



Quanto à análise de erros, tem-se:   ΣHC
= JΣ Jt   em que    J=

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻𝐴

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻𝐵

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻
𝑎𝑖

𝐴
 

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻
𝑎𝑖

𝐵

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻𝛼

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻𝛽
 

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻𝑧𝐴

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻𝑧𝐵

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻𝑎𝑏
, com

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻𝐴
 = 0.5 , 𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻𝐵
 = 0.5

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻
𝑎𝑖

𝐴
 = 0.5 , 𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻
𝑎𝑖

𝐵
 = 0.5

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻𝛼
=                                                                                                                             = 3.785962026 

                                                                                                                             

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻𝛽
=                                                                                                                             = 6.407394836

− + − 
1

2

ab ( )sin  ( )cos + α 

( )sin + α 
2

( )tan zA

1

2
ab ( )cos α

( )sin + α  ( )tan zB

1

2

ab ( )sin α ( )cos + α 

( )sin + α 
2

( )tan zB

− − 
1

2

ab ( )cos 

( )sin + α  ( )tan zA

1

2

ab ( )sin  ( )cos + α 

( )sin + α 
2

( )tan zA

1

2

ab ( )sin α ( )cos + α 

( )sin + α 
2

( )tan zB



𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻𝑧𝐴

=                                                              = - 44.52499012

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻𝑧𝐵

=                                                              = - 48.36511310

𝜕𝐻𝐶

𝜕𝐻𝑎𝑏
=                                                                                                         = 0.08199187

−
1

2

ab ( )sin  ( )+ 1 ( )tan zA
2

( )sin + α  ( )tan zA
2

−
1

2

ab ( )sin α ( )+ 1 ( )tan zB
2

( )sin + α  ( )tan zB
2

+ 
1

2

( )sin 

( )sin + α  ( )tan zA

1

2
( )sin α

( )sin + α  ( )tan zB



 := J [ ].5 .5 .5 .5 3.785962026 6.407394836 -44.52499012 -48.36511310 .08199187691

 := 































































.000036 0 0 0 0 0 0 0 0

0 .000016 0 0 0 0 0 0 0

0 0 .000025 0 0 0 0 0 0

0 0 0 .000025 0 0 0 0 0

0 0 0 0 .1738387684 10
-8

0 0 0 0

0 0 0 0 0 .3001280738 10
-8

0 0 0

0 0 0 0 0 0 .3951094775 10
-9

0 0

0 0 0 0 0 0 0 .6113502387 10
-9

0

0 0 0 0 0 0 0 0 .000324

 := Sigma_HB [ ].0000300396336519976275

 := incerteza_HB .004877461884



1. Foi observada uma linha de nivelamento geométrico na qual o aparelho foi estacionado 10 vezes, tendo em cada 

estacionamento sido efectuadas leituras nas miras à rectaguarda e à frente, sendo a incerteza de cada leitura igual a 

0.0015 m, devido a causas diversas. Qual é a incerteza estimada para o desnível entre os pontos inicial e final da 

linha?

2. Uma linha foi medida em secções conforme indicado na tabela seguinte; calcule a incerteza estimada do 

comprimento AE.

3. O volume de um cone é dado por V=πD2h/12; se a altura medida de um cone for h=10.0 m com incerteza sh=±0.20 m 

e o diâmetro medido for igual a D=6.0 m, com incerteza sD=±0.20m, calcule o volume do cone e a respectiva incerteza.

Secção Comprimento Incerteza

AB 129.870 m ±0.018 m

BC 318.260 m ±0.024 m

CD 179.841 m ±0.018 m

DE 217.713 m ±0.024 m



4. O manual de um distanciómetro EDM indica que a precisão do aparelho é igual  ±(5 mm + 5 ppm), sendo esta última 

parcela calculada como distânciax5/1000000. a) que expressão deve ser utilizada para determinar a incerteza numa 

distância medida com este aparelho? b) qual é a incerteza associada a uma distância medida de 2750.34 m medida 

com este aparelho?

5. Um recinto desportivo é limitado por um rectângulo e por dois semi-círculos, conforme mostra a figura. Utilizando 

uma estação total cujo distanciómetro tem uma incerteza nominal igual a ±(5 mm + 10 ppm), obtiveram-se os valores 

1609.350 m e 256.136 m para os lados do rectângulo. Admitindo erros apenas na medição das distâncias: a) qual é a 

área do recinto? b) qual é a incerteza das dimensões do recinto? c) qual é a incerteza no cálculo da área do recinto?

6. Utilizando um aparelho EDM cujas especificações indicam uma incerteza na medição de distâncias igual a ±(3 mm 

+ 5 ppm), obtiveram-se os valores 437.592 m por 138.279 m para as dimensões de um edifício. Admitindo apenas 

erros na medição das distâncias, calcule a) a incerteza nas dimensões do edifício b) a área do edifício e a respectiva 

incerteza.



7. O erro de leitura cometido por um observador quando utiliza um dado aparelho é igual a ±1.5”. Após apontar 

repetidamente para um alvo distante com o mesmo aparelho, o observador determina o erro combinado de pontaria e 

leitura como sendo igual a ±2.6”. Qual é o erro de pontaria que ele comete?

8. Para cada fórmula de correcção das leituras efectuadas com uma fita métrica, indique a expressão de propagação 

do erro: a) H=L cos α, onde L é a distância inclinada e α a inclinação. b) CT=k(Tf-T)L, onde k representa o coeficiente de 

expansão térmica, Tf a temperatura medida, T a temperatura de calibração da fita e L o comprimento medido. c) 

Cp=(Pf-P)L/AE, onde Pf é a tensão medida, P a tensão de calibração, A a secção transversal da fita, E o módulo de 

elasticidade da fita e L o comprimento medido. d) CS=-w2 l3
S/24P2

f, onde w é o peso por unidade de comprimento da 

fita, l a distância entre suportes e Pf é a tensão medida.



9. Uma dada distância foi medida em duas partes com uma fita métrica de 100 m de comprimento e de uma única vez 

com uma fita métrica de 200 m de comprimento, sendo que cada método foi repetido 10 vezes:

Calcule a incerteza na distância total medida com as fitas de 100 m e 200 m de comprimento. Qual das fitas conduziu 

a uma incerteza mais baixa?

Fita métrica de 100 m de comprimento

1ª secção

100.001, 100.018, 99.974, 99.992, 99.972

99.990, 99.950, 99.984, 99.979, 99.988

2ª secção

49.329, 49.365, 49.346, 49.300, 49.327

49.324, 49.349, 49.357, 49.341, 49.333

Fita métrica de 200 m de comprimento

149.326, 149.397, 149.357, 149.294, 149.337

149.338, 149.329, 149.331, 149.370, 149.363
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