Fronteiras, ondas estacionarias
e interferencia

O que acontece quando as ondas se encontram

i




Trés perguntas

« Porque é que um impulso numa corda volta invertido se a
extremidade esta presa, e direito se esta livre?

« Porque é que uma corda de guitarra s6 vibra em certas frequéncias?

« Com duas torneiras a pingar ao mesmo ritmo numa tina, porque é
que aparecem linhas onde a agua fica parada?



FRONTEIRA ENTRE MEIOS
Uma onda encontra uma fronteira

. Parte da/ onda é r_e'flectlda meio 1 meio 2
e parte é transmitida.

« A frequéncia é a mesma nos \/\/\/ :
dois meios. AVAVAVAVAY
« Mudam v e A\ \NN\N\S

—

Incidente (azul), reflectida (laranja) e
transmitida (verde).



FRONTEIRA ENTRE MEIOS
Condicoes de fronteira numa corda

Trocos i1 € j12, mesma tensdo Fr.

A corda nao se parte Fr i
<« —_—>
y(0_7t) - y(0+7t) O —
H1 M2
A juncao nao tem massa x =0
Fr (07 1) = Pr (0% )




FRONTEIRA ENTRE MEIOS
Porque é que as inclinacoes sao iguais

Forca vertical de cada troco sobre a
juncao: Frx inclinacao.

Py _ g O

_ g + ~Z(0
m o = g (07) = Fra (07)

A juncdo nao tem massa, m = 0:

dy dy

5, 07) = 5-(07)




IMPEDANCIA
Impedancia de onda

Forca da esquerda sobre a direita:

F, = —Fp0y/0z. Onda 7
Onda para a direita: dy/0x = —+ dy/0ot.
FT 8y &y Corda \/FT,u
F’y — T a;, — %9, ]
v Ot ot Fluido pv
F Luz Zo/n
Zz="L= Fru=pv

Z() = \/,LL()/EO ~ 377 Q)




IMPEDANCIA
O que significa a impedancia

« F,=Z0y/0t é a lei de um amortecedor viscoso, com b = Z.

« Para quem a abana, uma corda muito longa comporta-se como um
amortecedor: a energia vai-se embora e nao volta.

« Z grande: é preciso muita forca para por a corda em movimento. Z
pequeno: a corda move-se com pouca forca.

Numa fronteira, a onda «vé» uma mudanca de impedancia. E isso que
produz a reflexao.



IMPEDANCIA
As trés ondas na juncao

Em 2 < 0: incidente e reflectida. Em x > 0: transmitida. Mesma w:
y; = A; cos(k1x — wt) yr = A, cos(kyx + wt)

Y = Ag cos(kor — wt)

Continuidade em x =0, y; + v, = 1y, para todo o ¢:

A+ A = A




IMPEDANCIA
Das inclinacoes a impedancia

Derivando em ordem a z e fazendo = 0:

gZ(O_) = k1 (A; — A,)sinwt
gy(OJr) = ko Ay sinwt
x

lgualando e multiplicando por Fr/w, com Frk/w = Fr/v = Z:

(A — A) =2y Ay




IMPEDANCIA
Coeficientes de reflexao e de transmissao

Substituindo A; = A; + A,:
WA, — WA, = 25A; + Z5A, = (Z1— 2Z5) A; = (21 + Z2) A,

Ar Zl — ZQ At 2Zl
== t=—=141r=
Ai Z1 -+ ZQ Az Z1 + ZQ
« Para a forca, os sinais trocam: rp = —r.

« Se Z1 = Z5, ndo ha reflexdo.



IMPEDANCIA
Coeficientes de poténcia

Com (P) = 1 Zw?A? e w igual:

ZAY
R = ZA2 " r
_— Z,A7 Zs
7\A? 7
0 |
0,01 1 100
(Zy — Z9)? + 42,2 AYA

R+T = — 1

(Z1 + Z5)?



IMPEDANCIA
Extremidade fixa e extremidade livre

Fixa: 79 —> o0, r=—1 Livre: 75 — 0, r = +1
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Volta invertido. Volta direito.




IMPEDANCIA
Uma extremidade livre na pratica

Anel leve numa vara vertical, sem —_—

atrito. /\

A vara segura a corda na horizontal,
mas nao faz forca vertical.

Logo, dy/0x = 0 na ponta.

Na reflexdao, o anel sobe até 2A.




RESPOSTA
O impulso na extremidade

Extremidade presa

, — >
Na parede y = 0 sempre. S6é um
impulso invertido, que chega ao

mesmo tempo, anula o incidente.

Extremidade livre

!\Ia ponta _319_/(993 =0. S_é um Impulso real (azul) e impulso
impulso direito e simétrico o «imagemy invertido (laranja).

consegue.



INTERFERENCIA
Principio da sobreposicao

A equacdo da onda é linear: a soma A /\_

de solucdes é solucao.

y=yityt-- ol

« Cada onda propaga-se como se as

outras nao existissem.

« No cruzamento, os
deslocamentos somam-se.



INTERFERENCIA
Somar duas ondas com a mesma frequéncia

Cada onda é a parte real de um nimero
complexo: %Az
Aj cos(kz—wt+¢;) = Re[A;e'% ei(k“’_“t)} /A9

O factor e¢!*2=%) & comum: somam-se 0s
Ajewi.

A2 = | A1 + Ape®|” = A2 + A2 + 24, A, cos Ag




INTERFERENCIA
Interferencia construtiva

A? = A2 4+ A2 4 24, Ay cos A

« A¢p = 2mm: construtiva,
A=A + As.

« A¢ = (2m + 1)m: destrutiva,
A=A — Ay

No grafico, Ay =1e Ay =0,5.

A1+As

| A1 — Ay

e destrutiva

A




INTERFERENCIA
Interferencia de duas fontes

« Duas fontes iguais, em fase,
emitem ondas circulares.

« Até ao ponto P, as ondas
percorrem distancias r1 e 7s.

Diferenca de fase:

ro —1M

A

Ap=k(ro—ry) =27

Cheio: cristas. Tracejado: cavas.



INTERFERENCIA
Reforco e anulacao

Reforcam-se
Crista com crista: 79 — r1 = mA\.

Anulam-se

Crista com cava:
ro —ry = (m+ %))\

Na figura, as faixas lisas, sem
riscas, sao as linhas onde a agua
fica parada.




RESPOSTA
As linhas paradas na tina

« As duas torneiras pingam ao
mesmo ritmo: sao duas fontes em
fase.

« Se 9 —r; = A\/2: crista de uma
com cava da outra, sempre. A &\ 9
adgua nao se mexe.

« Os pontos com a mesma 79 — 14
formam uma hipérbole. Linha mais forte: ro — 13 = A/2.



ONDAS ESTACIONARIAS
Ondas em sentidos opostos

y1 = Asin(kzr — wt),

y2 = Asin(kz + wt). ZAL
Com sina + sinb = 2sin “T*b coS ‘%b:

y = 2Asin kx cos(—wt) = 2Asin kx coswt
_9A |

« A forma no espaco nao se desloca. Vérios instantes, ao longo de
2.

« Todos os pontos oscilam em fase ou
em oposicao.



ONDAS ESTACIONARIAS
Noés e antinés

Nés: sinkx =0 o o
:C:O, A/27 )\,

Antinés: |sinkz| =1
x=A4,3\/4, ...

« Nés consecutivos distam \/2. A2

o Nos nds a corda ndao se mexe: a

.~ Nés (laranij ntinds (verde).
energia nao os atravessa. 05 (a a Ja) S Altinos ( € de)



ONDAS ESTACIONARIAS
Energia numa onda estacionaria

Poténcia através de um ponto: P = —Fyp (Jy/0x)(dy/0t). Com
y = 2Asin kx coswt:

0 0
%Y — 2 Ak cos kx cos wt, Y — 9 Awsin kz sinwt

ox ot

P = FrA?kw sin 2kz sin 2wt, (P)=0

A energia vai e vem entre nds vizinhos, mas nao avanca: as duas ondas
transportam a mesma poténcia em sentidos opostos.



ONDAS ESTACIONARIAS
Modos proprios de uma corda fixa

y = 2Asin kx coswt ja tem nd em
r=0. N6 em x = L: n=1
sinkL =0 = kL=nn
2L

fn = nf1: todas as harménicas.



ONDAS ESTACIONARIAS
Uma extremidade fixa e outra livre

Na ponta livre a inclinacdo é nula: :
Jy/0x x coskL = 0, logo I/
kL = (n— 3. ‘

o= 2 <>
« S6 as harmonicas impares. \/ ;

« A fundamental tem metade da
frequéncia da corda fixa.

h

3fi



RESPOSTA
A corda de guitarra

« Ida e volta: a onda percorre 2L e sofre duas inversoes, que se anulam.

« Volta em fase com a que parte se 2L for um ndmero inteiro de A:

2L = nh, =5 fo= — = o=

= =1,2,3,...
An 2L7 n ) 737

Mi grave: L =0,65m, f; =82Hz = v=2Lf; ~107Tms !




RESPOSTA
Quantas idas e voltas se somam

« Em f,: N idas e voltas em — N=

fase, amplitude V. — N=20
« Ao lado: cada uma chega — N =250

rodada e a soma cai.

o Largura do pico: Af =~ fi;/N.

=

amplitude / N

Guitarra: nota de 3s, ida e volta
de 12 ms.

N =~ 250, Af ~0,3Hz

frequéncia



ONDAS ESTACIONARIAS
O movimento geral de uma corda

Qualquer movimento de uma corda fixa
¢ uma soma de modos:

y(z,t) = a, sin(mg'r) cos(wnt+¢n)

« As condicGes iniciais fixam a,, e ©,,.

« As amplitudes a,, definem o timbre
do instrumento.




ENUNCIADO
Exercicio resolvido |

Uma corda com tensdo F'r = 100N tem p; = 0,010 kgm~! para
z<0epy=0,040kgm~! para z > 0. Uma onda de 50 Hz e
amplitude 2.0 cm chega pela esquerda.

(a) Calcule v, A e Z em cada trogo.
(b) Calcule as amplitudes reflectida e transmitida.
(c) Que fraccdes da poténcia sdo reflectidas e transmitidas?

(d) E se a mesma onda chegasse pela direita?



RESOLUCAO
Exercicio resolvido |

(@) v=yFr/p, A=v/f. Z=Fru
v; = /100/0,010 = 100ms™* vy = 1/100/0,040 = 50ms*

A1 =100/50 = 2,0m A =50/50 = 1,0m
Z; = /100 x 0,010 = 1,0kgs™! Zy = /100 x 0,040 = 2,0kgs*

A corda mais pesada tem maior impedancia e menor velocidade.



RESOLUCAO
Exercicio resolvido |

(b)
Zl—Zg_1—2_
T:Z1—|—Z2_1+2_
27, 2x1
T Zi+ 2, 1+2

Wi

[SVI] V]

A reflectida volta invertida.

= A, =—-0,6Tcm

= At = 1,33 cm



RESOLUCAO
Exercicio resolvido |

(c)
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RESOLUCAO
Exercicio resolvido |

(d) Agora Z; =20kgs'e Zy=1,0kgs':
, 2-1 , 2x2

=2l gy 2X2
241 2+1

_|_

Wl

A, =0,67cm (direita), A; = 2,67cm, maior do que a incidente.

R—f T-x (-3

A amplitude cresce, mas a poténcia nao.



ENUNCIADO
Exercicio resolvido |1l

Um cabo de uma ponte tem L = 20 m entre apoios fixos,
1=_80kgm e =50 x10°N. Vértices do vento empurram-no
a 12,5Hz.

(a) Calcule as frequéncias dos trés primeiros modos.
(b) Que modo pode ser excitado pelo vento?
(c) Onde colocar um amortecedor eficaz nesse modo?

(d) Com o vento a 25Hz, esse amortecedor ainda serve?



RESOLUCAO
Exercicio resolvido |1l

(@) v=Fr/p=+62500=250ms™!, f,=—=mnx—:
fi=625Hz,  fy,=125Hz,  f3=1875Hz
(b) O modo 2, com a mesma frequéncia do vento.

(c) Modo 2: \y =L =20m; nés em 0, 10 e 20 m.

Antinés em L/4 e 3L/4: um amortecedor a 5m de um apoio.



RESOLUCAO
Exercicio resolvido |1l

(d) 25=4x6,25: é excitado o modo 4, com Ay = L/2 =10m.

nés em z =0, 5, 10, 15, 20 m

O amortecedor a 5 m fica num nd deste modo e deixa de ter efeito.

antinés do modo 4: x =25m, 7.,bm, ...

Um amortecedor a 2,5 m serve para os dois modos.



ENUNCIADO
Exercicio resolvido |11

Num modelo simples, uma prega vocal é uma corda fixa nas duas
pontas, com L = 16 mm e p = 1040 kg m~3. A voz tem fundamental
120 Hz.

(a) Qual é a velocidade das ondas transversais na prega?

(b) Qual é o0 = Fr/S, sabendo que v = /o /p?
(c) Por que factor tem o de aumentar para subir uma oitava?

(d) Que o para uma soprano a 1000 Hz, com o mesmo L?



RESOLUCAO
Exercicio resolvido |11

(@) fi=v/2L: v=2Lfi =2x0,016 x 120 = 3,84 ms™!
(b) wv=\lo/p = o=pv*
o = 1040 x 3,84% = 1040 x 14,7 ~ 15 kPa

(c) Uma oitava duplica f1, logo duplica v: o aumenta 4 vezes.

Os musculos da laringe esticam as pregas para subir o tom.



RESOLUCAO
Exercicio resolvido |11

(d) foxvoc/o,logo oo f2

, (1000

2
o =0 rm)::mx1@x83§aﬂ5x1&x69zL0M%

o ~700

E uma tensdo muito elevada para um tecido mole. Na pratica, as pregas
também ficam mais curtas e mais finas a vibrar.



